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DISCORSO  PRELIMINARE. 


if 


La  Soluzione  algcbraica  delle  Equazio- 
^  ni  generali  di  grado  superiore  al  quarto  è 
sempre  impossibile  .  Ecco  un  Teorema 
troppo  wjportante  nelle  Matematiche  , 
che  IO  credo ,  se  pur  non  erro  ,  di  poter 
asserire,  e  di  cui  la  dimostrazione  quel- 
la si  è  ,  che  principalmente  mi  à  spinto 
alla  pubblicazione  del  presente  Volume . 

L*  immortale  de  la  Grange  con  le. 
sublimi  sue  Riflessioni  intorno  alle  Equa- 
zioni inserite  ncgU  Atti  dell'  Accademia 
di  Berlino  à  somministrato  il  fondamen- 
to alla  mia  dimostrazione  :  conveniva 
dunque  premettere  a  questa  per  la  mag- 
giore sua  intelligenza  un  Ristretto  di  si- 
Olili  RiHessioni .  '  • 

Oltre  r  accennato  Teorema  varie  al- 
tre cose  riguardanti  le  Equazioni  cssea- 

*  2 


Digilized  by  Gopgle 


domi  stato  dato  di  determinare  ,ed  altre 
di  raccogliere  specialmeiite  dal  chiarissi- 
mo  de  la  Grange ,  ò  stimato  bene  il  con- 
giungere tutto  insieme  ^  e  insieme  darlo 
alla  luce  •  Ma  1*  ordine  necessario  a  dar- 
si a  simili  macerie  esigeva  una  certa  di- 
stribuzione :  quella  y  che  seco  porta  una 
Teoria  di  Equazioni ,  sembra  certamente 
la  più  opportuna  9  questa  dunque  trasccl- 
go  ,  e  vtìi  lusingo  cosi  dì  presentare  al 
Pubblico  una  Teoria  generale  delle  Equa- 
zioni adorna  delle  più  recenti  scoperte  ^ 
e  per  quanto  io  sappia  ^  la  più  compie-- 
ta  finora  •  ' 

Dividesi  tutta  Y  Opera  in  no  Capi . 
Esposte  nel  Capo  i.**  alcune  nozioni  sul- 
le Funzioni  in  generale  9  nei  Capi  a.^»  3.^^ 

9.*^,  e  IO.®  presentansi  le  proprietà  prin- 
cipali delle  Equazioni.  Nei  Capi  4.%  5.% 
6.*5  7.*,  8.  vengono  compresi  i  metodi  di 
eseguire  le  trasformazioni  ^  le  eliminazio- 
ni, e  le  riduzioni .  1  Capi  11.^,  12.^  con- 
tengono la  soluzione  e  a  posteriori  ^  ed  a 
frìori  delle  Equazioni  del  3.^,  e  4.*  gra* 
do«  U  Capo  13.''  dimostra  V  impossibi- 


^  j  .  -Ci  by  Google  ^ 


Ktà  della  soluzione  algtbraica  delle  Equa* 

zionì  generali  di  grado  maggiore  del  4*# 
Nei  Capi  i^""^  15."*^  lóV"  y  e  su  *1  fine 
del  parlasi  delle  Equazioni  capaci  di 
essere  ridotte  ad  altre  di  grado  inferiore  ^ 
i  metodi  vengono  esposti  ,  onde  otre- 
nere  un  simile  abbassamento,  i  Capi  fi- 
nalmente ly.**^  18.*  9  ^P^'^yC  ^o*"*  insegna» 
no  la-  maniera  dì  risolvere  per  approssi- 
mazione j  e  per  Serie  le  Equazioni  sì  nu- 
meriche ,  che  letterali ,  tanto  determinate^ 
che  indeterminate . 

Le  cose  y  che  oltre  1'  accennato  Teo- 
rema mi  lusingo  di  presentare  ^  come 
non  prive  affatto  di  novità  ^  son  le  se- 
guenti . 

i.^  Una  formola  generale  delle  Fun- 
zioni esistente  nel  Capo  i.*,  e  il  meto- 
do >  con  cui  per  mezzo  di  questa  vengo- 
no nel  Capo  2.®  dimostrate  tutte  le  pro- 
prietà delle  Equazioni  dipendenti  dal  rap- 
porto generale  dei  Coefficienti  con  le  pro- 
prie Radici. 

i.""  11  Ristretto  delle  due  famose  Me- 
morie dì  de  la  Grange  comprendenti  le 
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VI 

Riflessioni  jovraccennatc  sulle  Equazioni. 

Questo  vien  contenuto  nei  Capi  J.'*»8.% 
ijA  nella  prima  parte  del  13.°,  ed 
è  congiunto  a  dé  rischiarimeoti ,  e  a  del'* 
le  riilessionì .  ulteriori  « 

3  *  La  'Considerazione  nei  Capi  7 
8^**,  12.**,  16.^  delle  funzioni  irrazionali 
tralasciata  dal  chiarissimo  Aurore  nelle 
indicate  Memorie  • 

4°  Alcune  considerazioni  fatte  nel 
Capo  7.°  sulla  eliminazione  di  una  ^  due  ^  o. 
pili  incognite  da  un  corrispondente  nu- 
mero di  Equazioni  ^  per  cui  mediante  il 
metodo  di  de  U  Grange  apparisce  poter- 
si sempre  determinare  con  esattezza  Y 
quazione  finale  • 

5*'*  Una  dimostrazione  nel  Capo 

assai  semplice  ,  o  indipendente  dal  Cai-' 
colo  differenziale  del  come  si  determini 
il  valore  della  frazione  -|- ,  mentre  però 
essa  dipenda  da  funzioni  di  una  sola  va* 
riabile  razionale* 

6.^  La  dimostrazione  della  necessità 
del  Caso  irreducibile  >  qualunque  via  si 
tenga  nella,  soluzione  algebraica  delia 
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quazion  generale  del  3  *  grado  ;  e  questa 
si  contìeoe  nel  Capo  1 2.^ . 

7*  La  soluzione  nel  Capo  18  •  per  Se- 
rie delle  Equazioni  algebraiche  indecermi- 
nate  proposte  dal  chiarissimo  Cramer  nel- 
la sua  Introduzione  all'  Analisi  delle  Li- 
nee  Curve  ,  ma  resa  pienamente  algebrai- 
ca,  escluso  il  triangolo,  ed  il  parallelo- 
grammo analitico  ,  e  introdottovi  i!  prin-  . 
cipio  datoci  da  de  la  Grange  ,  onde  de- 
terminare gV  infiniti  >  c  gl  infinitesimi 
dello  stesso  ordine  • 

Un  Metodo  dì  risolvere  per  Se- 
rie le  Equazioni  algebraiche  determinate. 
Occupa  questo  il  Capo  i^.^»e  nel  Capo 
ìstesso  contienesi  una  Formola ,  ed  una 
maniera  spedita ,  onde  elevare  ad  una 
potenza  qualunque  b  il  polinomio  Lj^  + 

Una  maniera  nel  Capo  20."^  di 
risolvere  {>er  Sèrie  col  mezzo  delle  Fra- 
zioni continue  una  qualsivoglia  Equazio- 
ne algebraica  sì  determinata  ^  che  inde- 
terminata s  coincide  perà  qtiesto  metodo 
con  quello  >  che  ci  dà  il  de  la  Grange  per 
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la  integrazione  per  approssimazione  delle 
Equazioni  dincrenziali . 

IO.  Una  raccolta  finalmente ,  ed  una 
riduzione  di  quasi  tutte  le  principali  os- 
servazioni^ e  dimostrazioni  9  che  il  nostro 
immortale  de  la  Grange  a  spostc  in  di- 
verse Memorie  rapporto  ai  diversi  Teo- 
remi generali  delle  Equazioni, 


TEORIA  DELLE  EQUAZIONI . 

CAPO  PRIMO. 

Dflk  FuitTStioni  in  gencraU  • 

t .  C!^oI  nome  di  Tmnzhne  di  una ,  o  più  varia* 
bili  intendiamo  un  Espressione  analitica  qualsivo- 
glia,  in  cui  essa,  od  esse  si  contengono  sole,  o 

congiunte  a  delle  quantità  costanti;  così  5  , 
óéZf^b  saranno  due  Funzioni  >  la  prima  della 

variabile  x>  la  seconda  della  £:ed  ax'  -^^-^  sarà 

una  Funzione  di  aroendue  le  variabili  x^z,. 

1.  Affine  d'  indicare  in  generale  una  funzio- 
ne qualunque  di  una,  o  più  variabili  »  siamo  so- 
liti servirci  delia  lettera /,  e  d^ila  parentesi  ^cod 
/(^)  significa  una  qualunque  funzione  della  x; 
f(x)(yy  ne  esprime  una  qualsivoglia  delle  Xyy;t 

/(•*•)  (j'X*)"»»  delle  ir, 

^.  Considerando  però  le  diverse  funzioni  par- 
ticolari siamo  soliti  neli'  accennarle  servirci  in  di- 
verse maniere  della  parentesi.  Imperciochè  i.®, 
o  la  Funzione  cangia  di  valore  per  la  peroiutazio- 
ne  fra  loro  delle  variabili  in  essa  contenute  »  come 

succede  nella  funzione  4    --^  ~  t  il  valore  della 

a  qua*»  - 


Digitized  by  Google 


quale  si  cambia  per  la  permutazione  di  x>  in 

s 

venendone  perciò  il  risuluto  4    —  ~. ,  quantità 

generalmente  ben  diversa  dalla  #jr'*— ÌL;2.^oCft* 

le  funzione  conseWa  sempre  il  medesimo  valore» 
qualunque  permutazione  si  faccia  tra  le  variabi- 
li, come  si  vede  accadere  nelle  espressioni  axy^ 

Jf' 4- y -f- z.%  il  valor  delle  quali  resta  sempre  il 
medesimo  y  qualunque  permutazione  si  pratichi  fra 
le  indeterminate  ;  3*^  o  finalmente ,  come  vedesi 

nelle  tre  x"^  4-/4-  «  9  ,  ;r  y4-£«>  la  no- 

stra  funzione  si  conserva  la  medesima  sorto  alcu; 
ne  permutazioni ,  e  si  cambia  sotto  di  altre . 

Nel  primo  di  questi  casi  la  funzione  si  accen- 
na 9  come  è  stato,  indicato  nel  (num.prec.)ion^ 

de  la  4   si  accennerà  per  fix)  (»).  Ge- 

neraimdote  poi  non  essendo  4  jr'  ^ 

non  avremo  corrispondentemente  neppure/(jr)  (x) 

Nel  caso  secondo  le  variabili  frammezzate  con 
irtigole  si  pongono  fra  due  parentesi  solamente» 

ed  avremo  perciò  axj  =  fix^y)  ;  x^-hy^ht»^ 

fi^yyy^)'>  risultando  quindi  /( =/ x); 

"    Nel  terzo  caso  infine  1  &e  la  funzione  sia  co» 

me 
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me  la  jf*+jr*-H»,  $•  indicherà,  per /(*,«)  (»); 
•c  essa  è  come  la  — +— ,  che  festa  la  stessa,  sokan- 

.  to  pel  catnbiamcfito  simultaneo-  di  jr  in  »  ^  e  di'  y 

in  UT ,  si  accennerk  per/(  (x)  (y)  ,  (»)  (jr)  )  ;  e 
se  finalmente  la  funzione  ,  qual'  è  la  xy'^ZMy 
non  cambia  valore  per  la  permutazione  dìamendue 
Ì€  x^y  ^  in  amenducle», # ,c|>er  quella  di  x  in 
y  »  e>di  »  in  ir  9  essa  in  allora  si  esprimcri^  per 

4.  Chiameremo  funzioni  Simili  tutte  quelle  » 
che  ci  vengono  rappriesentate  da  una  medesima 
cspression  generale^  e  quellediremo  Dhnmtli ,  che 
d  vengono  rappresentate  da .  espressioni  diverse  . 
Saranno  perciò  simili  fra  loro  k  due  funzioni 

x^y^ax*  ,^  4- y  H — ,  venendo  amendue 

nppresentate  dair  espression  geneiile/(;r,j^)  (%) 
(3.°N.*prec.  );  e  saranno  fra  loro  dissimili  le  due 

ifx  -"*y  r  ^  +  ^y»  venendo  la  prima  com- 
presa sotto  la /(^)  (_y)(i.**N.°prec»),  e  la  se« 
conda  sotto  la/(jr,^)  (  t.^'N.'' prec^) 

]  •  Le  Funzioni  particolari ,  secondo  la  diver- 
sa fibrina,  sotto  cui  racchiudono  le  variabili ,  distin- 
guonsi  in  diverse  spezie  ;  altre  diconsi  Inten ,  qual*  è 

la  «     +*»,ela  -j-  ;r*—'^^ ,  funzioni  amèndue» 

nelle  quali  le  variabili  non  sono  in  istato  di  divi* 

a  2  sio" 


4 

sione  ;  ed  altre  ri  chiamano  Ir  Atte ,  come  è  la  , 

poiché  in  essa  una  variabile  almeno  esiste  nel  de> 
liominarore  *  Distingaonsi  inoltre  le  funzioni  in  Ha* 
MmiB^télrrasuóffoJf  ^  razionali  dicendosi  qodle  « 
nelle  quali  non  esiste  variabile  alcnna  sotto  di  al- 
cun radicale y  come  sono  le  precedenti,  e  Je  altre 

diaf'-H—  yX^yf  é^si  V  ^  ,  e  chiamandosi  irrasio* 

nali  quelle  »  che  sotto  di  un  qualche  vincolo  radicale' 
contengono  necessariamente  una  qualche  yaciabilei 

come  appunto  sono  le  a'^ x  z,^  +^v'j'»Tut« 
te  queste  funzioni,  la  forma  delie  quali  gih  si  co- 
nosce »  diconsi  E ff  lìcite  ydàndoBì  il  nome  &  ImpI^ 
€ÌH  ^  quelle»  la  forma ,  e  il  valor  delle  quali  non 
ancor  conosrìuti  dipendono  dalla  soluzione  di  ii« 
na  Equazione.  Data  per  es.  làji*  =  js*— jr*,  vt* 

nendone  t  e=r  ,  la  jf  uguaglierà  nnt 

funzione  della  x;  ma  se  si  consideri  la  Equazione 
y*  — jr*  senza  scioglierla,  non  sapendosi  per 
anche  qual  valore  ,  e  forma  abbia  la  funzione  del- 
la  X  corrispondente  ad  jr»  diremo  jn  tale  stato  es* 
sere  la  nostra  y  una  funzione  Implicita  della  x  ;  le 
daremo  poscia  il  nome  di  funzione  Esplicita  >  aK 
lorchè  sdolta  1*  Equazione  ritroveremo  cnere 

y=i:t\/a^—x\ 

5.  Le  Funzioni  finalmente  dividonsi  in  Uni' 
firmi  3  e  Mulsiform  •  Uniformi  son  quelle  >  che  ad 

ogni 
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ogni  valore  delle  variabili  contenute ,  mai  non  ac* 
quisuno  y  che  un  solo  valore  ;  nelle  Equaz*  y  =  4 

j  —  ax  — —  la  y  non  è  che  una  funzione  Unifor» 

me  nel  primo  caso  della  x ,  nel  secondo  della  Xj  - 

e  della      Che  se  ad  ogni  valore  delle  variabiH,  la 

funzione  acquista'fìiij  di  un  valore  ,  essa  in  allora 
-,  si  dice  Mnltiforme  i  poiché  nella     =4*— jf%e 

rò  nelh  jf  =^  <ar*id  ogni  valote  della  x^ 

la  y  acquista  due  valori  ,  essa  ne  sarà  una  Fun« 
2Ìon  Multiforme,  e  più  propriamente  ne  sarà  una 
Funzione  Biforme  ;  poiché  le  Funzioni  Multifor». 
mi  distinguonsi  in  Biformi ,  Triformi  ,  Quadrifor* 
mi  ecc«  secondochè  ad  ogni  valore  delle  variabili 
contenute 9  la  funzione  acquista  due,  tre» qnattxo 
ec«  valori  diversi* 

7.  Fin'  ora  abbiamo  considerate  le  funzioni 
delle  variabili ,  e  le  loro  differenze  ^ma  se  una  da* 
ta  Espression  Analitica  sia  composta  di  sole  quan- 
tità costanti  ,  senza  alcuna  variabile  ,  come  la 
3  tf^H"  4^  ^9  anche  ad  essa  daremo  il  nome  di  F/y»* 
xione  )  ma  di  I unzione  Costante ,  e  denotandola  nel* 
la  maniera  istessa  de'  (  2  »  3  )  ne  formeremo  le 
stesse  distinzioni  degli  altri  (  N.^ 4 »$  9  ^)  >  onde 
la  precedente  %  a^-h  4 ^  f  sark  =/  (a)  (h^e). 

8.  Supponghiamo  una  funzione  qualunque  tri 
le  quantità  r^t^t^u  •  •  •  •  a^^che  chiameremo 
Y,onde  sia 

(A)    Y=/Cr)  (/)  (/)  (#)•.,.  (*)• 

Poi- 
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Poiché  in  essa,  general  mente  parlando,  altri  tefRl^ 

ni  contengono  la  ed  altri  ne  sono  privi,  indi* 
chiamo  la  unione  di  tutti  i  primi  con  la  esptcs-. 

sione  r|Y,  e  con  V  altra  Y  supponiamo  di  rap« 
mcsenure  Y  unione  di  tutti  i  secondi  ;  in  egual 
modo  /  lY  ci  esprima  la  somma  dei  termini  tut» 

ri  della  Y ,  che  contengono  la  / ,  ed  Y  ci  rap- 
presend  tatti  gli  «Itii  che  ne  san  privi  ;  la  espce»» 
Tionc  r  t\Y  e  indichi  1*  aggregato  di  tutti  i  ter- 
mini,  che  insieme  contengono  e  la  r,e  li  al- 

tra  r  |Y~  1  rappresenti  tutti  i  termini ,  che ,  coiH 
tenendo  la  r ,  sono  privi  della  /  ,  e  così  rapporto 
alle  altre  variabili. 

Se«aperes.Y=r^  x^-^r^sj-trsfu-is'fx 

-^^Mx*  ne  verrà 

r 

r|Y"=  r*if* . 
^         .IL  • 

x\Y  =r»**. 
ec.  «c. 

p.  Supposta  quetta  maiitesa  di  seriveit ,  giaoi 

chè 
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chi  sommando  insfeme  tutti  i  termini  della  Y  f  che 
sonò  mancanti  della  r  con  quei  tutti ,  che  la  cón« 
tengono ,  ne  Tìsiilta  la  Y  medesima  »  è  chiaro  che 
avremo 

il)     Y=  Y""^-  r\Y.      Ora  fra  i  termini, che  con- 
tengono la  r  espressi  da  r  \Y  ,  altri  contengono  la 
ed  altri  ne  sono  privi    unendo  dunque  questi 

a  quelli,  poiché  risulta  r  (Y  =  r  |Y  -4-  r  /  |Y  ,  ot» 
terremo  con  la  so^ituzione 

r  t 

(II)  Y  =  Y  -4-r  lY  +rs\Y\  Di  nuovo  fra  iter- 
mini  dì  rr  |Y  altri  mancano  della     ed  altri  nò, 

onde  m  \  r  /|Y=r#  |Y  +  #»  /  /  |Y  ;  dunque  so- 
stituendo ricaveremo 

(IIJ)     Y=:Y~-4-r|Y~4-i'/|Y  -fr//JY. 
In  egual  modo  troveremo  essere 

{UT)  Y=Y  +r|Y  ^r/lY  4-r/#lY'+ r/^ /rjY; 
e  proseguendo  così  ad  operare  fino  àU'  ultima 
quantiA  %  ,  ci  risulteik 

w  i  ^'  JL 
(B)     Y=Y""+r|Y"4-rxfY  +r//|Y  -f-r//^^lY  4- 
 +  r  s  t  u  X      •^\Y  • 

•  ■ 

IO.  Se  la  supposta  funzione  Y  sia  tale^  che 
in  tutti  i  suoi  termini  contenga  la  r  »  come  se  sia 
Ystri*— f*/#+r/^ap— r'i  in  tUoia  non  esi- 

stea- 
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stendo  la  quantità  Y  ,  It  precedente  formola  (/) 
divenà  Y  =  r  |Y .  Cbe  ce  tutti  i  termini  della  Y 
oltre  la  r  contengono  insieme  anche  la  / ,  come 

se  abbiasi  Y=  r*/^H-  r'* a*  — r  x^/,  svanendo  in 

r  » 

allora  le  quantità  Y  ,r|Y  la  formola  (//)  di» 
venterà  Y  =  rx|Y.  Egualmente  ^  se  nella  Y  non 
V*  abbia  alcun  termine  privo  di  una  qualunque  delle 
tre  quantità  r ,  x ,  r ,  troveremo  ,  che  la  formola 

^  ( ///)  diviene  Y  =  r//|Y,  e  cosi  di  seguito  ;  on- 
de la  (B)  si  cangierà  nella  Y  =  r  j- x;^  A* . .  z  |Y, 
se  non  abbiavi  in  Y  alcun  termine  >  che  insieme 
non  contenga  tutte  le  quantità  r ,  / ,  / 

ti»  Se  una  qualunque  quantità  Z  divenga  ze« 
ro  ,  mentre  si  faccia  zero ,  una  variabile  qualunque 
r,  dovrà  essa  Z  necessariamente  contenere  , ed  es« 
sere  per  conseguenza  funzione  della  variabile  r;  al- 
trimenti se  la  Z  fosse  indipendente  da  come  pp* 
ttebbe  svanire  facendosi  r  =:o?Che  se  oltre  quel* 
li  di  r,  anche  nella  varia  supposizione  ^\  t^t^m 
ec»  o  9  la  Z  diventi  zero»  dovrà  per  la  stessa  ra* 
gione  Z  contenere  le  variabili  x  >  ^  ^  ce  ^  e  sarà 
quindi  Z  =  /(r)  (x)  (/)  («)....  ec. 

1 2 .  Abbiasi  una  quantità  Y  inriera  razfonalet 
e  tale  che  divenga  zero  t  facendosi  uguale  allo  ze« 
ro  una  qualunque  delle  variabili  r ,x ,  r ,  sr  ec»  Ì6 ; 

in  tale  supposizione  io  dico  ,  che  dovrà  essere 
Y  =  rx/A.      j&  |Y  . 
Pei  C  N.^prcc.  )  abbiamo  Y  =  /(r)  (/)  (/)  («) 


1  vj......^le 


;.;%(j&),cpcfciòY=Y  .-f-rjy  H-i^/lY 

+r/#«|Y  -H....4-f#r#;r...«  |Y(N.*  9); 
ma  per  essere  Y  quantità  intiera  >  è  chiaro  essere  que« 

sta  una  funzione  ,  in  cui  i  termini  r  |Y  ,  r  /  |Y  ,  ce. 
devono  concenere  la  r  in  forma  di  molciplicazio* 

ne;  i  termini  r/|Y  ,r//|y  ec.  devono  tutti  vè- 
Aixe.  moldplicati  per     ,e  cosi  in  progresso  i  dun« 

y  f  f 

que  se  in  Y  =  Y  4-  r  |Y  +i'/|Y  4-  ce-  si  fa- 

il  rr=  o  f  svanendo  tutti  i  termini  r  |Y  >  r  /  |Y  ^ 

ec. ,  ottettemo  Y  ==  Y  ;  ma  per  la  ipotesi  di 
r  =  o  deve  seguirne  Y    o  »  e  frattanto  per  ta« 

r 

le  supposizione  It  quantità  Y    non  può  giani* 

mai  diventare  zero ,  poiché  non  contiene  la  r  di 
sorta  alcuna  ;  dunque  acciocché  in  realtà  ,  fa* 
cendosi  r  =  o  ^  risulti  Y  =  o  »  dovrà  la  porzione 

Y  mancare  affatto  dalla  proposta  Forinola ,  ed  a« 

vremo  perciò  Y=r|Y  4-r/|Y  -4-rx/|Y  H-  ec. 
Supponghiamo  presentemente  /  =  o  »  ne  verrik 

Y  =:  r  |Y  j  ma  per  tale  ipotesi  non  può  essere 

r|Y  =0;  e  deve  ìntanca  risultare  Y  =  o  j  dun« 
b  que 
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que^acciocchè  questo  succ€da»dovrà  il  termine  #*  |Y 

mancare  anch'  esso  dalla  nostra  formola.»  e  perciò 

t  « 

avremo  r  s  \Y^-}-rs  f\Y  -4- ce.  pel  valore  di  Y. 
Proseguendo  nelT  istesso  modo  il  discorso  fino  ali* 
ultima  quantità  z  ,  troveremo  in  egual  maniera 
dovere  nella  nostra  supposizione  mancare  dalla  Y 

t  • 

i  termini  tutti  i»/|Y  ,r//|Y  ec.  ,  c  quindi  re» 

sterà  Y  =  rj/«. ..z^lY.C.d.d. 

13.  Dovrà  dunque  la  nostra  Y  contenere  so» 
lamente  dei  termini  »  i  quali  siano  moltiplicati  pel 
prodotto  di  tutte  le  sopradette  variabili  r^t^f^m 
ce.  «,  onde  avremo  Y  =  r//jif..«» S,  rapprc» 
sentando  S  1*  aggregato  di  tatti  i  termini  sovrac- 
cennati • 

14.  Siano  ora  le  variabili  r ,  x  2»  di 
numero  »  ^  ed  m  rappresenti  la  massima  lor  di- 
mensione  in  Y  .  Vedesi ,  ciò  posto ,  che  non  po- 
trà nella  nostra  ipotesi  essere  giammai  m^n.  Che 
se  abbiasi  m  =  n,  in  allora  la  S  non  potrà  con« 
tenere  alcuna  delle  variabili  r , ^ 
sia  M>  n  j  cosicché  =  «-f-/,  dovrà  essere  S  fun- 
zione di  alcune,  o  di  tutte  queste  variabili >  es- 
primendo f  la  loro  massima  dimensione  • 

I  j .  Supponghiamo  ,che  la  Y  =  r  #  /  .  •  •  »  S , 
non  possa  diventare  zero ,  se  non  quando  facciasi 
zero  una  qualunque  delle  n  variabili  r,/,r,«f««*^* 
In  tale  caso  io  dico  ^  che  la  S ,  o  sarà  una  co- 

staOF 
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Mute  9  e  dò  se  ir  =  (  R** P^cc.)  ^  o  sàxk  ugua« 
le  ad  un  solo  termine  formato  dal  prodotto  di  tur- 
te«o  di  alcune  delle  supposte*  variabili,  una  jO 
più  volte  replicate  di  un  numero  p  ài  dimensio- 
ìli;  c  ciò  mentre  sia  m>  n  (  N,°  prec.  )  .  Difaiti 
se  la  cosa  fosse  altnroeoti ,  come  se  fosse  per  es. 
S  =  r 1*/*^  »  ,  ossia  S  ^ri*t(u  --z)  ; 
in  allora  diventando  S==  o  per  una  qualche  altra 
supposidone  divena  da  quella  di  r ,  oppure  di 
oppure  di  /,  oppure  ec. ,  o  finalmente  di  z  =  o, 
come  nel  nostro  caso  se  facciasi  u=z;  per  tale 
supposizione  verrebbe  a  diventare  zero  anche  la  Yj 
ma  questo  è  contro  V  Ipotest  •  Dunque  ec. 

1 6.  Supposto  adunque  nel  nostro  caso  in  ge- 
nerale 8  =  M    jr    1,'  z,'  ,  essendo  tali  es- 

nenti  numeri  tutti  intieri ,  e  positivi ,  essendo  * 

loro  somma  f-^g-^b-^-i  -4-/=:^^  ed 

essendo  M  una  costante ,  avremo 

e  (atto  per  maggior  semplicitJl/-+-  t-zna  jg+  i  -=.1^ 

i-d  ec.  avremo  Y^iMi** i»' 

ove    4- A  +  r-h^-+-ec.  =  ». 


b  2 


ti 


CAPO  secondo; 

Trofrictà  generali  delle  Equa%ioni» 

.,.Sapp.W,.a.,HA„.b„,  co» 
si  dehba  col  nome  di  Equazione  Al^^cbraica  d6« 
terininata,  e  quali  siano  quelle  quantità»  che  di* 
consisue  radici  .Venga  oca  proposta  con  V  incognita 
X  uoa  simile  Equazione  »  e  sia  questa  per  esempio  la 

gx^  •  j^x*        j- 'fila-/— ^      -**'4-  -I.* 
m         n  P  P       mn  np 

Tolte  in  essa  le  frazioni ,  trasporto  tutti  i  suoi  ter- 
mini nel  primo  Membro  j  e  venendone 

Ì€mnp-\-gmnp)x^{fmnf-'bm)z:o^  suppongo 

(     np  —  g  Mf»  )     =  F 

(     e  p  —  L  m  n  )     ^  G 
d  m  n        =  H 
•^(cMnp-i-gmMp)  l 

ifmnp—bm    )  =K, 
avremo  da  ciò  Y  Equazione 
F     -h  G  AT* -I- H  ;r*-h  I  jtH- K  =  o  , 
la  quale  altro  non  è  ,  che  la  proposta  avente  tut* 
ti  i  suoi  ttrniini  intitri  ,  ordinatile  collocati  nel 
prino  Men^hro.  Ora  ciò,  (he  si  è  detto  della 
precedente  Equazione  di  quarto  grado  9  dicesi  e* 
gualmente  dtuna  qualsivoglia  Equazione  Algebraica 
di  un  grado  m ,  rappresentando  m  un  numeio  inde- 
ro  ,  e  positivo  qualunque  •  Dunque  una  ttle  Equai» 

zio* 


1  vj......^le 


«3 

sione  potilk  sempre  ridoni  nei  «odo  tstesso  alte  forma 

(C)   F  jr«*H- G  H*»-»H- Ijr»-»-+-  ce. 

Z  =  o,  o  ve  i  coeffin'enri  F  ,  G  ,  H  ,  ec. ,  sono  tut- 
ti Numeri  intieri.  Dividiamo  presentemente  que« 

sta  perF,  c  avutone  il  risultato jt* y  + 

H  T  Z 

ghiamo-^  =  A  ,  y  =  B,-i  =  C^ec.■|-=:V>fiOS• 
titu)sco ,  e  ne  verrà  J'  Equazione  . 
(  D  )    ^r"»-!-  A  x^'-h  B  x^-^    C  x""-^  -h  ec. 

-4-L;r«- +  «>  4- M  ;r»- * +ec.         +8  jr*+T  ;r 

H-V=o  5  chiamati  V,  T;^,  Sjk:',€C.gIi  ultimi 
suoi  termini , ed  espresso  per  Mjf*""*  un  qualun- 
que termine  di  essa,  e  per  L  a**"  quello,  che 
a  questo  precede  •  Essa  non  sarà  altro ,  che  la  (  C  ) 
medesima  ;  ma  sì  V  una  ^  che  V  altra  di  queste  E« 
quazioni  deriva  da  una  qualsivogia  Equazione  Al* 
gebraica  determinata  di  un  grado  qualunque;  dun* 

Sue  si  air  una ,  che  ali*  altra  potrà  datsi  il  nome 
i  i?f  MI A^thraka  D^tfrmhuita  Generale  ;  e  da 
entrambe  egualmente ,  attribuendo  all'  esponente  «r^ 
ed  ai  Coefficienti  gli  opportuni  valori ,  potremo 
ricavare  le  diverse  particolari  Equazioni  Aigebrai- 
cbe  determinate  ^avvertendo^  che  i  Coefficienti  del- 
la prima  si  possono  bensì  supporre  tanti  Numeri 
intieri^ma  non  già  così  quelli  della  seconda  • 
i8.  Poiché  possono  esistere  diverse  radici  di 
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una  Equazione  data»  ossia  diverse  quantità  reali  » 
od  immaginarìc,  le  quali  poste  in  essa  in  luogo 
della  ;r  la  facciano  verificare,  supponghiamodirapo 
presentare  con  le  lettere  a  , jS,y ,  <r ,  ec,  w  le  ra* 
dici  tutte  della  (  C  )  ;  cosicché  fuori  di  esse  non 
abbiavi  alcun*  altra  quantità  capace  di  rendere 
zero  con  la  sostituzione  il  primo  Membro  di  que* 
sta  Equazione  •  Ciò  presupposto  ,  prendiamo  il 
primo  Membro  della  (C),  senza  farlo  uguale  al* 
lo  zero  ,  c  chiamatolo  Y  ,  consideriamo  in  essa 
la  jr,  come  variabile  •  Avremo  cosi  la  Funzione 

Y  =  FAr'^'+-GA^"''"*^-H;r»-»+I:r*-' 4-ec.  +Z, 
ove  attribuendo  diversi  valori  alia  ^,  è  chiaro  che 
né  verranno  diversi  risultati» e  quando  giungiamo 
a  fare  x'=za^  4f=|8,4r=:7,ec,,IaYdiverràsem- 
pre  9  e  solamente  in  tali  cast  =  o. 

19.  Sia  per  es.  «=  j  ,  F==  5  >  9^"" 

H  =  — 50,  I—izo,  onde  la  (C)  riducasi  alla 

—  —  JOAT-h  120=0, 

Equazione  $  di  cui  tutte  le  radici  sono  i  Numeri  » 
2  »  4  »  —  j .  Supponghiamo ,  come  precedencementej 

Y  =  5  4f*  —  i3  4f*  — 50jr-Hi2o. 

Facendo  quivi 4r  =  i  , otterremo Y=$  — 15'— jo 

4-  120  =60  ;  facendo  x  =  ^  ,  otterremo  Y=  5  .27 
—  15.  9  —  50.  ^4-120  =  ^0;  e  così  di  seguito , 
ma  mentre  supponghiamo  Ar  =  2  ,  oppure  =:  4  , 
oppure  ;ir  =  — 3,  sempre  ci  risulta  Y=:o:  e  ci 
risulta  tale  soltanto  in  questi  casi* 

20.  Ritenute  le  precedenti  supposizioni»  e 
sottratta  dalla  variabile  x  ciascuna  delle  radici 


»5 

« ,  jS ,  y  5  J ,  ec.  w  5  onde  avere  i  binomj  x  —  ct^x-fi^ 
Jr  — X  —  ^,cc.  jr  — w,  iodico  che  aualuiique 
stasi  la  X  avremo  la  funzione  Y  eguale  ad  un  pro- 
dotto <}ella  forma  F(jr— «)' (jr— /J)*  y  )* 
(  y x—tA)  y  ,  essendo  F  il  coefficiente  del 
primo  termine  in  Y,  ed  essendo  a  ^  d  ^  te.  c 
tutti  Numeri  intieri,  e  positivi,  de'  ^uali  la  som- 
ina  k  ^  m  • 

Suppongo  x  —  et^ryX  —  S-r^x  —  y—t^tc. 
x—<Aj  —  Zy  e  CIÒ  fatto,  poicJjè  la  Y  diventa  sem- 
pre zero  f  allorché  ^cciasi  ;r  =  « ,  ovveio  x=fi  ^ 
oppure  4r,=:  y  ec  ,  e  però  mentre  si*  supponga 
xj^^^o^  od  ;ir^jS  =  o,  od  jr— y=o,  ec. ,  os» 
sfar  =  o,.od  /zro,  oppure  ^=10  ec.  ,  ne  vie» 
ne  dal  (N.^n)  che  dovrà  la  nostra  Y  essere 
^/CO  (/)  (/)...  {z)  ,  Ma  questa  per  V  Iporesi  es* 
sendo  una  funzione  intiera  ,  e  razionale  dilla  x 
(N.  17,  18),  viene  appunto  ad  essere  unafun» 
zione  delle  i*,/,/,ec.  jcomequelle  dei  (N.*  12, 15); 
dunque  per  quanto  si  è  colà  dimostrato ,  dovA 
wsere  Y  =  M  i*  /•  . . . .  at*  ( N.*»  i<5  ) ,  espriroen* 
do  con  le  lettere  a^b^c^tc.  e  tanti  numeri  intieri, 
C  positivi;  e  però  avremo  Yz=.U{x—oty  i^x-^y 

Ora  in  Y  il  numero  w  è  il  massimo  esponen- 
te^ciJa  X ,  e  frattanto.è  chiaro ,  che  essendo  f=;r— «, 
^  —  7,  ec. ,  la  massima  dimensione 

delie  r,/,/,ec«  non  può  che  essere  la  massima  di* 
mensione  della  x .  Dunque  pel  (  N.*  16  )  sarà 

Fi- 


Digitized  by  Google 


Finalmente  supponghiamo  *  =    J  •osrftaendo 

nella  Y=F«"-i-G«--'-l-Hjr— «. 
=  M(«— «)•(*  — ^)*(*—y)'... .(*-«)•,  oe- 
F        G  Hi. 

=  M  (i— «)'(-L-^)'(~y)'...(-7~«)'. 

Ma  acagionc  di  i-*-c-l-ec. -H sabbiamo 

-^'zi:»-/***'  i^'  Dun- 
que moltiplicando  U  primo  Membro  dell'  Equazione 
ottenuta  per  iT^edil  secondo  per  ar***«* . 

fattore  per  fattore  ,  otterremo  F  +  G  #  -f-  H» 
^-  I  ec.  M  (  I  —  a  //)*  (  I  — /3  «  )*  .  • .  • . . . . 
Ora  la  precedente  Equazione  FAr"-4-GAf*"* -4- ce. 
=  M(jr  — «/(jr—jJ/ ••••(•*•  — verifica 
sempre  qualunque  siasi  la  x ,  dunque  anche  qucst* 
ultima  dovrà  sempre  verificarsi,  qualunque  siasi 
la  »,  e  però  ancora,  quando  facciasi  la  ff^o* 
Eseguendo  pertanto  quest'  ultima  supposizidbcy 
avremoF-MXiXiXiXi  ...  Xi  ,equindrM=F. 
Sostituisco  adunque  questo  valore  in  luogo  della 
M ,  e  risultandone  Y =F  (  x-^ct  /  (  x-^  f  t  x-y  y 
«  •  •  •  (;c— «)' ,  ne  siegue  »  che  ec- 

21.  Pel  (  N.*'  prec.  )  avendoìi  FAr*+  G*^-« 
-f.Hjr--*-l-ec.=:F(r  — «r  ix  —  ^ff^x  —  ^y, 
.  • .  .  (  jr—  u;  )' ,  se  dividerò  per  F  ,  ne  verrà 


^  j  .  -Ci  by  Google 


«7 

y)'  *  •  •  •  (x-^iay  5  e -riponendo  in  Juogodei 

Coefficienti  y ,  y  ec,  le  lettere  A , B  ec.  (  N.°  1 7) , 

otterremo  A  x"""  B  r"-*  -i-  C  Ar"-3  -4-  ec. 
=(^—  ccy  {x-  p/  (  7  V. . .  (  A^-uj  Ora  le  Fun- 
zioni Vx"*  -hG  x"*-  '  -\'  H  x"'-"-  ec,  X'"  -HA.r^"' 
-4-B  A-'"-* 4-  ec.  altro  non  sono, che  i  primi  Mem- 
bri delle  Equazioni  (  C) ,{  D )  .  Dunque  il  primo 
di  essi  essendo  =  F  /S)*  (x—yY 

 ed  il  secondo  =(jr (3/ 

(jr—- y)*,...(4f  —  fe))',  qualunque  siasi  la  .r  ,  ne 
viene» che  le  Equazioni  Algebiaiche  saranno  sem« 
prc  dotate  delle  seguenti  proprietà. 

■  1.''  Se  <x  esprime  una  delle  radici  di  una  qual- 
sivogha  Equazione  Aigebraica  (C),  (D),  il  suo 
primo  Membro  sarà  sempre  divisibile  pel  bino* 
mio  jf— « ,  e  CIÒ  qualunque  valore  si  attribuisca 
all«  X. 

a ,  f3 ,  7 ,  ec.  oj  k  radici  tut- 
te della  vC),(D),il  primo  suo  Membro  non  so- 
lo  sarà  divisibile  per  ciascuno  dei  binomj  x  —  m^ 
^-^^  9^x—"y  ecy  ma  anche  pei  loro  prodotto/ 
Tante  saranno  le  radici  delU(C),(D  ) 
quanti  sono  1  fattori  sempiici  ;r — « ,  ;r — ^ , ;r —y  „ 
ce.  ;r  —  w  ,  che  entrano  nella  fovroazione  della 
quantità  F  jT-f  -  G  ^  H  H-  ec. , 
ar^Ajr"-»4-B4f^-*  -4-ec.  Ch^  se  abbiasi  ^-^-r, 
9  —  r  ,  r=:i,  ec.  e—i,  il  numero  delle  radici 
verrà  allora  espresso  dai  massimo  esponente  m 
deli'  Equazione  proposta  ^  \ 

c  4« 


i8  \ 


Nel     Membro  jT    A x^^* + B  jt*"* + ec, 

=  (j^— «)-  {x^^)^  (x—yy  (x—(ay  , 

come  pare  nelT  altro  della  (C),  toltane  la  F,  il 
numero  dei  Fattori  uguali ,  o  disuguali  fra  loro 
è  sempre  m ;  poiché  m:^a-]-lj-\-C'\-d,  ...  -f-tf 
(N.""  prec.  ) .  Considerando  dunque ,  che  tante  sia- 
no le  radici ,  o  uguali  fra  loro  ^o  disuguali  del* 
la  data  Equazione  >  quanti  sono  i  fattori  9  che  la 
formano  ,  potremo  dire  in  generale  ,  che  il  suo 
massimo  esponente  m  ci-  esprime  sempre  il  nume* 
ro  delle  sue  radici . 

2  2.  Secondo  questa  consideraz^ione  possiamo 
stabilire  adunque ,  che  in  una  data  Equazione  e- 
sistono  sempre  delle -radici  uguali  >  ogni  qttalvol* 
ta  alcuno,  o  tutti  gli  Esponenti  a^b^Cyd  te*  e 
sono  maggiori  deil'  unirà,  c  che  esse  appariscono 
tutte  disuguah*  ,  se  ciascuna  delle  quantità  ^, 
c  ec.  sia  =  i  ,  In  questo  secondo  caso  però  , 
in  cui  risulta  4r*4- Ajk-*""»  -h  B;r*"*-l-<Jjr*~^H-ec» 
=  (or— «)  (;ir— jS)  (^r— y)....  (jt— w),.  con* 
viene  riflettere  ,  che  tutte  le  "radici  appariscono 
bensì  fra  loro  disuguali,  e  tali  sono  difatti,  se 
ratte  le  lettere  ^- ,  p  ,  7  ec.  w  ci  esprimono  valori 
diversi;  ma  se  abbiasi  il  valore  di  a=a  quello 
di  ^  ,  il  valore  di  «=:  a  quello  di  /S,  ed  a  quei« 
lo  di  y, ce. 5  allora  anche  in  quest'  ultima  suppo* 
sizione  esisteranno  nella  Equazione  delle  radici  u« 
guali  •  Dunque  tanto  nej  caso ,  in  cui  gli  Esfxi* 
nenti  a  y  ò^c  ec.  pongonsi  secondo  i*  opportunttfc 
maggiori  »  od  uguali  ad  x  ,  quanto  neli'  altro,  nel 
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quale  su ppone SI  costantemente = 
ec*  potranno  le  radici  nella  data  Equazione  «ssere  u- 
goaltyO  disùguali  fra  loro;  e  quindi  saranno s)  V 
un  caso,  che  T  altro  generali  egualmente.  Ora 
la  supposizione  di  i  ^  b-=zt  ,  c^i  ec.  riesce 
molto  più  comoda  alle  nostre  considerazioni  ulte- 
riori ;  per  tale  ragione  adunque  sicuri  della  do- 
vuta generalità,  riterremo  in  avvenire  piuttosto 

^     quest*  ultima  supposizione  ,  e  diremo  perciò  esse- 
re il  primo  Menfbro  della  data  Equazion  generale 

(E)  Ar"H- Ajt'"-' -hB;r'»-*H-Cjr«-3+ eci 

2).  Dividasi  per  jr—«  il  primo  Membro  del- 
la (  D  )  i  poiché  la  divisione  tleve  riuscire  esatea , 

(  I.®  N.*' 2 1  ) ,  è  chiaro,  che  il  quoto  risulterà  dei- 
la  forma  x^"' -hA'  x'"-^^B'  x'"-^-]-  C'^-'^-^-hcc. 
+  N';r'"-^*-^-^)  -f-  P'  -^€c.-f-R'Ar*H-S';r 
-I-  T' ,  chiamati  A  ,  B' ,  C  ec.  i  suoi  Coefficienti ,  e 
pel  (  N.  prec.  )  avremo  questo  uguale  ad(;r — /J) 
(jc-y){x-^)...ix- w).  MoltipJicooia  da^una  par^ 
te>  e  dair  altra  per  «x* ,  e  veggo  ,  che  ci  risulta  x^-^ 
A'jr»~'-f-B'4f*-*H-ec.+  N' Ar^-i**»)^-  p '^r"--* 
+  ec.^  R'  x^-^S'x^-^T  x:=x(x'-'fi)(x~y) 
(at  — (T)  ....  (at  — w).  Ma  il  prodotto  x  {x—jS) 
(  )  ( ^-^^  )••••(  AT— cvj  )  altro  non  è  ,  che  T  altro  • 
(r— «)(jf— /S)  (at— 7)  (a:— cr)..,(jr-cc)5toItanc 
la  quantità  «»dunqueanche  la  funzione  a:"* -f-  A'x^^^ 
^  4- B' 4f--* -4- ce.  -f  N' -hP'^r— *-|-cc* 
4-  R'  -r*  -f-  S' Jr»  -f-  T'  jf ,  altro  non  sarà  ,  che  la 
ar^-h  A  x^'-^  B  Ar***-H  ec, levatine  i  termini ,  che 

c  2  con*  • 
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contengono  la  «>e  per  conseguenza  è  chiaro  dal 

«(  .  ce  oc 

(  N.°  8  ) ,  che  avremo  A  '  =  A"",  B'  =  B"",  0'=  C~ 

et  K  9t  et 

ec. ,  N  =  N    ,  P'  =  p^ec.  R  :^R^,  S'^S"",  ec. 

NeJIa  medesima  manierai  diviso  il  primo  Mem- 
bro della  (O.)  per  x^fl^  e  suppostone 

;r*-'H-  A"y—*-f-B"jr^54-  ce. 

4-N"  jr^-t*-^*)  -f-P";r'^^t*-^'>-4-  ec. 

+  R"Ar*-HS"*4-T"  il  quoto»  dovrà  essere 
A'  =A   ,  B  =B~  C  =:C"",  éc, 

N"  =  N    ,P"  =r  P'^^ec. ,  R"=  R"", S"=S"",ec. 

In  egual  modo  esprimendo  per  A'",  B  "  ,  C  " , 
ec.  i  coefficienti  dei  quoto  9  ^£he  risulta  dalia  di* 

JL  X 

visione  per;t — y  ^avremo  A"'=;  A    ,B'"=B  9 

=  Q  t  ec.9  e  così  di  seguito» 
Se  ciascuno  di  questi  quoti  si  uguagli  alio  ze- 
ro, avremo  così  tante  Equazioni  del  grado  m — 19 
ctascutia  delle  quali  avrà  per  radici*  un  numero 

m  —  I  delle       quantità  oc^  (3,  y^J"....». 

24,  L*  ultimo  termine  V  deila  (D)  ugua- 
glia sempre  il  prodotto  :^ocfiy^.,,,(jOy  prenden- 
dosi il  segno  +9  se  il  grado  deli'  Equazione  è 
par?,  ed  il  segno  — ,  se  esso  è  dispari. 

Dovendosi  1'  Equazione  (  E  )  pei  (  N.^  20  9  22  ) 
verificare,  qualunque  siasi  la  ;r  9  sarà  anche,  vera  9 

allor 
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allor  quandò  si  faccia  x^o;  eseguisco  pertan« 
to  una  tale  supposizione  »  e  quindi  otterremo 

V  =  — aX  — — yX-^.."..  X—w  ,  cioè  ugua- 
le al  prodotto  delle  quantità  -  jc,  —  jS,  —     —  J", 

•  •••  —  w.  Ora  se  il  numero  dei  f^.ttori  x  —  «, 
X  —  jS,  X — y,  ec. ,  e  però  il  grado  w  dell*  E* 
quazione  (D)  è  pari  y  simile  prodotto  viene  af* 
Ktto  di  segno  +  9  e  se  quello  è  dispari 9  viene 
questo  a£Fetto  di  segno  Dunque  seguendo  1' 
enunciata  regola  ,  avremo  y  z=::2icc^  y  ^  ^ . .  .ta, 

7$.  II  Coeflfidente  T  del  penultimo  termi- 
ne T  a:  nella  (  D)  c  sempre  uguale  alia  somma 
dei  prodotti  ad  w—  i,  ad  m —  i  delle  w  radici 
p,  7,  ec  presa  col  segno  H-,  se       1  èpa- 
ri ,  c  coi  segno  —  y  se  m  —  i  è  dispari  • 

Applicando  ai  Quoti  del  (  )  quanto  si 

è  detto  nel  (  N«  24  )  abbiamo 

T  =  it  ^  7  o  ^ . . . , .  w  ' 
T"  =  d:«(3iJjj'  w 

T'*  "=       ^  y  y}  (a 

«  • 

ec.  ce. 

risultati ,  ne'  quali^  entrando  un  numeroMr — i  delle* 

*  > 5  7  ec#  dovrì  apporsi  il  segno  superiore, se  w- 1 
è  pari,  1*^  inferiore,  se  i  c  dispari.  Gradai 
(  N.°  IO  )  vedes!  ,  che  abbiamo  T"  =:  oc  \  T"  , 
T'"  =  «i31T  ,  T"  =  «i37l  T"ec.,  onde  a  ca- 
gione di  T'=T~  T  =T~T"'=r^,T;^-T^, 

ec 
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ec.  (  N.  aj  )  ci  risulta  T T~,  T'"=« jS  |  T~, 
T  ''^ «jly  I T   ,  ec. .  Dunque  pel  (  N.  9  )  essendo 

et  f  y  9 

T  =  T   +«|T   -f-a^lT   H-«jSy  |T~H- ec, 
con  la  sostituzioue  otterremo  T=  T'     T  4-  T  " 
T'^'-hec,  e  quindi  T-it(      ^  rj. . -{  ccy  &  rj 

.      w  H-  •  -+-ec.  )  Dunque  ec« 

26*  Supponghìamo  df  voler  formare  la  som- 
ma di  tutti  i  prodotti  a'  tré  a'  tré  delle  cinque  ra* 
dici  (X ,   ,  7  >  <r  y  M  «  Chiamata  C  una  simile  somma , 

Jl         A  JL 

pel  (N.  9)  abbiamo  C  —  C    -+-«|C  -4-«/S|C 

-f-a/Sy  jC    -hec  ;  ma  ie  radici       ,7 ,  w  non 

si  possono  contenere  nei  termini  C  9  |  C  9  ec»  9 
che  a' tré  a' tré 9  ed  in  modo  di  moltiplicazione; 
dunque  la  nostra  formola  non  potrà  estendeni» 

che  al  termine  «P7|C,  essendo  quest'  ultimo 

=  «  i3  7  .  Poiché  dunque  abbiamo  C  =  [  C 

^ocp\C    '^oe  chiaro  che  otterremo  la  som» 

ma  domandata ,  formando  da  prima  tutti  i  pro« 
dotti  a'  tré  a'tré>  ossia  tutti  1  terni  £rà  le  radici 

|S ,  7 ,  9  CU  espressi  dal  termine  C   9  tenendo  con* 

tò  in  seguito  di  tutti  questi  prodotti  9  che  signi* 

fica* 
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-i 

'ficatt  essendo  dal  termine  4e  I C  5  contengono  la  ot  ^ 
e  mancano  della  ^ ,  poscia  formando ,  come  si  ve* 

de  dal  termine  a^|C    ,  tutte  le  combinazioni  a* 
tré  a' r rè,  che  prive  della  y  contengono  ed  e 
e  finalmente  formando  nel  termine  il  solo 

terno ,  che  contiene  unite  ed  « ,  e  ,  e  7  •  Cosi 
operando  adunque  avremo  la  richiesta  somma 

27.  Ciò  che  si  è  detto  delle  combinazioni  a* 
tré  a* tré  fra  cinque  radici  ,  dicendosi  egualmente 
di  altri  prodotti  qualsivogliano a*  i,  a'i  di  un  qua* 
lunque numero;» di  radici,  se  vorremo  la  Somma 
di  questi  prodotti,  chiamata  essaM ,  poiché  abbiamo 

dalla(B)  M=:M  +«|M~+«j8|M  H-a/SylM"" 
H-  €C.,  vedesi ,  che  l' otterremo  col  formare  in  prin» 

m 

c\p\Q  r  aggregato  M~di  tutti  \  prodotti  a*  ,  a'  /è 
/fa  tutte  le  radici  date , esclusane  la     coli' unir 

questo  poscia  alla  Somma  «|M  di  simili  combi- 
aazionij,  che  contenendo  la  »  «sono  mancanti  di/S; 

.1  ± 

unendo  in  terzo  luogo  alle  precedenti  M  ,  <x  |  M 

la  somma  «j3|M  di  tali  prodotti  ^che  privi  del- 
la 7  contengono  ,  ed  a  ,  e  (^,*  e  così  proseguendo 
secondo  le  regole  accennate  nei  (  N.  prec.  ) . 


«4 

2  8.  Se  viceversa  troveremo  essere  C=:C 

-H  «  I C    +  ec. ,  od  uoa  quantità  qualunque 

JL  A  -2- 

Mr:M   -♦-«|M    +«lS|M   H- ec» ,  e  se  sapre- 

mo  d*  altronde  C    uguagliare  la  Somma  di  tutti 

t  terni  fra  le  |3,y,^5  w;M  u<»uagl!are  1*  aggre- 
gato a'  ^)  a'  A:  hd  le  a/ì  iddici  delia  data  >  crsclu- 

i. 

sane  h  uguagliare  tutti  i  Terni  fra  le  « , 

7  >   j  Ci)  ,  M    essere  uguale  all'  aggregato  di  tutti  i 

JL 

prodotti  d!  k^^'  k  fra  le  m  radici  senza  Ja  »  C  , 
t 

M  uguagliare  il  primo  tutti  i  terni  fra  le  a ,  /2 ,  ,  w, 
il  secondo  tune  le  combinazioni  a'  i  ^  a'  i  fra  le 
m  radici  senza  la  7,  e  cosi  in  progresso;  iodico^ 
che  in  allora  C  sarà  ^uale  ai  terni  tutti  fra  le  cìn« 

que  quantirà  ot  ^  ^b)  ^  che  M  uguaglieià  la 

somma  di  tutti  1  prodotti  a*  i  a*  ^  di  tutte  le  m  tar 
dici  proposte. 

In  questa  supposizione  la  somma  delle  quan* 

^        JL  2- 
titàC    9  <x|C    i<^^\C    ec.  ci  viene- a  dare  la 

somma  di  tutti  i  terni  fra  le  jt^  7  ^  ,  «u ,  più  la 
somma  di  quei  terni ,  che  mancano  della  /J  >  e  con« 
tengono  la  «^più  gli  altri,  che  privi  della  7 con- 
tengono ùL  ^  Q  ^  ^  e  cosi  di  seguito*  Ma  questo  è 
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appunto  CIÒ  3  che  si  richiede  per  la  formazione  di 
tutti  i  temi  delle  cinque  radici  date  (  N.^  tó).  Dun- 
que Ja  nostra  C  »  che  è  uguale  alla  somma  delle 

quantità  C  ,  a  |  C  ,  «  (2 1 C  ce.  uguaglierà 
ancora  1*  aggregato  di  tutti  i  terni  fra  le  /2, 

Ora  questo  stesso  dicesì  in  egual  modo  delle  quan* 

JL  JL 
tità  M    ,  «  I  M  , a/3 1 M    ec.  rapporto  alla 
ed  ai  prodotti  a      a  ^  delle  m  radici  proposte. 
Dunque  anche  la  M  sarà  uguale  alla  somma  di; 
tutti  questi  prodotti.  C.  d  .  d. 

29.  Nella  (D)  il  coefficiente  S  dell*  ante- 
periukimo  termine  S  a'^  uguaglia  la  somma  di  tut-, 
ti  i  prodotti  ad  —  2  ,  ad  w —  2  di  tutte  le  m 
radici  deli'  Equazione  data;  il  coefficiente  R  del 
termine  R^'  è  uguale  all'aggregato  di  tutti  i  pro« 
dotti  ad  j,ad  «f  — 3  delle  radici  medesime; 
U  Coefficiente  del  termine  Q^-;r^  uguaglia  la 
somma  di  tutti  i  loro  prodotti  ad  w— 4  ,  ad  w  —  4, 
e  così  di  seguito  ;  prendendosi  ciascuna  di  queste 
somme  positiva,  se  2  rapporto  ad  S,  w  — g 
riguardo  ad  R  ,  w  4  rapporto  a  Q,ec. ,  sono 
pari ,  e  prendendosi  essa  negativa  ,  se  lai  nume* 
ri  sono  dispari . 

I.  Nei  quoti  del  (  N.^  )  essendo  le  quan* 
titk  S',  S  ,  S'",  S'^  ec.  i  Coefficienti  dei  penultimi 
rispertivi  termini  S  x,S  x^S  '  x^  S'^jt  ec,  ed 
essendo  i«  —  i  il  grado  di  questi  quoti  considera* 

d  ti 


25 

ri  come  Equazioni ,  pel  (  N."*  2  5  )  avremo  S'  =:  ± 
la  somma  di  tutti  i  prodotti  ad  w  —  2  ,  ad  w  —  2 
delle  radici  ^,  y ,  ^  ec,  S"=  3:.  r  aggregato  di 
tutti  i  prodotti  ad  I»  —  2  ,  ad  a»  —  2  delle  « ,  7 ,  ^  ce- 
S"'=  ZÌI  la  somma  di  ruue  queste  combinazioni  fra 
le  a  5  (2 ,  0  ce. ,  e  così  di  seguito  ,  prendendosi  il 
segno  superiore,  quando  ?  è  pari,  e  1*  infe- 
riore >  quando  m  —  2  è  dispari.  Ora  abbiamo 

S'  =  S~  S"=S~,  S'"=  S  jS'^^S  ce. 
(  N.*"  23  ) .  Dunque  nel  (  N.**  28  )  posta  in  luo« 
go  di  M  la  S  5  ed  «2  —  2  invece  di  k  troveremo 
essere  S  —  alla  somma  di  tutti  i  prodotti  ad  w  -  2, 

^  —  2  fra  le  radici  oc  ^  /3 ,  7 ,  ce.  affetta  del 
segno  4- ,  mentre  1»  —  2  sia  pari ,  c  dei  segno  — 
in  caso  contrario  • 

iJ*  Quanto  si  è  ora  dimostrato  dell' antepenul- 
timo Coefficiente  S  nella  (  D  )  ,  applicandosi  egual- 
mente al  Coefficiente  dell*  antepenultimo  termine 
in  ciascuno  dei  quo?i  d  (  N."*  2^  ),  ne  viene, 
elle  sarà  R'  —  all'  aggiegato  dei  prodotti  tutti  ad 
iw  —  3 1  ad  I»  —  3  ielle  ,  y  ,  ^  ec. ,  R"  =  alla 
somma  di  tali  combinazioni  fra  le  « ,  7 ,  ec. , 
R'"  =  air  aggregato  di  questi  prodotti  fra  le  a,  ^ 
/S,  ce,  e  così  in  progresso ^  premettendosi  a  tali 
somme  il  segno  -f- ,  od  il  segno  —  ,  secondo  che 

—  3  è  pari ,  o  dispari .  Ma  pel  (  N.*  23  )  - 

R'  —  Pv  ,  R"  =  R  ,  R'"  =  R  5  ec.  Dunque 
facendo  nel  (  N*^  28  )  M  =  R ,  i  =^  1»  —  3  ci 

ri* 
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risulterà  R  S:  I«  somma  di  tatti  i  prodotti  ad 
M  g ,  ad  «r  —  ^  di  tutte  le  a  ,  ^ ,  y ,  ec,  prenden- 
dosi essa  col  segno  superiore  ,  se  tn  —  3  è  pari  , 
€  se  w  — j  è  dispari,  con  1*  inferiore* 

^.^  La  proprietà  dimostrata  presentemente  nel 
Coefficiente  dell' antepenultimo  termine  della  (  D  ) 
si  verifica  egualmente  nei  Coefficienri  Q^,  Q^',  , 
01^,  ec.  (N.'*!^),  onde  ànnosi  questi  rispettiva- 
mente uguali  ai  prodotti  ad  w  —  4  ,  ad  /  r  —  4  fra 
le  i^,7,^  ec.,  fra  Je  ec.  fra  le^e,^,^ 

ec.  ,  presi  col  segno  positivo  ,  o  negativo,  se- 
condo che  il  Numero  w  -  4  è  pari ,  o  dispari. 
Dunque,  replicati  gli  stessi  precedenri  discorsi  ^  e 
supposta  nel  (N.**28  )  M  =Q^,  ì=:m—- 4  ,  tro« 
veremo  cos)  essere  con  l' accennata  regola  dei  se- 
gni  CL=:3:r  unione  di  tutti  i  prodotti  ad  «—4, 
ad  «f  — 4  fra  le  a , ,(r  ec. 

4/  Lo  stesso  si  dimostra  ne!  Coefficiente  del 
termine  P.r%  c  così  via  via  degli  altri  tutti ,  tro- 
vandosi per  tal  modo  P  =  :t  T  aggregato  dei  prò- 
dotti  tutti  ad  jw— 5  ,  ad  «  —  5  ;  N=  :l:la  som- 
ma delle  combinazioni  nd  «i-^5|  ad  m-6  fra 
tutte  le  radici  «,/J,r»<^cc.,  e  così  di  seguito  » 
prendendosi  in  esse  il  segnò  + ,  o  1I  segno  — , 
secondo  che  abbiamo  rispettivamente  pan  ,  o  dis- 
pari i  Numeri  m  —  5  ,  m — 6  ce.  Dunque  ec. 

30.  Riduciamo  la  (D)  alia  i:brma*'"4-A  jt*"-* 
B        -f.  C      ^  -h  D      <+,ec.  ^  L      <  * -») 
-f-  Mjt**'*  4-  ec.  -f-  p  A-'""^'"*^^  -4-  Qy"-(*-'4) 

da  4- 
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-f-  R  4-  S  *i  -f-  T  * 

In  quesca  si  vede ,  che  nell*  ultimo  termine 
Vjt'*"'",  ove  nelI*  esoonente  ri-  ila  x  da,  m  roglitsi 
ut)  abbiamo  li  Coefficieace  V=  li  il  prodotto  di 
tutte  le  m  ràdici  «  ,  |3 ,  y ,  f  ec. ,  nel  penultimo 
termine  9  io  cui  da  m  sotmesi  m — i ,  il  Cotffi- 
cieme,  che  corrisponde,  T  uguaglia  la  somma 
dei  prodotti  tutti  ad  w —  i  ,  ad  w  —  i  delie  me- 
desime ^  5  ^  ?  7  ->  ec.  i  l'tddove  d  i  m  si  fi  jorlie  w  —  2 , 
si  à  il  Coefficiente  S  i  prodotti  rutti  ad  m —  2, 
ad  M —  2  ec.  Ora  lo  scesso  si  osserva  in  tutti  gli  al« 
tri  termini.  Dunque  potremo  dire  in  generale ,  che 
il  Coefficiente  di  un  termine  qualsivoglia  è  sempre 
uguale  air  aggregato  di  tutti  i  prodotti  delle  ra* 
dici  a,  |3 ,  7,  ^  ec.  combinate  a  ranre  fra  loro, 
quanto  nel  risperrivo  esponente  dclli  x  è  il  nu- 
mero, che  si  sottrae  dalla  m;  osservando  poi,  se 
questo  numero ,  che  si  sottrae  è  pari ,  o  dispari  | 
poiché  nel  primo  caso  air  esposto  aggregato  de> 
ve  apporsi  il  segno  +  ,  nel  secondo  il  segno  —  • 
3  I.  Pertàiuo  avremo  il  Coefficiente  del  secondo 
termine  A  = —  (  a  --1- 13  h-  7  -4-  <r  -4-  )  ugna- 
le alla  somma  delle  radici  tutte  presa  coi  seguo 
contrario  • 

Avremo  il  Coefficiente  del  terzo  termine  B  = 

+  («jSH-flty-h«^-f-lSy-+-(S*+y*H-  ) 

uguale  air  aggregato  di  tutti  gli  Ambi  fra  le  ra* 

dici  preso  col  segno  naturale.  ^ 

Sarà  il  Coefficiente  del  quarto  tcrmuie 

C  = 
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nlla  somma  dt  turH  i  Terni  fra  le  radici  presa  col 

segno  Contrario ,  e  co^l  di  seguito . 

ASSiasi  per  cseTìDio  i*  Equazione  a:"*  —  2  at' 
' —  2  3  jf  ^  —  I  2  r  4-  ^  ^  =  o  ,  di  cui  le  radici  sono 
I ,  <5,  —  2  , —  g  .  Ch  a  niti  A  ,  B  ,  C  ,  D  i  suoi  Co* 
efficienti)  pei  dimostrato  dovrà  essere 
.  A  =  — (  1-^^  — «-3), 

iXtf-hiX  — a+iX  —  a+  ^X— a 
^^X— j  -2  X-3  ), 
C=— (1  X<5X  — 2-+-!  x<^X  — 3-f  i.X— 2 

X— g-4-6X  —  2X  — 
D  -  "{-I  X6  X  —  2X— e  difatti ,  eseguito  il 
caicolo  sì  ritrova  A=:  —  2,B= —  ag^C^  —  1  a» 

|2.  Se  i'  Equazione  proposta  manchi  di  un 
qualche  termine , come  è  lajr'  —  i^jr  +  jo^o, 
ove  manca  il  secondo  termine ,  ciò  indica  «  che  la 

somma  ,  la  quale  corrispond'  al  CoefB  .iente  del 
termine  mancante  ,  è  u^^ualc  allo  zero;  impercioc» 
chè  possiamo  sempre  scrwcre  un  t^l  termine  nell* 
Equazione  senza  turbarla, apponendovi  io  zero  per 
Cocffi  lente*.  L' Equazione  precedente  liducesi  co- 
sì alia  4f^  +  ojr*-  i^atH-jo^o,  ed  essendo  2 , 
3  5  le* sue  radici»  abbiamo  difatti  la  loro  som-* 
ma  2  H-  j  —  5=0. 

^3.  N  I  (  N.**  23  )  si  sono  indicati  con  le  let- 
tere A  ,  B  ,  C  ,  D  ec.  1  Coefficienti  del  quoto  , 
che  deve  risultare  dalia  divisione  del  primo  Mem- 
bro delia  {D  )  per  x-^  ot^  ceiciiiamo  presentemen- 

•  te 
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te  di  deeermmare ,  quale  sia  il  valore  di  questi 
Coefficienti ,  mentre,  in  realtà  si  effettui  una  si* 

mile  divisione. 

Avendosi  pel  C  ^  r  )  A  =  -  (  oc^^-^y-^'^  ce) 
sarà  6t  +A  —  (  ^  -f  -  7  ^  -l-  ec.  )•  Ma  pel  (  Nume- 
io  istesso  )  deve  essere  anche  A'=— (^4-y-4-^+ec.  )• 
Dunque  avremo  A'  =  «  4-  A  . 

Poiché  B  uguaglia  tutti  gli  Ambi  fra  le  ^$^9 
7 ,  <r  ec. ,  e  6  tutti  gl*  Ambi  fra  le  ,  7  »  *  ec, 
(  N.  3 1  ) ,  ne  segue  che  sarà  B  =  B'  -h  la  somma 
di  Tutti  gH  Ambi  ,  che  contengono  «;  ora  quest* 
ultima  somma  è  evidentemente  eguale  ad 
«  +  7-4-^-4'  ec.) ,  e  frattanto  abbiamo  ^  -hy-h^ 
4-  ce.  =  —A'  ;  dunque  essendo  «(jS-h7-h*+ec.) 
=     «  A'  )  con  la  sostituzione  otterremo 

B'  —  oc  A' . 

Uguagliando  C  tutti  i  terni  fra  le  ^ ,  |2 ,  7 , 
3*  ce.  5  e  G'  tutti  i  terni  fra  le  (3  ,  7  ,  ^  ec. 
presi  col  segno  — ,  avremo  C=C' — la  somma 
dei  terni,  che  contengono  «  ;  ma  quesu  somma  è 
uguale  ad  «( (3  7  +  (3^4-7*+  ec.) ,  e  però  ugua» 
lead«B';  dunque  sostituendo  avremo C  =C'-«B'« 

Essendo  i  Coefficienti  D ,  D'  uguali  a  tutte  le 
quaderne,  il  primo  tra  le  «,  jS,  7,  ^  ec. ,  il  se- 
•  condo  fra  le  |S  ,  7,  ^  ec.  (  N.*'  gì),  ne  verrà 
D  -  D' -|-tìt(/3  7*-f-ecO;c  quindi  a  cagione  di 
^7  ^  +  cc.=:  —  C  ,  otterremo  D=i D'  —  «C' . 

Nella  maniera  medesima  si  trova  E  =  E  — «D', 
V—  F  —  «E'  ec. ,  e  il  Coefficiente  M  =  M'— «L'. 

Ciò  posto  ponghiamo  nella  liquazione 

*  B-=B 
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B=B'  — «A',  ossia  nella  B  =i  «A' 4-8, il  va- 
*   loie  di  A'  =  «  -f-  A  ;  c  cosi  nelle  altre  C = C—  «  B', 
D=D  — «C,  E  =  E'-«D'  ec.  ,  ossia  nelle 
C'=«B'H-C,D'=:«C-f-D,E'  =  «D~hEcc.,  i 
valori  successivi,  che  iisultano^  e  oicefremo  così. 
A'  =  «    ~|-  A  , 
B'  —  a"  4-  A  ce  4-  B  , 
C  =:       -f-  '  A«*  H-  B  ^  -f  G, 
D'-  =:      4-         -H  B  ^t^4-C«  4-  D, 

E'  =     -h  A«^  H- Ba6^-hC«*-+-D«  +  E, 
ce.     ce.        ce.       ec.       ec.       ec.  ec. 
M'  =  «*  4-  A**-*  4-B«*^*  4-ec.4-L«4-M; 
e  questi  saranno  i  valori  dei  Cotfficiemi  nel  quo- 
to supposto,*  noi  li  vedremo  risultare  attualmen- 
te 5 se  attualmente  divideremo  per  x  —  «la  quantità 
JT*      A  jf"-*  4-  B         +  Cjr^~*  4-cc» 
•+-Ljr^^*^'>4-M;r— *  4-ec.+  V* 

Dividendo  il  primo  membro^  dell'  Equazione 
je4  —  i*-*  —  25;r*  —  124^4-^(5=0  per;^  —  ^; 
il  quoto  sarà  jt^  4-  A'  ;r*  4-  B'  ;r  4-  C ,  avendosi 
A'  =  ^^— -2=4,  B'zró»  —  2.6  —  23=1, 
C'=  ^^—2.6^  —  2^.5  —  12  =  —5, 

34.  Indichiamo  con  la  lettera  ^  la  parola 
somma;  supponghiamo »  che  V  espressione 
ci  denoti  la  somma  a4-|}4-y4.d'-f.ec.  4- 1* 
altra  2  jr*  c^  indichi  la  sofiima  dei  quadrati    4-  jS* 

4-7**^^*H-ec.  4- ia  terza  ^.  Ar'ci'CS- 

prima  V  aggrf  gato  dei  cubi  4~  4-  7^  4-  -+-  ce. 
4-w*  ,  e  così  di  seguito  ;  per  n  odo  che  in  ge- 
nerale       mchchi  r  umonc  di  tutte  le  i^/^»?^ 

po» 
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potenze  +y*  +    4-ec.+«a* . Ciò  posto 

io  dicO)  che  avcemo 

2:jr*-+-ASjr*-«-f-BS;r*^-|-Cr;r*-i^-  

Alfine  di  avere  tutti  gli  Ambi,  che  si  possono 
iaie  con  le  nostre  m  radici  <x,j3,7,^€C.  w,  sap- 
piamo dall'  Algebra  non  doversi  far  altro ,  che 
combinare  ciascuna  di  tali  radici  con  tutte  le  al« 
tre  i»  —  I  5^  poi  prendere  la  metà  del  risultato; 
affine  di  avere  i  Terni,  sappiamo  doversi  unire  cia- 
scuna radice  con  tutti  gli  Ambi  possibili  fra  le 
altre  m—i  che  restano,  prendendone  in  seguito 
la  terza  parte  ;  e  m  generale ,  onde  ottenere  tut- 
te le  combinazioni  z  k  sl  k  delle  m  quantità  sup* 
poste,  sappiamo, che  ciascuna  di  esse devcsi mol* 
tiplicare  con  tutte  le  combinazioni  ai  —  t^a  k—i 
delle  altre  m — i  radici,  e  che  il  risultato  devesi 
poscia  dividere  per  ,  Avendosi  dunque  pel  (  N.  3:^  ) 
ciascuna  delle  quantità  A  ,  A"  ,  A'" ,  A  *  ec.  =  — 
la  somma  semplice  ^  ciascuna  delle  B' ,  B"  ,  B  "  a 
B  "^  ec«^+  la  somma  degli  Ambi ,  cadauna  delle 
C  ,  C"  ,  C  "  ,  C'^  ec.  =  ^  r  aggregato  dei  Terni , 
ed  essendo  così  ciascun  Coefficiente  L' ,  L" ,  L  "  , 
L'^ec.  =:  r  aggregato  dei  prodotti  a  i  -  i ,  a  i  ^  i 
di  un  numero  m—i  fra  ie  w  radici  ^^^fy^S- 
....  a; ,  toltane  la  ce  rapporto  alle  quantità  A' ,  B'  ^ 
C  ec.  L' ,  toltane  la  ^  riguardo  alle  A" ,  B",C"  ec. 
L"  ,  la  y  relativamente  alle  A  "  ,  B  " ,  C"  ce.  L'", 
c  cosi  di  seguito 9  ne  viene,  che  sarà 

B=: 
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z 

C = i- ( « B '+ B'     y B'" -h * B '  +  ec. ) , 

D  =       (« C  4-  i3  C"  4-  y  C;  +  * C'^  4-  ec.  ), 
4 

ce.  ce.        ce.  ce. 

Ora  tenendo  conto  soltanto  di  quest*  ultima 
riga,  come  del  caso  generale,  da  cui  tutti  gli  al* 
tri  possonsi  ricavare  ,  osservo  che  essa  si  riduce  alla 

iM  =  -(«l-'-+-^L"H-7L"'4-^L'"4-cc.)- 
Ma  pel  (  N.°  tì^)  abbiamo 

-f.HA*-+-I«H-L, 
e  nel  modo  medesimo  si  trova 

L"  =       4-  A  f2*-*  ^-  B  C  •  •  •  • 

L'"  =  y*~'  A  7*-*  -4-  B  7* -3  +  C  7*-^  4-.  • . .  • 
L'  =:rf*-'-4-A<J*-*-i-Bi»-l  +  Ci*-4  4-'««» 

ec  ce. 

Dunque  sostituendo  avremo 
ÌM=  — (a*         +  -4-  4- ) 

.  -B(a*-*+jS*-»-+-?*-*+-^*-»4-....-hu.*-*) 

ce.  e&  ce* 
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—  H(Jt» -Hr'  +^'-4-  . 

I  (**  +  i*  4-7*         +  +  ) 

-L(«  -hjJ  -hy  4-^  +  -Hw 

e  quindi  ponendo  Sor*,  2jf*-*,  ce.  in 

luo^3  di  qa^sce  soTirne ,  ne  verA 

. . . .  —  H        —  I     v*  —  L  -i'  f  ,  e  finalmente 
(F)  Xx^'^^^x'''  4-  B  >:Ar*-»  +  C  i:r*-J4-/.... 

35- 

(/I)  Non   voaiio  omettere  d'esporre  la  seguente  elegantis- 
sima dimostrazione  del  precedente  Teorema  .  V  Autore  di  que- 
sta è  il  Ch.  Avvocato  ?^o]o  Cassiani  mio  Predecessore  ,  e  Mae- 
stro,  del  qmle  i  rari  t'.lsiiti,  le  profonde  cognizioni,  e   1'  otti- 
mo carattere  superano  tutti  gli  encomi     che  se  ne  possono 

' — "  m—i 
Primo.  Sia  F  il  coc/Bcieote  di  un  termine  qualunque  Px 


dell*  Eqtiasioiie  algebraìca  determinata  A  x^'-f-  Bx"*'^  -i- 
ec.  a;  o  •  8e  nel  coeiEciente  medesimo  it  suppornnno  succeisi- 
vamente  uguali  allo  lero  tutte  le  radici  «  ,  ,  ^ ,  ce,  <•  »  ed 
i  risultati  di  ciascheduna  supposizione  saranno  rappresentati  dV 

w  ,  r  ,  «■  ,ec.,  w^"**'  ,  s'  avrà 

uaisivogiia  termine  del  cocificiente  P  espresso  per  vc\f7io 
deiltf  radici  del!'  Equazione,  non  è  che  il  prodotto  di  un  r  i:  ai- 
ro  ^  delle  stesse  radici  ;  Ora  questo  prodotto  deve  ncce«;s  iriaf 
te  svanire,  quan  fo  si  jt'rpongono  success  v  mtnte  uftt  'i^''"  fe- 
ro le  k  radici  in  esso  conitn(  te  i  e  per  V  opposto  f'tve  sifs  fe- 
re ,  qd.'indo  Si  suppongono  successivamente  tii^da'i  n!!r»  T  -r*  ■  .^1- 
tre  m  ^  k  radici  ^  le  quali  non  entrano  oeUa  sua  formazione  •  Dan- 
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jy.  Esprimendo  m  —  k  V  esponente  di  un  ter» 
mine  qualunque  delia  (  D  ) ,  ed  M  il  Coefficten» 
/  e  a,  te 


qvLC  nella  lotDiDa  dei  risultati  ir  -4-  jr"  ^  w"  ir(^) 
ciaschedao  termine  del  coefficientt  F  si  troverà  replicato  nf^  k 
volte  ,  e  coiiscgaentcmente  sarà 
^  ^  /    ir"'  ^      +  —  +  ,r(«»)  =3  (  «  -  *;  P . 

Secondo.  Io  un'Equazione  aigc^raica  determinata  qualun- 
que -f-  A  x'"  "  ^  -h  B  x"*~  -f-  p  x*"^  ^  ^  . . .  ^  y  —  Q  ^  jj 
àSx*  ^ASx*-*  -^BSx*-*  -♦-CSx*"'  -H...  +  *p-o. 

Supposto  ,  che  le  radici  dei!'  Equazione  siano  or ,  ^,7,*,ec.,«, 
se  si  dividerà  il  primo  membro  per        «c,  si  avrà  la  nuova  Equa* 

•4.       ••-A**  -i-B.ic-i-C)x"'~^-f- .... 

-♦-  («*  -4"  A«*~»  -i-B«*~*  ^Cx^~^  -^...4-  P)*'"'^*-^»)^ 

....  A^"»-*^Bj,«-3h_c«'»-4^  Ta  o, 

la  quale  comprenderà  tutte  le  radici  ^ ,  7>  ^^ec.»  «fc^  poi  fa* 
Clic  il  comprendere  ,  che  i  valori  dei  coefficienti  di  questi  nuova 
Equazione  saranno  affatto  gli  stessi  >  che  quelli  »  a*  cui  si  ridur- 
rebbero i  coefficienti  A,  B»  C ,  ec. ,  P  della  proposta  per  la 
supposizione  di  «so*  Si  avrà  dunque  <f*     Ai«*"'  -^s-B»*"* 

~^  -^...-t-Ps:?:,  e  nella  stessa  maniera  si  troverà 
^* A  p*"~' B         -♦- C^*-3  P  c:  ^r"  , 

7*  -^A7*~*  H-B-y*'*  -i-C*y*'"'  -h.^.^f  ssjr'^, 

A  i*^*     B         +  C  a*-^  ^-  ...  ^  p  -       ,  ec. , 
fa>*     A  a>*^'      B  a>*"*     C  o»*  "^     . . .      P  ^  ^(^^ ,  Ora  se 
si  sommano  tutte  qu<.ste  Equazioni,  il  numero  delle  quali  h 

c  li  farà  n*        -«-«y*  . +        -•-^  i**^^**  ,  " 
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te,  che  gli  corrisponde ,  ?c  supporremo  successiva- 
mente /è  =  I  ,  2  ,  3  ,  ec,  M  diverrà  in  corrispon* 
denza  A  ,  B ,  6  >  D,  ec.  (  N.  17  ) .  Ora  h  prece* 
dente  (  F  )  con  V  esponente  generale  k  k  per  ul« 
timo  suo  termine' i  M;  dunque  se  supporremo 
successivamente  jè  —  ì ,  2  ,  3,  ec,  la  quantità  k  M 
divenendo  A  ,  2  B  ,    C ,  ec. ,  dalla  (  F  )  otterremo 

corrispondentemente  le  Equazioni 
;r  H-  A  =  o  , 

+ AS;c*  +  52a»4-3  G  -  o  , 
2  x*^A'Sx^'hBXx*  +  CXx-\-^  D  =  o, 
ec.  ec-  ec. 

Dalla  priira  di  queste  Equazioni  ricavo 

^.r=:-A. 

Sostituisco  questo  valore  nella  secondale  ne  viene 

2;ar*=:  A*-2B  . 
Ripongo  i  valori  di  Xjr^'e  ^x*  nella  terza 

Equa* 


^*-2  ^<a*-^  =5  2  X*-*  ,  te, 

ilriiultatofiràSx*  -*-A2x*~*  ^-B^x^*  -t-ClEx/'"^  ^  * 
-♦•«Pa  «'-i-  jr^-nr^'H:»'»  H-....  -i-irl***>s:(«»^l^)  P(n.prcc.)  • 

DunqueSx* -^B  2  x*^*  H-CSx*"^  ^  

C  3E  x*""^  -4-  ifr  P  =:  o  • 

D^llo  stesso  Avvocato  Cassiant  è  pur  anche  1' ing«^osi<fi<iia 

din)o&tr;iSÌone  del  Teorema  esposto  Del  (N.  5i>. 
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Equazione ,  c  otterremo 

Io  egual  modo  ricaveremo 

2  a:*=:A'^-^4  A*B4-4  AC-f-2  B*  — 4  D, 
e  così  in  progresso.  Duoque»  datà  una  qualun^ 
qoe  Equazione  Algebraica  ,  potremo  sempre  còl 
mezzo  delle  precedenti  Equazioni  determinare  la 
somma  delle  potenze  prime,  seconde  ,  terze  ^  ec. 
delie  radici,  e  ciò  fino  alle  loro  potenze  mcstme. 

^6.  Che  se  si  vogliono  le  somme  delle  pO' 
<  tenze  di  un  grado  maggiore  di     ,  non  servendo 
in  tal  caso  la  (  F  ) ,  ricorreremo  ali*  Equazione 
( G )  S^-*- HA5:;r*-^*-*-hB Xx^ ec -f-T 2 jr « 
-^VSx^z:     di  cui  imprendiamo  ora  a  dimos* 
trarne  la  veritll* 

Pongansi  successivamente  nella  data  Ajr"""' 
4- B  :r*-* -4- C  jr"—*  4- ec.-4- T  jr -f- V  —  o  ,  in  luo- 
go delia  X  tutte  le  radici  op^jS^y,  <^ >ec;  avremo 
perciò 

M-A^d"»  « -|-Ba'"-^-f-C^/"  ^+ec.-*-Ta-f.V=0, 
^- 4.  A /S"*-' -h  B /S"- *  4-C  -  ^  +  ec.  +  T  |S4- V  =  o, 
7*  +  A  y*-'  -h  B     -^-f-Cy^-'H-cc;  +TyH-V=:o, 

-f  A*''^'-fB<r*-*^<r-'-^+ec.-hT^+V=o, 
ec.  ec.  ce.  ce. 

Moltiplico  ora  Ja  prima  di  queste  Equazioni  per 
A*  5  la  seconda  per  |S*  ,  la  terza  per  7*  ,  la  quar* 
ta  per  tì*,  ec.  ,  e  ciò  £atto  eseguisco  in  colonna 
la  somma  di  tutti  i  lisultati ,  che  abbiamo  co:»ì  ot- 
tenuti; è  chiaro  che  in  fine  ci  risulterà  appunto  . 
( G )  2  jT*^    A  2  ec. 
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4-T2jr*+*+VSjr*=o; 

Suppongo  presentemente  i^t  ^ avendosi  quindi 
2  jt*'^* -1- A  2:     -f- B  4--C  2  -4-ec. 

2jf*-f-  V2;r  — o,  sostituisco  in  luogo  dì 
^  x"*  y  S;r*"',ec.  i  valori  rispettivi  ottenuti  pel 
(N.  35),  e  otterremo  così  il  valore  di 

Faccio  m  secondo  luo::^o  6=2,  venendone 
Xx^-^^-hA  Sjr^'H-B  2y  +  C 2 :r*-*  +  ce. 
H-TSr^  +  V  2jr*  =  o,  colloco  quivi  in  luogo 
di  2Ar*,ec.  1  valori  corrispondenti,  e 

quindi  ci  risulterà  il  valore  di  >- .r^**"* .  In  simil 
modo  ricaveremo  i  valori  di    ^r*""^^,  ec. . 

^7.  Le  Equazioni  ricavate  nel  (1^.35  )  dei» 
U  (F)  col  supporre  successivamente        r,  2, 

ec.  9  ^  »  e  le  altre  ottenute  dalla  (  G  )  (  N.^  prec  ) 
col  supporre  successivamente i=  1,  2,  ^,  ec..  Equa* 
zioni ,  mediante  le  quali  possiamo  sempre  ottene- 
re le  somme  di  tutte  le  potenze  intiere  delle  ra* 
dici  5  quelle  sono,  che  costituiscono  i  cosi  detti 
dal  loro  Inventore  Teoremi  Mcutoniant  • 

Data  sia  ad  esempio  T  Equazione  jc^  —  1 4  jf 
4-  2  4  =  o  )  col  paragonare  questa  con  la  (  D  )  rN 
cavandosi  m  -  5,A  =  —  t,B  =  —  i4,er  ultimo 
termine  V  —  2  4  ,  supponendo  successivamente  nel- 
la (F  )  i  —  i ,  2  ,  otterremo  —  i  =  o  ,  i  at* 
— ^  X  ~  1^  —o^^  x^  — 2jr*  —  i4^.r-+-72  =  o, 
e,  supponendo  nella  (G)i=:i,2,  3,ec.,  ne  verrà 
Z;r*— 2:;r^— I  4  2;r»^2  42  r=o, 2  jr»  —  2 jr* 
•  -  242jr>  +  24Sjr»=:o,  2**— Sjr»  -i  4  2i4 
H-  2  4  2     ==o>  ec.  •  Ricavo  ora  dalle  prime  di  que* 

ste 
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£te  Equazioni  il  valore  di  ^^ir*,  2^4r*  ,ec.;lo  sos* 
tirufsco  nelle  altre  successive  ,  e  troverenx)  così 

S  jri  =  —  7  4  9  ec .  Difatri ,  essendo  t  »  3  ,  —  4  Je 
radici  della  suppo^ita  Equazione ,  abbiamo  la  loro 
somma  2  4-  3  —  4  i  ,  la  son.aia  dei  loro  qua- 
drati 4  +  9-4-16=29,. la  somma  dei  loro  cubi 
8-4-27  —  54:=—  29,  r  aggregato  delle  quarte 
potenze  i<5-f-8i-f-256=j5j,  Ja  somma  del* 
le  potenze  quinte  3  1  +  2  4  j  -  i  o  2  4  =-7  4  9,  ec^ 
come  appunto  avevam  ritrovato  coi  Teoremi  Neu* 
toiìiaoi ,  indipendentemente  dalle  radici  medesime  • 
§8.  Formare  un'  Equazione  ,  la  quale  abbia 
per  radici  le  m  quantità  date  « ,  j  ,  7  ,    . . . .  w. 

Potremo  sciogliere  questo  Problema  in  tre  ma- 
niere diverse,  mediante  i  (N.^  22, 31,  35  ).  Im- 
perciocché pel  (  N.°  22  )  non  avremo,  che  a  mol- 
tiplicare insieme  i  binomii  jr  — jp  — jJ,  jr  —  y,  . 
» — *,ec.  ,ecl  uguagliare  il  loro  prodotto  allo  zc^ 
ro;  pel  C  N.**  )  non  avremo,  che  a  trovare  i 
valori  della  somma  semplice  ,  della  somma  degli 
Ambi,  di  quella  dei  Terni,  ce.  delle  dare  radici, 
e  queste  prese  nel  me  do  indicato  nel  (  cir.*'N.°^i  ) 
coi.ucuiranno  i  van]  Coefficienti  della  Equazione 
che  si  cerca,  il  grado  della  quale  sarà  «.Final- 
niente  dalle  radici  cognite  potendosi  immediata* 
mente  determinare  la  somma  di  tutte  Je  loro  po- 
tenze ,  potremo  mediante  queste ,  e  le  Equazioni 
del  CN.*  3  j  )  determinare  i  CoeflScienti  dell*  Equa- 
zione iichic&ta;  poiché  chiamati  A ,  B ,  C ,  ce.  tali 

Coef- 
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Coefficiemi,  dalle  Xjir4-A=o,  2*»-+ A 
-t-  2  B    o ,  ec.  ricaviamo 

Siano  per  esempio  i,  Jj-— i  le  radici  date  * 
Eseguisco  secondo  «il  primo  tijetodo  la  Moltiplf* 
cazione  dei  binomil    —  i,jr-},*-f-2*c  &o- 

ciò  il  loro  prodotto  Jir5  —  iat* —  5 4f-4-tf  =  o,  Se- 
guendo il  secondo  metodo  formo  la  somma  sem- 
plice I  3  —  2  =  2,  quella  degli  Ambi  i .  ^  4-  !• 
—  1  +  j  .  —  2  =  3  — 2— 6  =  —5  >  €  il  p^rodotto 
1.3,  —  2=:-5,c  prendendo  il  primo ,  c  T  ultimo 
di  questi  risultati  col  segno  contrario ,  ne  viene 
r  Equazione  jr'  —  iJir*  —  5;r-f-tf  =  o.  Finalmente, 
col  terzo  metodo,  avendosi  24r=i'4-3  — a  =  *» 
S X*  =  I 5^4-4  — Mi  +  ^  7—8  =  20, 

otterremo  A  =  r-  2  ,B=— — 2-=— — — —  5  » 

^  .«  .'».i4— *«*o  —  (x;'  84  -  40-8  — $  6    ^ 

C^^  TTT  — —TTT  

e  quindi  x^  —  ix^  —  ^  x  6^0  .  In  tutti  e  tre 
i  casi  abbiamo  così  otrenuta  la  stessa  Equazione, 
di  cui  1 9  3  ,  —  2  sono  le  radici  « 
•  39*  Indichiamo  con  T  espressione  2  Jir*  la 
somma  di  tutti  i  prodotd ,  che  ri  inno  moltiplican- 
do la  potenza  nesima  di  ciascuna  radice  con  la  som- 
ma di  tutte  le  potenze  mesirncK  deli'  altre ,  onde  sia 
2jr*;r»=:;a"  (jS"  4- 7*"  +     -h  cc) 
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^  ce.) 

^^•(a'«4.|S«4-(J'»_L-  ec.) 
^6"  (a'''  -i- 7'"  4-  ec.) 

ec.  ec.  ec. ,  ovvero 

^x'^je"  =  A"  /S*"  4-  A"  7*"        d*"  +  ce. 

4.  firn  a«  +(S«  ^«  +  (J»       +  ec 

4. ^-        y»  a-  -f-  ec. 
^-a^A-H-^"^"»  +o''^'-4-ec. 

ec.  ec.  ec. 

L' espressione  2  jf"*  jr^'  indichi  l'aggregato  de* 
prodotti  della  potenza  f  ài  ciacuna  radice  nella  som* 
ma  de'  prodotti  fra  le  potenze      n  delie  altre,  e  sia 

r^»         •^'"ù"  -4-  ec.) 

7"  (J"»  +  7/«c'*-4-  ec.  ) 
+     (  A*"  ^»  +  a"  /S'»-f«'»iJ«4-a»^»-f. 
^•<J- +  /!'"J*-4-ecO 

4-A»|S»4.a«»^»4-a*7«  + 
jS''7'*  +  |2«7''4-ec.)  , 
Ce.       ec.       ec.  *  ossia 

Zx^jc*  *^i2"*7''-4-fit^|3"7'"  -ha^(2'^  <5''+A^j3*i^'"^- 

a^  y  <r«»  4.  «i»  y»^»  4_  ec. 

^/y''<J--f.(S^^.<r-.^_ec. 

^-7/*    " -f  7    "IS*"  9  ^ + a  0  "-4- 7  ^A^i  " 
(5'»7^-4-  7/  (S.n^«_|_ec. 

ec.      ec.  ec* 

f  Nel- 
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Nella  maniera  medesima  supponghiamo 

Sx^x'    x'^  ^  ofl  { ^"^Y     +  1^*  7*^^^  ) 

<5^-f-jt"  -4-ec.) 

4-7^  (  a«  ^»  cT^  +  «•  (S*  «T/  4-  ce.  ) 

(a^p"  7^4-^-"  p'"7'4-ec.  ) 
ce*         ec* .  ec« 

c  cosi  di  seguito. 

40.  Dal  (  N.  prec.    c  dal  (      8  )  è  chia- 
ro 9  che  sarà 

if  ?  7 

•4-<J  :S at'"  +ec., 
+7^SAr'V^+J^  2:  ;r'"x'*"'+  ce.  , 

L 

+7*  2  jt*  AT^jr^^+o*  -  x'^x''x^'¥  ec.  9 
ce»  ce* 

41.  Avremo  sempre 

(H)  2  A-'" jr«  =  2\r"  r  jf*—  S  jr*^* , 

(I )  2 jr"     =  i  Jtr'  2:  jr" ;r«       x"^ ^'^^ a^" 

—  S  jr"  jf^  jr"^*—     a:''  » 
e  in  generile 
(L)  2jr«;t''jf^x»...Af-=rS^«Ì^'-Jf''^^A:*..- 
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— S  4r•4r•4f^ .  •  jr*^« -  2  jt*     jr«. . . . 
—2  4P**<''4f'. jr'»*?-^  jr»  A-/     . . . .  .v**» 

ce.      ce.  ce. 

Poiché  abbiamo 
2  jr»  =    + S  4r"''"tN.  9, 3  4)  moldplicando  per 

ne  verrà  a"  2  a*  2;r*~« 

In  egual  modo  troveremo  essere 

Y 

ce.        ec.  ec. 
Dunque  sommando  in  colonna  tutte  queste  £• 
quazioni  ,  ci  risulterà 

+  d«"^''+ec. 

H  ^ 


e  ponendo  le  rispettive  espressioni,  otterremo 
e  quindi 

X  x'^x"  =  2  ;r"  2  jr*  -  2  x*^-^". 

2.^  Essendo 2 ;r*  ;r"  =  «  I  2  A-""  ;r'' +  2  jr""^ 
(  N.  9  )  9  e  come  si  vede,  nel  (  N.  39  )  dalla  prt« 

fa  ma 
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ma  fila  orizzontale,  e  dalla  prima  colonna  del 

valore  dilS  at^^a"  ,  essendo  «  [  Sjp^x*  =«•  Sjp*^ 
«r 

^A'^Xx^^  ;  ne  viene  che  avremo  SjTjp» 

=  a»  2  jf'"'"-h«*2B;t'"4-Sjp*jf"  ,c  in  cgual 

modo ,  cangiata  semplicemente  la  «  in  jS ,  y  ,  ,  ec. , 
trovasi  essere 

^  t  L 

^  it  y 

'  1  1. 

Xx'^x"  =zò^Sx^''-{-o"^x'^  ^^x^x"  , 

ec.  ec.  ec. 

Moltiplico  presentemente  queste  Equazioni  n«;pet- 

tivamente  per         ,7^      »  €C.,c  venendone 

et  ji 
«fjf  2;     X"  =  a»*'  2  X"  ^+  A^^^  2  x " 

^^Xx'^x''^  , 

y 

i  i 
ce.      ce      ce.  ^om- 
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sommo  in  colonna  tucri  questi  risultati.  Ora  la 
somma  della  prima  colonna  è  ^  a-^  3.' jt*"  a-"  , 
quella  della  seconda  pel  (  N.  4o)è  —  ^  x'^x"'^^  , 
quella  della  terza  rr:  :^  jr^"^^,  e  quella  delia  quar- 
ta è  =  2  ^'■jr*  jc' .  Dunque  eseguita  T  operazione 
otterremo  2  jr'  Xx^x*  =  2  x^x^^^^  2  jr"  :r*+"' 
^-2  jr*jr"  jr^  ,  e  però 
(I)    2  x^'x"  xfz=::;Lx^  X  x^x^  —  2  x"*x'''*'f 

J.**  Avendosi  Xx^x^  xf  z=,  af|2jr*jr''x^  + 

'  m 

2  jr*  jr*  ,3f^*  (  R  9) ,  e  dal  (  }p )  vedendosi easere 
it  1 2  jr*jr*      =     2  ;r*'jr»""  -j-  a"  2  jr^"" 

or 

4  a"'2     ^^"^ ,  ne  segue  che  saià  2  x  "x"  xf 

et  a  « 

=1    2  jr*  A»  2  x'^x^^  H-a«2  *^  jc^"" 

H-2;r*af"x^  ,  e  cangiata  la  «  in  jl,  y^f^to^ 
avremo  egualmente 

2  ;r»«»  xf  =  7'  2  y':r*~+     2  x^xf 

H-7-2jr'jr*^-h2;r^jr"jt^  , 

9  t 
2;r-jr-jr*=J^  2A-*r»^H-a*  2;r"jr^~ 

^i'^Tx^xr^'^'Sx^j^xi^ , 

ce.  ce.  Mol- 


1 


4^ 

Moltiplico,  come  precedentemente,  per  ,  i?* , 
7«  ^  òt ,  ec.  queste  successive  Equazioni  ^  ed  avuti- 
ne i  risultati 

«r  et 

«(  It 

X  x"  xf^  -h-  ^«  2  jf«  a:"  xf^, 

±  y 
y  y 

ec.  ec. 
li  sommo  in  colonna ,  ed  è  chiaro  ,  che  9  come 
neir  altro  caso  »  ci  risulterà  pel  (  N.  40  ) 
^x^Sx'^x"     =  2  ;r*jip»  x^-m  4. 2  jr*x'  jr"-*-» 
4-  2  x"  jr^  jc»+»4-  2  x^x»     x^  , 
onde  ricaveremo 
.(K)  2  x'^x"  x^  x'  =z        ^  x'^x*  x^  —  -  ^v'^x*  x^"*-* 
—  2  x^x^x"-»-»  — ^x^x^x-'^*. 

4.^  Ripetendo  gì*  {stessi  discorsi,  facilmente 

vedi:en:io  verificarsi  sempre  proprietà  simili  alle  pre- 
cedenti rapporto  alle  sbmmc  dei  prodotti  fra  le 
varie  potenze  delle  radici ,  qualunque  queste  sian- 
si|  e  qualunque  si  sia  il  loro  numero  9  onde  in 

ge- 
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generale  zvremo 

:£x^x''xf  ...jr»*"— 2r*jr*jr*  xf^" 

^'^x'"xP  x^ ....         -    x'*  x^   .v"^* 

ec.  ec.  ec. 

41.  Coi  mezzo  delle  precedenti  formole  (H)  , 
(I),(K),(L)9  data  un'  Equazione  qualunque ^ 
potremo  sempre  determinare  le  sómme  dei  pro- 
dotti di  qualsivogliano  potenze  delle  sue  radici*  • 
La  formola  (H)  ci  darà  la  somma  dei  prodotti 
fra  due  sole  potenze,  la  formola  (1)  ci  darà  Ja 
somma  dei  prodottti  fra  tre  potenze»  e  così  di 
seguito  • 

Venga  proposta  per  esempio  Y  Equazione 
.Y^  —  2     —  5       <^  —  o  ,  c  vogliasi  r  aggregato 
di  tutti  i  prodotti  fra  le  potenze  seconda  »  e  ter-* 
za  delle  sue  radici.  Supposto  nella  (H)  «>  =  i  > 

j»  =  ^  ,  venendone  S  at*  =  ]S  ;r*  Z  jr^  —  2  jrS  e 
dalle  (F),(G)  ricavandosi  1  =  1  4,  I^a*' =  2  o , 
^\r^  =  2  I  2  ,  otterremo  ^jk-'at' =  14. 20— 212 
-rz  iS  o  —  2  12=68  per  la  somma  richiesta  .  Ven- 
ga in  secondo  luogo  domandata  la  somma  di  tue* 
ci  i  prodotti  fra  le  potenze  prima ,  seconda ,  e  quar- 
ta delle  radici  medesime.  Suppongo  perciò  iiella 
(  I  )  m-=p'i  ,ii=r2,/=:4,e  da  essa  ottenendo 
2  jr»  jr»  =  Sjt^  2  jr»  —  2  x^  —  1  x^  , 
ritrovo  col  mezzo  della  (H)  i  valori  delle  quan- 
tità x^  x^  rr  8,  —  47!,  Vjf*  —  90 8, 
ed  abbiamo  ^  ;r^:^9  8  Dunque  sostituendo 
mo^x'4r^.;ir^=;98.^-l-472  — 9089  e  però 

2;t* 
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* 

S  jr*  jf*  JT^  =  3  4  8  •  Di  fatti  essendo  1,3,  —  -  le 
radici  della  proposta  (N.®g8),è  facile  \\  venii- 
carc  da  esse  medesime  i  ritrovati  valori  delle  som* 
me  proposteci  2  jr*  jr* ,  2  jt*  jt*,  jt^  • 
«  4j .  Data  una  funzione,  per  esempio  Ja/(0s)(  ) 
(7)  jsupponghiatrodì  can^biare  in  essa  fra  loro  le 
lettere ,  che  la  compongono  ,  scrivendo  per  esem- 
pio la  «  in  iuogo  dflla  (S,e  la  ^  invece  della  ai, 
come  nella  o  siccome  nelT  altra 

/(  j3)(y  )(  Jt) ,  ponendo  la  «  an  luogo  di  7,  la  /i 
in  luo^o  di  e  la  7  in  vece  di  |S .  Questi  di- 
versi collocamenti  delle  lettere,  e  quindi  i  vani 
risultati ,  che  ottengonsi  nella  funzione ,  quelli  $o« 
no  ,  che  dai  Matematici  si  óicono  Fermutazionf , 

44  Se  sia  f{ot){  ^  )(y  )  z=  a  (S  7  ,  al  cangiarsi 
fra  loro  delle  lettere,  non  cambiando  mai  iL  va* 
lore  del  prodotto  5  vedesi  che  in  questo  caso^  qua- 
lunque permutazione  si  faccia  ^  il  valore  della  fìin* 
zione  resta  sempre  il  medesimo;  ma  se  abbiasi 
/(^Kl^Xr)  =«+^-r»  oppure /(«)(/2)(7) 

=        7* ,  nel  primo  di  questi  casi  »  la  funzione 

non  cambia  valore  per  la  permutazione  di  et  in  fi^ 
ma  lo  cambia  bensì  nella  permutazione  di  o 
di  fi  in  y  ;  neir  altro  caso  poi  il  valore  delta  f un* 

zionc  diviene  sempre  diverso ,  qualunque  permu- 
tazionc  si  faccia,  donde  si  vede,  che  una  data 
funzione  sotto  le  varie  permutazioni  o  non  cam« 
bia  mai  di  valore  >  o  lo  cambia  sempre^  o  alcu* 
Ite  volte  soltanto* 

45* 
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45*  Proposta  uni  funzione  qualunque  di  un 
numero  m  di  lettere ,  determinare  il  numero  di 
tutte  le  sue  possibili  permutazioni  • 

Sia  primieramente  i«=zi,c/(a)  la  data  fun- 
zione ,  in  questo  caso  non  potendosi  darc^  che 
una  sola  posizione  alla  non  vi  sarà^  che  una 
lòia  permutazione. 

2.*  Abbiasi        2  »  e/(«)  Oj!)  la  funzione  prò* 
posta;  in  cale  supposizione  potremo  scrivere  la 
ù  dopo,  o  prima  della      ed  anzi  non  potremo 
attribuirle  altro  collocamento  ;  due  adunque  ne  sa* 
ranno  i  risultati,  cioè  c  in 

numero  di  2  =  z  •  i  per  conseguenza  le  permuta- 
zioni  richieste • 

3^  Supposto  w  ==  j  I  aggiungasi  nella  darà  fun* 
sione  alle  due  precedenti  la  terza  lettera  7. 
t^uesta ,  qualunque  collocamento  abbiansi  k  ct/(s^ 
può  sempre  avere  tre  posizioni  diverse,  poiché 
può  scriversi ,  c  dopo ,  e  in  mezzo ,  e  prima  di 
esse;  ora  pel  (  prec.  2.*)due  sono  i  cangiamenti 
fra  le  e  |S,  a  ciascuno  dunque  di  questi,  tre 
corrispondendone  di  y  ,  ne  viene  »  che  3  •  2  =  j.  2.  i 
=  6 ,  sarà  il  numero  delle  permutazioni  nella  prò* 
posta  funzione ,  e  tali  saranno  le 

/(«)(^)(r  )>/(«)  (r)((^),/(y)(«)(^), 
/(iSK«)  (r)(«),/(r)(^)(«). 

4.*^  Essendo  «in- 4,  alle  ^  ,  ^  ,  7  della  prece- 
dente funzione  uniscasi  la  3"  ;  poiché  sotto  qualsi- 
voglia posizione  delle  /2,7  può  la  <J  evidente- 
mente occupare  quattro  luoghi  diversi  9  ne  segue^ 

g  che 
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che  le  permutiztoni della /  saran*  . 

no  quattro  volte  tante,  quante  sono  le  permuta* 

zioni  fra  le  tre  quantità  «,  /S,  7,  e  quindi  sa- 
ranno in  Numero  di  4.3.2.1  =  24. 

5.^  Se  /(a)((S)(7)((r)(>j)  sia  la  funzione 
proposta  ,  troveremo  in  egual  modo  5.4.3.2.1 
essere  il  numero  delle  sue  permutazioni ,  e  cos)  di 
seguito;  onde  in  generale 

6.^  Le  permutazioni  fra  m  lettere  dovendo  es- 
sere  m  volte  tante,  quante  solfo  le  permutazioni 
fra  MP  —  r  quantità  ;  il  nufnero  delle  permutazioni 
tra  queste  —  1  quantità  dovendo  essere  =  w —  i 
replicato  tante  volte ,  quante  sono  le  permutazio- 
ni fra  m — 2  delle  medesime;  il  numero  di  que- 
ste permutazioni  ultime  uguagliando»  —  a  molti- 
plicato pel  Numero  delle  permutazioni  fra  a»  —  g 
di  tali  lettere  9  e  cosi  in  progresso  ;  ne  risulta  chia- 
.  ramente ,  che  /il  Numero  delle  permutazioni  fra  le 
m  supposte  quantità  dovrà  essere 

Sia  —  I  «2.^  .4******  ^ * 

45.  Supnor  jT^hiamo  nelle  forni  ole  del  (  N.*  39  ) 
=  »  ;  per  tale  ipotesi  1  due  termini  a***  /S*     a"  fi'* 
si  cangeranno  nel  solo  ice'"  ^"^^t  così  gli  altri  tutti 

^'^fi"  r^f  4-  a"  ^"'jp  ,  x'^y"  ^     a"  7""/^^  ,  ec. 

si  canibieranno  nei  corrjspondenti 

2  a»/*,  2     y'^y  2  oi'^^'^yf  ,  a  a'^y^fif ,  ce. . 

Dunque  se  supporremo  «  che  la  espressione  ^xx^ 

ci 

É 

1 


Digitized  by  Google 


ci  rappresemi  la  somma  a"  ^*  -4-  «t?"  y "  -i-    7*"  -h  ec. , 

è  chiaro,  che  ne  verrà  i^xx  =  S  jf"»  .v •  In 

 m  " — m 

egual  modo, se  le  espressioni  2.  xx  x^^  éSt  xx  xf 

ec.  ci  significano  le  sorrrre  oC^  fi'"  7^  H~  a"*  7"*  (-^ 

4-  tìt»»  <ì«*  ^  y«  4-  p'"  y"*  a'  ^«     ce»,  avremo 

 m 

^  X'*  x"     :=z  z     X  X      ^  ^  A"""  jc"  jc^  jr^ 

2'^  Facciamo  «       =      Poiché  nel  valore  di 
^x"'x''x^  i  termini,  ove  entrano  insieme  le  tre 
radici       |3,  7  sono  tanti  evidentemente,  quante 
^  sono  le  permutazioni  fra  gli  esponenti  f 
(        Ì9  )  9  OQde  sono  in  numero  di  i  •  2  •  3 
(     N.^  45  )  »  e  poiché  per  la  noAra  aupposizio* 
'Jie  ciascuno  di  questi  termini  si  cangia  nel  a'^/S'*^'*;  . 
ne  segue  chiaramente  ,  che  nella  quantità  2Ar**x*  xP 
il  termine  a'"  j^" 7"*  verrà  ad  essere  ripccuro  le  voi* 
te  1.2.3;  ora  lo  stesso  dicesi  pure  degl*  altri  ter- 
mini furti;  dunque  divenendo  ciascuno  di  essi  un 
termine  simile  al  precedente >  e  venendo  perciò  ad 
•essere  replicato  le  volte,  i  •  2 . 3,  ne  risulta  9  che  se 

 m 

esprimeremo  per  ^  x  x  x    la  somma  a"*  P"*  7" 
-  4-A-<S'»d'"-f  A'"7'«J«H-^'-  y'^^H-  ec, dovrà  essere 

.  ■ .  —m 

T  jf"  =  I  .  2  . 3  i  A  v  .  Con  lo  stesso  dis-  \ 
corso  vedremo  essere  ^  jt"*  jr"  jr^  jr«     i  •  t  •  i 

"SI  X  X  X  x^       x^  x"^  xf  x^  X'  :^  i .  z.^  1^  X  X  X 
X'  ^  ec.  3^^ 
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3  •  Abbiasi  mr=zn^f:=^q-  Eiscndo  in 
^x^x*     X*  tanti  i  termini ,  ne*  quali  entrano  in* 

sieme  le  radici  ot,  5" ,  quanto  è  il  numero 

delle  pemurazioni  fra  le  quantità  «r,  »>  ff 
vedesi  che  nell*  xpor^s'x  fatta,  divenendo  ciascuno 
di  tali  termini  =«'"|^'-y*<^"'  ,  verrà  questo  termi- 
ne ad  ejscre  ripetuto  le  volte  i  •  2  •  3  . 4»  e  lo  stcs* 

SO  accadendo  degli  altri,  se  sia  ^xxxx 
j£i  4*"     7"»  i'^  -i-a»»  /S*         4-ec. ,  avremo 

■  m  ^ 

X  x""  x^  i  '  i  *  ^  '  ^  ^  r  X  X  X  ,  e  COSI  tro- 
veremo essere  ^x'^x*  xf  x^  x'  =  1 . 2  •  3  •  4 

 m 

2  X  X  X  x  .\"  5  ec. 

4.**  Ripetendo  il  discorso  medesimo  si  vedrà  age- 
volmente ,  che  mentre  $iai»=:»=:/=:f  =  r>  otter- 

 — m 

remo  ^^x'^'x"  x':=zi  .2  .^.^^  x  x  x  x  x  , 
e  così  in  progresso, 

47.  Supponghiamo  in  (H)i«=»,  riponendo 

in  luogo  di  X  jr'"  jif"  la  quantità  2  sTx  (x,°N.**4<0* 
ci  verrà  2  =  2:  jr'»  Sjc"»— S        e  pei^^ 

^  a:  ;ir  =  ■  ■  '     -  » 

2.*  Ponghiamo  in  (  I )  pei  (  N.^^.^41, 

I ,  2.**  4<5  )  sostituendo  ci  verrk 

i,2.}2T7jr"*  =  2  2;r-27jr*-  Sx'^x*'» 

— .  S     jr**  =:  2  2      ^  jTjt  ^  —  2  2     jr**,  e  quin- 
di 
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3.**  Facciasi  in  (  K)  mzz»  =z  f  ^  q  ;  colla  sosti" 
cuzione ,  pei  (  N.*  g^**  41  • ,  i.^  $  2.'' ,  g.*"  4^.  ) 

avremo  1.2  .3  .  4^afjrjrjf  sn^z.}^^*^* x x 

—  Wf   f» 

1 . 2 .  ^  3  r  A-  jf**"  ,  e  però  2  ;c  jc  a*  x 

4  \, 

4/  In  eguale  maniera  9  allorché  1»  =  »=^  =  ^ 

troveremo  pei  (  N.*  4  %  r.,  2  °,  3.",  4.®  45) 

essere  S  jc  a:  ^  jr  ;c  =  Sjc^g^jcxy  <i»Sx3cx  if**  ^  ^ 

€0$)  di  seguito . 

48.  Data  un'  Equazione  Al^ebraica  defermi- 
nata  ,  per  esempio  la  x^  —  ix^  —  ^x-^6  =  o 
(  N.**  42  ),  potremo  sempre  dedurre  da'  suoi  Coef- 

cremi  il  valor  delle  somme  ^  xx  ,  S  xxx  , 
€c. ,  servendoci  delle  formole  precedenti  •  Facciasi 
per  esempio         2  ,  ne  verià 

^— ^_2x*2x»--Sx^      .  i 

^  X  X  , —         ^  ,  ^  jr  ^ 

^  ^**,^**^^'"^f*  *!*.  ^ec»  e  però  dalla  posta  Equa« 
ziotie  avendosi  per  l^(F),(G),(H)  ^x^  =  14, 

5:    ~  9  8  ,  :^        —  :i  jf*  r  jr^  —  2 

=^14X9^—794^578,  otterremo  rapporto  ad 

 i      I        14  -  9  li   2 

essa  ^  X  X  zi        ^   ■  "     4^  ^  z  x 

=  J4 
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i4X4g--S78 
=  j  =ì6. 

49'  .Q!>*lc  *>rà  il  valore  dellt  quantidl  S  x^* 

=  «-»4.|S-*4-y-*4.J-*+ec.  =  -V-4-;T-+4- 

a'  ^« 

H-^4-cc.?  Col  ridurre  tutte  queste  frazioni  al« 

lo  stesso  denominatore  9  poiché  si  ottiene  Sjt*^ 


•  •  •  • 


se  sia  V  r  ultimo  termine  deir  Equazione  data^ 

ed  m  il  suo  dirado ,  avremo  S^y-^  =5^^^  ■  > 

comprendendosi  sotto  U  ^  nei  Nuoieratore  un  nu« 
mero  m-^t  di  x  anteponendo  alla  V  il  segno 
superiore ,  se  m  è  pari  »  e  V  inferiore ,  se  a»  è  dts* 
pari.  Ora  mediante  il  (N.**47)  trovo  il  valore 

di  Xécxx.k..  ^dividendo  Questo  adunque  per 
(^V)*,  tomamente  ricavo  il  valore  di 


^  j  .  ci  by  Googl 


CAPO  TERZO.  , 
AIm  trofrietà  Gf Mitrali  delle  MfM%iùni . 

50.  Supposto  Y=  jr*H-A  r*-^»4-  B  jf— »4-Cjif*** 

-f- ce.  = /(  ) ,  e  dato  un  valore  alla  r  ,  se  sup- 
porremo che  questo  vada  aumentandosi  continua- 
tamenre,  ovvero  si  accresca  di  una  quantità  infini- 
tamente piccola  i  anche  la  Y  si  varierà  in  cor- 
rispondenxa  continuatamente  »  ossia-  per  un  valore 
infioitesimo*  ^  ' 

Si  aumenti  la  x  della  quantità  x> ,  e  chiamiamo 

V  il  risultato j  che  ne  proviene,  avremo  peiciò 

/Cjr4-»)=V,ed  V  =  V~+*|V(N.*p  ).Ora 
per  essere  f{x)yt  quindi  /(  a- a  )  =  V funzio- 
ne intera ,  non  può  ia  quantità  x,  |  V  contenere  la 
%  che  in  forma  di  moltipiicazionei chiamato  adun* 
quc  T  r  aggregato  dei  termini ,  che  in  /(  ^-h») 
moJuplicano  la  j&,  e  però  supposto  V=»T, 

*  JL 
avremo  V  =  V     -f  t>  T,  osssia/(  .^r-f-Z'  )  =  V 
H-is  T  .  Dovendo  ora  quest'  ultima  equazione  sem- 
pre verificarsi  >  qualunqueNsiasi  la  »,  sarà  vera  an- 
che quando  »=:o;  ma  per  tale  supposizione  la 

V  non  si  akera  punto  (       11    ) ,  la  «  T  scoro- 

paiisce ,  e  ià/(jc  +  *)  diviene  flx);  dunque 

otte- 


t 


oucrrcmo/  (  x  )  =  V    ,  c  però  V   =  Y  ;  sostituss- 

s 

co  questo  valore  nella  /(  jr  z  )  —  V  -f-  »  T  , 
e  ci  vèrrà  /(  jr4-»)  =  YH- »T  •  Ciò  ritrovato, 
supponghiamo  che  attribuito  alla  x  un  dato  vaio* 
re»  81  dia  un  valore  infinitesima  alla  z;  per  tale 

supposizione  la  T,  non  essendo  evidentemente  che 
una  tunzione  intera  delie  x  y  z,  y  od  una  costante  y 
non  potrà  mai  acquistare  che  un  valore  finito,  od 
infinitesimo  i  ma  chiamata  a  una  quantità  finita 

qualunque,  abbiamo  aTi  a:iT  :—;  e  frattanto 

la  frazione^  a  cagione  del  denominatore  x,  infinite* 

Simo  à  un  valore  infinito  ;  dunque  entro  di  essa 
contenendosi  la  T  infinite  volte,  altrettanto  si  do- 
vrà contenere  h  zT  entro  della  a  ,  e  quindi  la 
zT  avrà  un  valore  infinitamente  piccolo;  ma  al- 
lorché in  Y  aumentiamo  la  di  la  Y  istesu 
resta  appunto  aumentata  dì  zT.  Dunque  ce. 

$!•  Se  nella  Y=/(jr},  poste  sùccesfìvamea* 
te  in  luogo  della  :r  due  quantità  realf ^  ne  ven« 
gano  i  due  risultati /(/>),/( )  affetti  di  segno 
-  contrario;  fra  queste  ^,  ^  dovrà  sempre  esistere 
una  terza  quantità  reale,  la  quale  collocata  in  luo* 
go  della  X  renderà  f{x)=:oy  ossia  fra  le  ./ ,  f  e» 
fisterà  sempre  una  radice  reale  deir  Equazione  (D) . 

Supponghiamo  ^  <  f ,  c  sia         =  —  P  quaop 
tìA  negativa  ,f(j)z=z  Q.quaiitità  positiva .  Faccia- 
mo, 
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mOf  che  nella /(^)  dopo  ciscrsi  fiitto  x 

X  si  aumenti  conrifiuatamente ,  ossia  ptr  passi  infi* 

nitesimi  sino  ad  acquistare  il  valore  ,  anche  la 
quantità — Panderà  perciò  variando  continuatamen- 
te  f  ossia  per  passi  infinitesimi  (  N.^  prec.  )  fino 
a  cangiarsi  nella  Qj  ma  con  queste  successive  va* 
riazioni  noi  passiamo  jda  un  n»uIuto  ^  P  negati* 
vo  ad  un  altro  Q,  positivo,  e  vi  pàsstam  senza 
salti -Dunque  neJla  nostra  supposizione,  non  po« 
tendo  evidentemente  una  quantità  negativa  giun- 
gere ad  esser  positiva  senza  passar  per  lo  zero^ 
ne  segue,  che  tra  i  valori ,  i  quali  si  ànno  al  sue* 
cessivo  aumentarsi  della  f ,  uno  ve  ne  sarà ,  il  qua* 
le»  sostituito  in  luogo  della  or,  renderà  f(x)  =  Of 
ossia  sarà  radice  della  (D),ma  questo  è  chiaro, 
che  non  può  essere ,  se  non  un  valore  reale  .Duo* 
qut  ec. 

$2.  Ponendo  nella  precedente  Y  =/(;if)  in 
luogo  della  x  il  massimo  coefficiente  dei  termini 
negativi  aumentato  di  un  unità ,  il  risultato ,  che 
quindi  nasce,  sarà  sempre  una  quantità  positiva. 

Nella  funzione  data  possiamo  sempre  sup» 
porre,  che  esistano  tutte  le  potenze  della  x  dal- 
ia me  a  ma  fino  alla  prima ,  ed  al  termine  cogni- 
to »  introducendo  col  Coefiìciente  zero  quei  termi* 
ni,  che  possono  mancare.  Se  sia  per  esempio 

+  V,  scriveremo  Y  =: Jr'"-f- A Ar*~*-4- o Af*~* 
-  C  jr^»-f-o;r'«~*—  E  ;r'""^5-f- F  jr'^*-4- ec.-4-  V, 
e  aviemo  così  nella  Y  tutte  le  successive  potenze 

h  .  ■  •  • 


58 

nt^M^i  ^m^i^  M—  3  9  ec.  »  Chiamiamo  ora  Nx* 
uno  qualunque  dei  suoi  termini  positivi , — P  jt^  ne 

esprima  un  qualsivoglia  dei  negativi  »  e  ox'  uno 
qualunque  dei  mancanti  :  avendosi  ox'  =  M  jt'' 
M  jr' ,  N A-»  =  (  M  f  N)x''  -  Mx"  9  c  —  ?xf 
=:(M  — P)jr^ — Mx^,  essendo  M  un  numero 
qualunque  ;  potremo  scrivere  queste  espressioni  in 
luogo  delle  altre  or'  ^  Njr'  ,  -tfx^y  e  così  fa* 
cendo»  avremo  la  oostra  ^ 

+Mjr^-I-(M— E)jr*-*-l-ec.  -»-(M4-V) 
— Mjt*"*  —  M  ;r«»-»— ec    —  M  • 

Supponghiamo  >  che  M  ci  rappresenti  il  massimo 
coefficiente  dei  termini  negativi,  e  che  la  somma 

(  M  4-  A  );r'«-'-f-  M  M— C  )Jr»"-5  -^Mx^ 

-f-ec.  -I-  (  M  -I-  V  )  si  chiami  X  .  Non  potendo  mai 
'  essere  alcuno  dei  Coefficienti  C ,  E  ,  ec.  >  M ,  è 
chiaro,  che  la  X  non  potrà  contenere  alcun  ter- 
mine negativo  ,  e  la  Y  si  ri  durrà  alia  forma 
X  H-;r»— M  (  jr—' ^  jr"»-*  +  ;r'»-*  4r]^^  4- Jf'*-* 
•+  ec«  H-i  ),  ove^  sotto  le  parentesi  esistono  tutte 
le  successive  potenze  m^m — i^ec*»  e  la 
X  acquieterà  sempre  un  valor  positivo ,  mentre  si 
faccia  X—  ad  una  quantità  positiva .  Moitipiichia* 
mo  per  jr  —  i  la  nostra  Y  —  X  -f  v"* 
—  M  (  Jr^'^  +  jr"'"*  4-ec.  -4-  I  )j  otterremo 
( x^i)  Y=( x^i  )  X-h  (.JC-i  )  (or--  i  ) , 

c  pelò 
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t  però  (   - 1)  YrrA'-  C*-M-i)+M4-  (jr-i)X. 
Supponghiamo  jrrzM-f-r?  c  chiamiamo  rispetti- 
vamente P,  CLci^j che  divengono  perciò  le  quaa* 
tità  X,  Y;  sostituendo  avremo  (M-hi  —  i) 
<ì=(M-|-ir  (M+  I  — M  -  I  )  -^M 
+  (M4-  I  — i)P,c  quindi  MCL=M(iH.p), 
e  findmente  <i==i4-P.  Ma  P  non  è,  che  una 
quantità  positiva.  Dunque  tale  essendo  anche  Q. 
=ii-+-P,  ne  viene  che  ec. 

5^.  Un'  Equàzione  AJgebraica  determinata 
di  grado  pari ,  se  »\  l'ultimo  termine  negativo,  sa* 
là  sempre  dotata  di  due  radici  reali  ^  l*  una  posi-* 
riva,  e  r  altra  negativa. 

Essendo  Jt»  -h  A  jt^'H-B  jp»-*-+-  «e.  —V  =  o 
la  supposta  Equazione ,  ove  m  »a  numero  pari  ^ 
pongasi  nel  suo  primo  membro  lo  zero  in  luo» 
go  della  X  ,  esso  diverrà  perciò  —  V  jche  se  in 
luogo  della  x  si  ponga  il  massimo  coefficiente  M 
dei  termini  negativi  aumentato  di  i ,  otterremo  il 
risultato  i+P  quantità  sempre  positiva  (  N.^  prec.)  • 
Dunque  avendosi  per  tali  sostituzioni  ì  due  ri« 
sultari  *—  1  +  P  di  segno  contrario ,  pel  (  N.^  5 1  ) 
tra  lo  zero  9  e  P  +  i  esister  dovrà  ùna  quanti- 
tà reale  posiriva,  la  quale  renda  jr*~« 
B  ,r'"-*-Hec.  —  V=  o,  e  Sia  perciò  radice  di 
questa  Equazione. 

2.**  Scriviamo  ora  nella  data  Equazione  —  x  in 
luogo  di  Jt  •  Essendo  V  esponente  m  numero 
pari f  non  si  cangìeranno  perciò  nè  il  primo te> 
mine  V*  »  nè  T  ultimo  -  V  >  e  avremo  ceni  la  nuo* 

ha-  va 


■ 


Digitiz^  by  Google 


va  Equazione  x^'—A  a-*-"  CAr^-^^-ec. 

V  =:  o ,  ie  cui  radici ,  cambiatone  il  segno  »  tK 
tro  non  sono^che  le  radici  della  data*  Ora  lepli- 
caco  ti  precedente  discorso  si  trova  »  che  la 
jr*— Ajr»-»-f-Bjr— ec.  -  V  =  o  à  una  «di- 
ce reale  positiva.  Danque  tale  radice  cangiata  di 
segno  altro  non  sarà,  che  una  radice  reale  nega- 
tiva dell*  Equazione  proposta;  ma  pel  dimostrato 
essa  avea  già  una  radice  reale  positiva.  Dunque  ec. 

J4«  Un'  Equazione  Aigebraica  determinata  di 
grado  dispari  à  sempre  una  radice  reale  positiva  ^ 
se  r  ultimo  termine  è  negativo  »  c  negativa  »  se 
r  ultimo  termine  è  positivo. 

1.  ®  Suppostp  m  numero  dispari  jcd  x'"  4-  A;r'"^* 
4-  B  ec.  —  V  =  o  V  Equazione  data  ,  la  let- 
tera M  ci  rappresenti  il  massimo  coefficiente  de' 
suoi  termini  negativi;  vedremo  agevolmente  »  co- 
me nel  (N/prec*)»  che  tale  Equazione  à  sempre 
una  radice  reale  posta  tra  lo  zero ,  e  Ja  quantità 
P  +  1  :  essa  dunque  sarà  sempre  dotata  dì  una 
radice  reale  positiva. 

2.  ® Restando  m  numero  dispari,  sia  ora  x"*  +  A^**""' 
-f-Bjf»-»-!- C;c*-'  -4- ec.-f- V  —  o  1*  Equazione 
data.  Posta  — x  in  luogo  di  x  ,  avremo  -  if* 
•4-Ajr'"-'  — B;r'»-*-+-Cjr'— '  — ec.  -4-V=:o,  e 
però;r*"— A  »-|-B;r'"-*— C  jr*-*-hec.— V~o. 
Ma  quest'  ultima  Equazione  a  cagione  dell'  ulti* 
mo  termine — V  negativo  k  una  radice  reale  po« 
sitiva^e  le  radici  positive  di  questa  altro  non  so» 
no  cambiate  di  segno,  che  unte  laditi  negative 

della 
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della  d  ita  (  2  ®    *  prec.  )  •  Dunque  In  questo  ca- 
so la  daca  avrà  necessariamente  una  radice  reale 
/    negativa  .  Dunque  ec. 

55.  Se  un'  Equazione  pertanto  Algebraica  de« 
terminata  à  tutte  le  sue  radici  immaginarie ,  essa 
dovrà  ascendere  ad  un  grado  pari ,  ed  avete  V  ul«  . 
timo  termine  positivo ,  onde  sarà  della  forma 
x"*  A  x-"  -  '-hB  j^r*  "  *~4-  ec.  -h  V  ^  o  con  Y  espo* 
«ente  m  numero  pari  •  Ora  pel  (  N.°  24  )  abbiamo 

la  nostra  al  prodotto  di  tutte  le  radici  prese  coi 
suo  proprio  segno  •  Dunque  essendo  essa  V  po* 
sitiVa,  ne  viene  che  in  un  Equazione»  la  quale 
abbia  tutte 'le  sue  radici  immaginarie,  sarà  posi* 
rivo  anche  il  prodotto  delle  radici  medesime. 

56.  In  un'  Equazione  Algebraica  determina» 
ta  qualunque  il  numero  delie  radici  immaginarie 

•    è  sempre  pari . 

Siano  le  n  radici  jiAy^^Tr^ec.  delia  data  (D) 
fune  immaginarie,  e  siano  le  altre  m  —  m  radici 
*  >  ^  I  Y>      tutte  reali  •  Suppongasi 
(x— v)(af  — ir)  =  ^p»-4-/jc— « 

-^gx»-^  -H  ec, 
ix^m%x-(^)  {x^)  +4;e«^»** 

-f-i  ar*-"-* -f- ec. ,  e  però 
(jf*  -|-/x»-*4-^;r"-*-h  ec.  ) 

l  jr"* -  -  "-  ^-f-^  ^r" -  ec  ) 

=  jr»-4-Ajr*-*  H-  B  jr--* -hec. 
E'  chiara,  che  potremo  quindi  risolvere  TEqua- 
2fore  d^ta  nelle  due  jc"  H-/jr«' ^«+^jr»-»H-ec.  =0, 
af"-»  +  4iaf*-»-*+***-*-»4-ec=:o,la  pri* 

ma 


Digitized  by  Google 


61 

mx  delle  quali  conterrà  tutte  le  radici  immi^ìna- 
*  rie  della  proposta,  e  la  seconda  tutte  le  reali  • 
Ora  tutti  i  Coefficienti  della  jf— -h  /xx--  — » 
-f-  i  jr*  •  •  -  *  ec.  =  o  non  ponno  evidentemen- 
te che  essere  tante  quantità  reali,*  dunque  saran» 
no  anche  reaii  tutti  i  Coefiìcienii  delia  x'  -4-/jr"** 
H-^x"-*  -f-ec.  =  e  quindi  pel  (M  °prec,  )  1*  es- 
ponente n  di  questa  Equazione  dovrà  essere  un 
numero  pari  ;  ma  n  ci  esprìme  il  numero  di  tut- 
te le  radici  immaginarie  /m, v^w^cc.  della  (D). 
Dunque  ce. 

5  7.  Supponghiamo  il  grado  dell*  Equazione  da- 
ta ,  ossia  r  esponenrc  iu  numero  dispari  ;  a  cagione 
din  numero  pari  (  N."^  prec.  )  m  —  n  sarà  dispari ,  e 
dispari  per  conseguenza  sarà  il  numero  delle  radici 
jeaii  OL^^^  y,€C.  •  Supponghiamo  inoltre  9  che  fra 
queste  radici  reali  «,  (S,  y^ec.  ne  esistano  delle 
uguali  fra  loro  j  in  tale  supposizione  è  chiaro ,  che 
o  queste  stesse  saranno  di  numero  dispari}  o  se  > 
non  esse ,  tali  saranno  le  altre  disuguali  fra  loro . 

58.  NcJlc  Equazioni  di  grado  dispari  avena 
r  ultimo  termine  negativo,  sarà  necessariamente 
'  dispari  anche  il  numero  delie  sue  radici  reali  po- 
sitive. ^ 

Supposta  r Equazione  del  i."*  caso  del  (  N.  54  )* 
avendosi  in  essa  1*  ultimo  termine  —  V  negativo  » 
ed  occupando  questo  un  luogo  pari,  per  esser  dia» 
pari  r  esponente  m ,  è  manifesto  dal  (  N.**  24  )  cbc 
il  prodotto  di  tutte  le  radici  della  supposta  equa- 
zione dovrà  essere  positivo:  ora  ritenendo,  the 


Digitized  by  Google 


^3 

^  >  fi  9  Vf^^*  CI  esprimano  le  radici  reali  »  e  ix^v^ 

»  ec.  le  immaginarie  ,  il  prodotto  jui  v  ir  è 

sempre  positivo  (N.''55  )>*  dunque,  acciocché  sia 
positivo  il  prodotto  totale  «/3  7. ...  ^  V  TT. do- 
vrà essere  positivo  anche  il  prodotto  delle  radici 
reali  a  (2  y  . , .  .  ;  ma  affinchè  questo  succeda ,  il  nu* 
mero  delle  radici  reali  negative  non  può,  che  es- 
ser paci.  Dunque  il  numero  totale  delle  radici  rea« 
li  essendo  dispari  (  N,®  57  )f  ne  segue  che  fra 
queste  sarà  dispari  ancora  il  numero  delle  radici 
reali  positive* 

59.  Nel  primo  Membro  di  un'  Equazione, 
ove  tutte  le  radici  siano  inMnaginarie ,  se  pongasi 
in  luogo  deir  incoi>nita  una  quantità  reale  qualun- 
que ,ii  risultato, che  ne  vknc  ,sarà  sempre  positivo* 
Sia  data  l'Equazione  x'  -hfx''^^-^gx^'*-hcc. 
=  0  del  (  N,®  5^  ),  di  cui  le  radici  v,  w,ec. 
sono  tutte  immajginarie  ;  pongasi  nel  suo  primo 
membro  invece  della  x  una  quantità  reale  p;  il 
risultato  H-  •  -t-  »  4.  ec.  io  dico  ,  che 
dovrà  sempre  essere  positivo.  DiUtcì  se  si  voles- 
se mai  negativo  ,  giacché,  ponendo  in  .v"  f 
-f- ^  jf*"^4- ec.  in  luogo  dell*  incognita  li  massi- 
mo coefficiente  dei  termini  negarivi  aumenuto  di 
un'  unità  ,  se  ne  ottiene  sempre  un  risultato  posi- 
tivo (  N.^  52  ),  tra  questo  coefficiente  così  accie* 
scinto ,  e  la  supposta  quantità  f ,  esister  dovrebbe 
pel  (  N.**  51)  una  radice  reale  della  data  x"  -f-  fx'*  » 
-h^Af"  ec.  =  0;  ma  ciò  è  contro  la  supposi- 
zione. Dunque  ec» 

Che 
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Che  se  la  supposta  Equazione  non  avesse  alcun 
tèrmine  negativo  i  col  porre  allora  in  luogo  della 
X  un  qualche  numero  positivo»  la  quantità  x"  •4-/jr"*'< 

g x'*-^'\'  te*  non  potendo  mai  diventare,  che 

positiva  5  verremo  evidentemente  alla  medesima  con* 
seguenza  di  prima  •  Avendosi  dunque  x*  4-/Ar*-"* 
+  g  jr"~*  4-ec,=:(Ar  —  /x)(;r  —  v}(a*  —  ?:)•..... 
(  N."  j6  )  ,  ne  viene  che  sarà  4-^/""* 

+  ce.  fA)(/--v)(/  — ir)  quantità 

sempre  positiva  • 

60.  Ritenendo  come  sopra  H-A;r^* 
^-B;c*-*+Cjr*-«-|-ec.  +  Tjf  +  V  =  (  jr— «) 

— |3)U--y)  (  Af  — fA)(>r— v)U-w)...., 

se  moltiplicheremo  ciascun  termme  della  Y  pel  pro- 
prio esponente  ,  diminuiremo  ciascun  esponente  di 
un*  unità ,  e  porremo  in  luogo  di  x  la  radice  , 
il  risultato,  che  nasce,  ««"^'-hCw  — 1  ) A^'t'"-* 
2  )B««-3  -h(i»-  3)C*"-'»+cc.  +  T, 
sarà  uguale  al  prodotto  (« — ^  )(«  —7  )(«     ) . .  .# 
(«—^X^  — v)(«— ir)..... . 

Dividiamo  Ja  quantità  Y  pel  binomio  x  — 
pel  (  N.^  3^  )  otterremo  il  quoto 
jr^^^-f-Ca-h  A)  jr^^-^-hCa^  -4- Aa  -f  B  J 

-+-(  «3  -4- Aa»  -f-B«  -}-C)x'*-'*H-  ec. 
+  (  flt-^ ^  A  ce.     T)  =  (  4f — ^  )(  ;f  ^  y  ) 

 (jr— — v)(4f— ir)*...:.,  e 

posta  quivi  la  »  in  luogo  della  jt,  ne  verrà 

A )  ««-^H-  ( a*     A  «-h  B  ) 
H-(a3  +  A«*H-B«-|-C)a'"-'»4-ec. 
■  + A  A'^^'-h  ce. -^T) 
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(  X  TT  }  .  . .  •  • 

Ora  è  facile  a  vedersi,  che  abbiamo 

-4- (    -4- A  a* B  « -V- C  )    -  4 ec. 
H- A  ec.-^T  ) 

H-A  -4-  .  .  .  .  . 

-4- B  (a'""'^-4-«'^'-f-  H-a'"-^) 

-4- C  (  A'""'*  H-  -ha""*^) 

+    ec.     ^  T  , 
ove  i  termini  della  prima  riga  sono  in  numero  i;;, 
quei  della  seconda  in  numero  w  —  i  ,  quei  della 


3 

-f-  T  ,  ne  siegue  evidentemente  ,  che  sarh 
(os  —  f*)(«t — y)(ot-^'r)  Cd.  d. 

ótf  Ponendo  nel  (  N.^  prec*  )  in  luogo  delia  «  la 
|3  ,  la  y ,  la  ^ ,  ec. ,  troveremo  in  egual  modo  essere 

w  /S'"-*  -\-  (  m—i  )  A  jS*"-* + (  2  )  B  iS'"-^  -f  (  ) 
C  ^'"-^     ec.  -f-  T  =  (   —  )(        )(     ^  )  

+  (    —  2  )  B7«-3  +  (w  — 3)  C7"'-'»-f-  ec.  -4-T 

=(y— (r  -  <5)  (y—^)  •  •  •  (y— M)  (y— >)  (y-'f)  •  •  •  •  • 

ec.  ec.         ec.  ec. 

Ritenendo  poscia  »  come  al  (N.^|^)|Che  le 
i 


Digitized  by  Google 


66 

>  ^)  ^^•^sprimano  tutte  le  radici  reali,  e  le 
/ut ,  V,  T  5  ec.  tutte  le  immaginarie  della  nostra  Y  —  o  , 
se  supporremo  per  brevità  di  scrivere 
(a{-fA)C«-v)(^--7r)....=:X',(/2-/x)(/J  — V) 
(j!-ir).  •  .  .  =X"  , 

(y  — iui)(y— v)(y— ?r)..*  =  X'",«c,,  poiché  le 
«  ,  ,  7 ,  ec.  non  sono  che  tante- quàntità  reali , 
tutte  queste  X',  X  ,  X"',ec.  pel  (N.^^jp  )  sa- 
ranno altrettante  quantità  positive. 

6i.  Posta  la  quintità  Z  =  mx'"~'  (  m — i) 
A  x"'*  +  (  I»  —  2  )  B  x'^'i  4-  (  i»r  — 3  )  C  x'^-^-^  ce. 
+  T  9  se  porremo  in  essa  successivamente  in  luo* 
go  dellar  x  iè  radici  reali  «y^  ,ec.  secondo 
1*  ordine  delia  loro  grandezza  ,  il  primo  risulrato 
sarà  positivo  ,  il  secondo  negativo  ,  il  terzo  posi- 
tivo, il  quarto  negativo,  e  cosi  di  seguito. 

Sia  «  >  )3 ,  jS  >  y ,  y  >  * ,  ec» ,  avendosi  perciò 
le  quantità  jS,  «— y,«— *,ec.,  e  la  X'  pel 
(  N.**  prec.  )  tutte  positive ,  il  loro  prodotto  (  oc — ^) 
(a  — y)(a  —  ^)....X'sarà  esso  pur  positivo» 
Poiché  |3  <  ^  5  e  (3  >  7  ,  >  ^  ,  ec. ,  avremo  )3  —  x 
quantità  negativa,  e  positive  tuf^e  le  altre  (3  —  y, 
^— <r,ec.,X"  (  N.''  prec.  );  onde  il  prodotto  ( ^—«) 
(/J  —  r)(/3—^).--*X'  risulterà  negativo.  Nel 
modo  medesTmo  trovandosi  i  due  fattori  y — cc^ 
y  —  |S  negativi,  e  gli  altri  rutti  y  —  «J^jCC.^X'"  po- 
sitivi (  N.^  prec.  dovrà  essere  positivo  il  prodot- 
to (y  —  «)(y-/2)(y  —  e^)...  .X"'.  Troveremo 
in  simil  guisa  negativo  il  prodotto     — *)(^  —  fi) 

i^~7)  X'%c  così  in  progresso.  Oraque* 

sti 
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sii  successivi  piodotti  uguagliano  xispetuvanjcntcJt 

.quArrir^ 

ti       -h  (    —  I  )  A       + (  «r  —  2  )  B  A^-^H- 

(  I» — 3  )C  /2'"-4  4,  ec.      T , 

(«-3)C7'"-^-f-cc.  +  T, 
IMI  —  I  )  A  (w—  2 ) B d«-i-h 

(f-j)CÌ-^-^cc.H-T,cc.  (N.«prec.},c 
tali  quantità  altro  non  sono ,  se  non  ciò  che  diventa 
la  supposta  Z  col  sostituire  in  essa  le  radici  reali 
*i(^57>^i  ^c.  invece  della     .  Dunque  ec. 

I  segni  pertanto  dei  nostri  risultati  si  prosegui* 
nono  con  T  ordine  scguentcH-',— ,4-^—^4. 

Sia  per  esempio  Y  =  — 2  — •  1  j  -4-  2  o  a-* 
4  •«•  —  4  8  ,  e  però  Z  —  ^x^  —  8xi  —4  5  ;r* 
4-  4  o  AT  -f-  4  4-.  Essendo  4,2,1,-2,  —  3  le  ra- 
dici delia  Y  =  o  scritte  secondo  T  ordine  della  lo- 
to  grandezza ,  le  sosiìcuisco  successivamente  nella 
Z,c  otterremo,  secondo  ciò,  che  è  stato  din3os- 
Crato,Ie  quantità  alternantisi  di  segno  +  25  2,  —  40, 
H-g  2  ,  —  7  2,  H-  I  40  . 

Moltiplicato  ciascun  termine  della  Y  =  jr" 
Ajf — '  H-  B  x'^'^  -^Cx"''^-^  ec.  per  ciascun  tef 
mine  corrispondente  della  serie  Aritmetica  a  ,  a-^t, 
*  *  >       3  ^  j  e  posto  il  risultato  n        (  ^  _  ^) 

=       avremo  K-~(4  — iwi)  Y  +  *;rZ. 

i  a  Si 
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\Si  moltiplichi  la  Y  per      la  Z  per  A-,e  sot- 
tcsg^asi  il  secondo  risultato  ,r  Z  =  i«  jc""  4-  (  w  — i  ) 
A Jf ^ -H  (  )w  —  2  )  B  jr*"-*  H- (  iw  —  3  )  C  ;f +  ce. 
dal  primo  mY^mx^-^-m  hx^'-^-^f^B  x"^* 
H-  w  C  x'"-^  -H  ec. ,  otterremo  w  Y  —  xZ  ~  A  x"'"^ 
-H  2  B  Af*-*  -f-  ^  C  x"*'^  -V-  ec. .  Ora  abbiamo 
K  =  ax''-h{a  —  h)  A  x""'  4-  (<i  —  z  ^  )  B  jc*""* 
+     — 3^)C  Jf""-*-!-  ec. 
=  a  (  jr*-H  A  jr'-'-H  B  jr*-*-+-C  Jif'-'H-cc.  ) 
—  t  (  A  jr*-'  -4-  2  B        H-  g  C        +  ce.  ) . 
Dunque  sostituendo  sarà  R  =  ^  Y — bimY — ^Z), 
e  però  R  :=:(a-~  mb)Y  -hb  xZ. 

^4.  Siano  di  numero  /  le  radici  reali  positi* 
ve  della  Y  =:  o  ,  di  numero  f  le  reati  negative ,  c 
supponghiamo  di  porre  successivamente  secondo 
P  ordine  della  loro  grandezza  tutte  queste  /  4- f 
radici  in  luogo  di  x  nella  funzione  K=-(a  —mb)Y 

xZ  ,  per  ciascuna  di  tali  sostituzioni  do* 
vendo  divenir  Y  =  o  ,  in  R  npn  resterà  mai  che 
la  parte  bxZ.O^iì  successivi  valori  di  Z  devono 
risu  I tare  affetti  dei  segni  4-  ,  — ,  4- ,  — ,  -j-> — »  ee. 
(  N.*tf 2  )  ;  dunque  anche  i  successivi  valori  àìbxTé^ 
c  però  di  R  dovranno  seguire  lo  stesso  andamen* 
to  5  finché  sostiruisconsi  le  p  radici  reali  positive; 
ma  nella  sostituzione  della  q  radu  i  re.ili  negatile, 
cangiandosi  x  in  —  x^h  chiaro  iIk  1  risuluci  prò* 
venienti  dalla  funzione  ^  jt  Z  dovranno  essere  di 
segno  contrario  a  quelli, che  provengono  ddlbZ* 
Mentre  adunque  si  passa  dalla  sosrttuftione  deil^ 
ultima  delle  /  radici  reali  positive  aiU  sostituzio'- 

ne 
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ne  della  prima  d?IIe  f  radici  ne^anVe,  cangian- 
V  do  dì  segno  ì  risultati  deJla  Z  (  ),  i  due  ri* 

sultati  corrispondenti  della  txZy  e  però  della  R 

dovranno  evidentemente  conservarsi  del  segno 
medesimo,  alteradadosi  poi  nella  sostituzione  del- 
le altre  radici  . 

Sijppongi^i  per  esempio         7  j  i=2,onde 
moltiplicata  la  precedente  Y  =:     —  2  Jt*  —  15  ar' 
+  20  ;if*  -+-4^     48  per  la  serie  7 ,  $ ,  ^,  i  > 

3  termine  per  termine,  si  ottenga  R=  7  ;rJ  — 1  ojr ♦ 
—  45  jr*  4- 20  —  44  -H 144 ;  faccio  successi- 
vamente r=4,2,i,  —  2,—  g(  ),  e  ot- 
tenendosi in  corrispondenza  R~-4-2oi<5,  —  160  , 
+  72,4-  288,  — 840,51  vede,  che  abbiamo  m 
realtà  due  risultati  4- 72  , -f- 288, che  si  succedo- 
no con  segno  uguale  y  e  ciò  mentre  suppongasi 
^^1,  x^-^iy  in  tutti  poi  gli  altri  casi  i  se- 
gni non  forno  che  alternarsi* 

6$.  Avendosi  dalla  R  pel  (  N.^prec.  )  /  risul* 
tati'  alternamisi  successivamente  nei  segni  per  la 
successiva  sostituzione  delle  p  radici  reali  positi» 
ve  ddh  Y  —  o  (  61  )  in  luogo  delia  x  ,  do- 
vranno pel  )  tra  queste  /  radici  esistere 
almeno  p  —  t  radici  reali  positive  delia  Equazione 
R  =  o  ;  cosi  dovranno  per  ugual  ragione  esistere 
per  lo  meno  ^  -  i  radici  reali  negative  della  R  =  o 
fra  le  f  radici  reali  negative  della  Y  =:  o  ;  oott 
risultando  poi  alcuna  alternazione  di  segni  perla 
sosricuzione  deli*  ultima  delie  ^  radici  positive  ,  e 
della  prima  delie  q  negative  CN.*prcc.),non  po«» 

tre- 


Digitized  by  Google 


V 


) 


7« 

tremo  asserire  ,  che  siavi  alcuna  radice  reale  del- 
la R  =  o  tra  queste  due  ora  accenaate^iradici  del- 
la Y=o. 

Così  la  precedente  R  =    ;r'  —  io  Jf^  —  4$  jr» 
-f-  20  JT*  —  44   +  144  :=  o  avrà  sicuramente  due 

radici  reali  positive  fra  i  tre  numeri  4  ,2  ,  i  ,  ed 
una  negativa  fra  i  due  —  2  ,  — ?  ;  "la  tra  i  due 
numeri  i ,  —  2  dir  non  possiamo  ^  che  ne  abbia 
alcuna  •   .  ^ 

66.  V  Equazione  Y  =  o  non  potri^  ^ivere  V 
che  ufìa  radice  reale  positiva  »  ed  una  reale  nega- 
tiva più  del  numero  delle  radici  reali  positive, e 
delle  negative  della  R  =  o  . 

Siano  di  numero  r  le  radici  reali  positive  della 
R  =  p ,  io  .dico  che  la  Y  =^0  non  ne  potrà  ave- 
re che  un  numero  r+i^  poiché  se  ne  avesse 
r-i-i-H/,dal  ( N.^  prec. vede ,  che  IaR  =  o 
ne  dovrebbe  avere  un  numero  r  H-  /  contro  la 
supposizione.  Egualmente  si  dimpstra  ,  che  se  la 
R=:o  à  un  numero  /  di  radici  reali  negative ,  la 
y  =  o  non  ne  può  avere  che         •  ^ 

57*  Si  moltiplichi  la  R=o  per  un'altra  se^ 
rie  Aritmetica  simile  alla  precedente ,  e  chiamata 
R'  =  o  la  nuova  Equazione,  che  risulta  i  se  que* 
sta  à  un  numero  r  di  radici  reali  positive  ,  la 
R  o  pel  (N.^prec.  )  non  ne  potrà  avere  che 
r  +  1;  ma  la  Y  =  o  non  può  avere  che  una  ra- 
dice reale  positiva  più  della  R  ==  o  (N.*prec«)» 
Dunque  le  radici  reali  positive  delia  Y  =  o  non 
potranno  essere  m  un  numero  maggiore  dir +2  • 

In 
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In  simi'I  guisa  trovasi ,  che  se  s  ci  esprime  il 

numero  delle  radici  reali  negative  della  R'  =  o  , 
tali  radici  nella  Y  —  o  non  potranno  esser  più  di 

J  H-  2. 

Moltiplicando  la  R  ^  o  per  una  terza  sericee 
chiamata  R"  =  o  T  Equazione ,  che  ne  viene  ,  se 
r"  ci  rappresenta  il  numero  delle  sue  rad/ci  reati 
positive, ed  /"  il  numero  delle  negative,  è  facile 
si  vedere  ^on  un  raziocinio  uguale  al  precedente , 
che  la  Tr=  o  non  potrà  perciò  avere  più  di  r"-f  j 
radici  reali  positive,  nè  più  di  /  '-i-j  radici  reali 
negative . 

Proseguendo  così  a  moltiplicare  per  nuove  serie 
aritRietiche,  se  si  ritrovino  3,4,  5,ec«, |K  di  tali 
Equazioni  R  =  o,  R' =0 ,  R"  =  o,ec., e  se  f  ef 
prima  il  numero  delle  radici  reali  posiuve  dell' ul« 
tima  di  queste,  le  radici  reali  positive  della  data 
Y  =  o  non  porranno  essere  in  numero  maggiore 
P'^?5  9-^4,p~f-3,  ec.,  p-4-/tx.  Nella  istes- 
sa  maniera  troveremo  ,  che  .  contenendo  T  ultima 
Equazione  c  radici  reali  negative,  la  data  Y=o 
non  può  contenerne  più  di  0'  +  3»V'H-4>^  +  S> 

e 8.  In  un' Equazione  Algebrica  chiamo  Fd^ 

ria^hfte  il  cangiamento  di  segno  ,  che  succede  pas» 
sando  da  un  termine  positivo  ad  un  negativo, 
o  da  un  negarix  o  ad  un  positivo  ;  e  la  costanza 
dei  segni,  allorché  si  passa  da  un  termine  positi- 
vo ad  un  positivo ,  o  da  un  negativo  ad  un  ne* 
gativo  9  la  chiamo  tirmawn^  • 

6g* 
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6g.  Moltiplicando  nell'esposta  maniera (N.V3) 
il  primo  membro  dell'  Equazione  Y=:o  pei  rer- 
mini  delia  Serie  a  —  i  ,  a —  ib^  a^:^  b  ,  ec. , 
se  questi  saranno  rutri  positivi ,  i  termini  della  Y  =0 
si  conserveranno  tutti  evidentemente  del  medesi- 
mo segno  ,  ese  i  termini  della  Serie  saran  tutti  ne- 
gativi f  i  termini  della  Y  o  cambieran  tutti  di  se- 
gno nel  tempo  medesimo;  onde  e  nell'un  caso, 
c  nell*  altro-  le  variazioni ,  e  le  permanenze  reste- 
ranno neir  Equazion ,  che  risulta,  delio  stesso 
numero  di  quelle  della  Y  ^  o  -  ma  se  la  Serie  pas- 
si da*  termini  positivi  a*  negativi ,  corrispondente- 
mente ai  due  termini,  ove  si  fa  questo  passaggio, 
è  chiaro  che  moltiplicando  nel  modo  supposto  ,  si 
toglierà  in  Y  una  variazione ,  od  una  permanenza* 
Supposto  i>=i2,i=2,  moltiplichiamo  la  pre- 
cedente Y  =         2  a:'*  — - 1 5      +  2  o  X**  4-  4  4 

—  48  per  la  Serie  12,10,8,6,  4, 2,  ne  verrà 
il   risultato  i  2      —  zox^  —  I  ZOX^  ^  J  lOX* 

-f  I  7  ^•«•  —  9^;  fatto  poscia  ^  =  — i  ,  A=:2,  mol- 
tiplichamo la  stessa  Y  per  la  Serie  —  f  , —  j, 

'^i  f  —  75  —  P»-^!!,  otterremo  così  la  quantità 
— 4-5  4- 7  5  AT*  — I  4  o  —  3  9  5  Jt  H- 5  2  8; 
e  sì  neir  uno,  che  nell*  altro  di  questi  risultati 
il  numero  delle  variazioni,  e  delle  permanenze  è 
lo  stesso,  come  nella  Y.  Ma  se  facciasi  tf=  J, 
*  =  2,  e  si  moltiplichi  per  la  serie  j  ,  3  ,  «, —  i, 

—  3  >    J  >  poiché  ne  viene  ^     —6     —  i  $  x^ 
~*  oJP*  —  1  3  2  Jf-f- 2  40  ,  vedesi  che  i  due  ter- 
mini—  I  5  atJ  4-  2  c  A"*  moliplicati  corrispondente- 

mea- 
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mente  pei  due  1 1  i,  divenendo  —  i  $  jip^  —  20  ;r% 
cangiano  la  loro  variazione  in  una  permanenza  ; 
e  nel  (  N.*64  ) ,  ove  supposto  a=  7,^  =  2,  dalla 
stessa  Y  ne  è  derivata  ja  7  atS  —  10  —  45^' 
4-  10  JC*  —  44  AT  1 44  5 perniancnza  dei  due  ter- 
mini -H  20  -4-  44  -^^  si  è  mutata  per  la  molti- 
plicazione dei  Numeri  1 ,  —  i  nella  variazione 
+  20  X*  —  44^« 

70.  Quindi  moltiplicando  per  la  nostra  Serie 
a ^a  —  b^a  —  2  ^  , ^  —  3   , ec. il  primo  membro  di 
una  data  Equazione ,  porremo  sempre  ridurre  una 
qualunque  sua  variazione  ad  una  permanenza,  e 
vicevena,  coli'  attribuire  ad  1/ ,  ed  a  é  gli  opportuni 
valori.  Negli  uirimi  due  cast  dell'esempio  prece- 
dente fatto  i  —  2  ,  abbiam  tolta  nella  Y  la  varia- 
zione fra  i  due  termini  terzo  ,  e  quarto  col  sup- 
porre iiz=:  5  ,  e  abbiam  cambiata  la  permanenza  del' 
quarto  al  quinto  termine  col  fare   =  7  •  Tal  cam» 
biamento  poi  non  potendo  saccedere ,  che  mentre 
dal  termine  positivo     1  si  passa  nella  Serie  al  ne* 
garivo  —  1 ,  vedesi  che  le  variazioni ,  e  permanen« 
ze  corrispondenti  agii  altri  termini  devonsi  tut- 
te conservar  come  prima . 

71.  Abbiasi  neli*  Equazione  Y  =  o  (  N.^  60  ) 
nn  numero  ju  di  variazioni,  supposto  costantemen* 
te  ^  =  2,  si  moltiplichi  questa  per  la  Serie  a^a  —  2  , 
é — 4,4  —  5  ,  ec. ,  e  con  1*  attribuire  ad  4 1*  oppor- 
tuno  valore  ,  si  tolga  la  prima  variazione;  T  Equa- 
z/one  risultante,  che  conterrà  una  variazione  di 
iseno>  si  moltiplichi  di  nuovo  per  la  data  Serie, 

k  ^  onde 


7^ 

onde  distruggere  la  seconda  variazione  ;  éc  cos)  pro- 
seguiremo a  fare  ,  potremo  ottenere  un  numero 
fjL  di  Equazioni  oltre  la  Y  =  o  ,  nell*  ultima  delle 
^ali  più  non  esisteran  variazioni. 

Facendo  ii^i  »  moltiplichiamo  la  nostra  Y=;r$ 
rjr*— I  j  jfJ-|-20Jf*H-44Jr-48=o  per  la  serie  i, 
—  I ,  — 3  ,  — j ,  —  7 ,  —  9 ,  ec.  ;  ne  verrà  F  Equazio» 
ne  jrJ  4-2  -+-45  — 100  —308  jr-f-  43  2  =0, 
in  cui  manca  la  variazione  tra  i  primi  due  termi» 
ni  .  Moltiplico  questa  ^  fatto  ^  =  5  ,  per  la  serie 
$,3,i)  —  I,—  3,  —  $,e  ci  risulta  $  +6 
-t-  45  +  100  X*  -f-  924  ^  —  2 160  =  o  ,  Equt« 
zione ,  che  non  à  più  variazione  fra  il  terzo  ^  e 
il  quarto  termine  .  Supposto  finalmente  «  =^  9  » 
moltiplico  per  la  serie  957>5>3>r,  —  i,e  ri» 
sultandoci  45  x^-\-^2  x^-\-ii$  x*  -|-:^oo  x*  -+-924 

2  ido  =  o ,  siamo  giunti  cosUd  un  Equazione, o- 
ve  pili  non  esiste  alcuna  variazione;  e  fratunto tante 
sono  le  Equazioni  ottenute ,  quante  erano  le  va« 
nazioni  nella  supposta  T  =  o  • 

72.  Una  qualunque  Equazione  Algebraica 
de  tcrminata  non  può  avere  giammai  più  radici  rea- 
li positive,  di  quel  che  siano  le  sue  variazioni. 

Ritenute  le  supposizioni , ed  eseguite  le  succes- 
sive operazioni  del  (  N.^  prec.  )  >  se  p  esprima  il 
numero  delle  radici  reali  positive  dell'  ulrima 
quazione  risultata  ,  T  Equazione  data  Y  =  o  pel 
(  N.""  57  )  non  ne  potrà  avere  più  di  /x  -f-  p  .  Ora 
quest'  ultima  Equazione  non  contenendo  alcuna 
variazione  à  tutti  i  suoi  termini  positivi  (  N**  71  )• 

'  Dun» 
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Dunque  non  potendo  essa  avere  evidentemeate 
alcuM  radice  reale,  positiva  f  ne  segue ,  che  sa* 
là  p  ==  ò  ^e  per  cooseguensa  avendoii  m  +  9  ^jM-o 
r=/x  ,  la  T=o.  non  potrà  avere  più  di^fc  radici 
reali  positive  ,  ossia  più  radici  reali  positive  »  di 
quel  che  siano  le  sue  variazioni  • 

La  precedente  Equazione       —  2  .v*  - 
IO  x"^  -t-  44  ^  —  48  —  o  ,  avendo  tre  variazioni ,  non 
potrà  avere  piò  di  tre  radici  reali  positive. 

7  j .  io  modo  sonugi|>ate  CG^giàeodQ  pel  (  N.^  70) 
dalla  Y  o  tutte  le  permanenze  ,  e  giungendo  ad 
una  Equazione  finale  dotata  di  sole  variazioni  »  e 
quindi  di  niuna  radice  reale  negativa  ,  si  dimostra, 
che  essa  Y  — o  non  può  avere  più  radici  reali  nega*» 
tive  t  di  quel  che  siano  le  sue  permanenze  . 

Moltiplico  la.  nostra  solita  Equazione  per  la 
«erie^,  I,  — I,  — 3      5  , -^7  ,  e  avuto  il  ri. 
sukato  ì     —  2     4-  15  jf*  — óox*  — aao x 
+  }  j  ^  =  o ,  moltiplico  questo  nuovamente  per  la  Se» 
m  7>V>39<9^i« — 3>  avendosi  quindi itx^ 
-iojr^H-45  x^  ^So^  -^izQX — 1008  =  o,sia* 
mo  giunti  ad  un*  Equazione ,  in  cui  nonesistonot 
che  delle  variazioni;  ma  questa  è  chiaro  , che  non 
può  avere  alcuna  radice  reale  negativa .  Dunque 
la  data     —  2     —  ec.  =  o  pel  (  N.*'  6j  )  non  po- 
trà avere  più  di  2  +  o  =  a  radici  reali  negative  »  e 
perciò  più  di  quelf  che  siano  le  sue  permanense* 
74*  Poiché  supposto  in  Y  ==  o  fA  il  numero 
delle  variazioni ,  e  perciò  m —  fi  il  numero  delle 
peraunenze ,  non  può  il  numero  delle  radici  reali 

k  2  po- 
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positive  oltrepassare  M9  ^  quello  delie  reali  ne* 
gafive  oltrepassare  m^fi;se  supporremo  in  que« 
sta  Equazione  reali  tutte  le  m  radici ,  è  eviden« 
ce  j  che  in  questo  caso  le  radici  reali  positive  sa* 
ranno  tante  precisamente  ,  quante  sono  le  jui  va- 
riazioni $  e  ie  radici  reali  negative,  quante  sono 
le  m — /ìa  permanenze. 


CAPO  (QUARTO. 
Dtlle  Trasfùrmà%iom  in  fértieolate  • 

« 

'jj,  '^Trasformare  un'  Equazione  altro  non  si- 
gnifici»  se  non  determinarne  un*  altra,  le  radici 
della  quale  abbiano  una  qualche  relazione  con  le 
radici  della  data» 

7^.  Vogliasi  trarformare  la 
(D)Ar'»4-AJt^'-f-Bjr'"'-*-f-ec.  =  0  in  nn*  altra  E- 
quazione ,  le  radici  della  quale  eguaglino  le  radi- 
dici  della  data  diminuite  di  una  quantità  p . 

Chiamata  y  V  incognita  della  nuova  Equazio- 
ne, avremo  jf  =  ,  e  però  x-=^y-hf'  So- 
stituisco nella  data  in  luogo  di  x  il  valore  ji  4-^, 
e  r  Equazione  in  che  ne  risulta,  sarà  la  ri« 
chiesta  •  Istituito  il  calcolo  ,  la  trasformata  sari 

(«  — I  )  A/'i-B  )jf ec.  =  o  . 
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Se  la  data  sia  per  esempio  l' Equaziòné  x^-^tx^ 
«7**  — 18^+7*  =  t>^>  svogliasi/)  =  4  ,  fatto 
* — 7  +  4  >  e  sostituito  otterremo  la  Trasformata 
i8y  -f-  IO]  198^+  112  —o,  di  cui  le 
radici  uguaglieranno  quelle  deUe  proposta  diminui- 
te di  4  :  e  difatti  le  radici  della  prima  essendo  ì 
numeri  3,2,-3^  —4 ,  quelle  della  seconda  sono 
inumeri-  1  =  3^4,  --2  =  2--4,-7  =  -.3-4, 
—  4  — 4. 

77-  Se  al  contrario  le  radici  della  trasforma- 
fa  volessersi  maggiori  di  quelle  della  data  della 
quantità  /,  supposto  in  allora  ^  =  x e  però 
f  =  —  ?  >  sostituirci,  come  precedentemente ,  in 
luogo  della  X  la  quantità  y—p. 

78.  L*  accennata  trasformazione  potrà  sempre 
servire,  onde  togliere  dalla  trasformata  un  suo  ter- 
mine qualsivoglia  a  riserva  del  primo,  e  ciò  col 
so/o  attribuire  alla  f  un  valore  opportuno.  Infatti 
se  si  supponga  la  /  tale ,  che  risolti  m /-f-A  =0  , 
in  allora  è  chiaro ,  che  dalla  trasformata  scompa- 
rirà il  secondo  termine .  Se  alla  f  attribuiscasi  un 

valore  capace  di  rendere  " H-  (  iw    1  ) 

2  • 

A/-|-B=o,  in  tale  supposizione  scomparirà  il 

terzo  termine  ,  e  cosi  di  seguito .  Fratunto  riflet- 

Usi,  che  i  valori  opportuni  da  attribuirsi  alla  f 

ricavansi  dalle  Equazioni  corrispondenti  /»/-f  A=  o, 
m(m —  I  ) 

"  j  /*-4-(«i  — I) A/+B  =  o,ec,,  e  che 

perciò  alla  eliminazione  dei  secondo  termine  ba< 

stari* 
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sta  risolvere  un'  Equazione  di  primo  grado;  ma  per 
la  eiimii\azione  del  terzo  bisogna  risolverne  una 
del  grado  secondo;  per  quella  del  quarto  cermi» 

ne  conviene  scioglierne  una  del  terzo;efinaImen« 

te,  per  fare  svanire  i'  L'timo  termine  ,  fa  d'  uopo 
sciogliere  un*  Equazione  in  p  del  grado  m  aifat- 
to  simile  alla  proposta ,  come  facilmente  vedremo 
dalla  Trasformau  medesima ,  che  accenneremo  fra 
poco. 

79.  Poiché  dalla  1»/  -f  A  =  o  riiraesi / = — ^, 
ne  viene, che ,  se  porremo  nella  (  D  )  in  luogo  del* 

A 

la  X  la  quantità^  >  otterremo  una  Traa&rma» 

ta ,  la  quale  sarà  mancante  del  secondo  termine. 
Sia  per  esempio  x^^tix^^^x  +13  =  o  1'  E« 

quazipne  data»  Suppongo  xz=,j--        y  , 

sostituisco  ,  e  ci  verrà  la  trasformata  y  —  5jjf 
-i-  lai  ::::o  priva  del  secondo  termine  . 

So.  Determinare  una  maniera  facile»  e  ape* 
dita  di  eseguire  la  precedente  trasformaaìone* 

Poiché  abbiamo  ;r  =  /  +  ,  ne  verrà 


!fiL-!^:^r:5>        + ec. 
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^ — ^  B  /«-^  ji*  +  ec. 

C  JC^*=C  C/^*-K«— 3)C/"-^y-Kc. 

D4P^*^D(/4-j)"^^=D/'"-*+  ec. 

ec.         •  ec. 

Dunque  sommando  tutte  queste  Equazioni  m 
colonna  ,  giacché  ne  viene  x"*  A  x^^^  +  B  x'^"* 
H-cc-  =  o  ,  dovrà  anch*  essere 

+  (  «—3  }  C       -f-  ec.  )  f 

*  ■^C--X--^)B^-4.^ec.  )/ 

2.3  a. 3 

A       -f-  ce. 

+^  ..3.4  ^ 

ce.  ec.  ec. 

c  questa  non  sarà  che  la  trasformata.  Ora  dalla 
semplice  ispezione  di  tale  Equazione,  si  vede  i.* 

che 
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che  la  saa  quantità  cognita»  ossìa  V  ultimo  suo 
termine  scritto  in  primo  luogo,  altro  non  è, che 
il  primo  membro  dell'  Equazione  data ,  sosrituita  la 
f  invece  della  x  :  i.^  che  il  coefficiente  del  pe* 

nultimo  termine  posto  in  secondo  luogo  ugua» 
glia  i'  ultimo,  tutti  i  termini  del  quale  siano  sta- 
ti moltiplicati  pel  proprio  esponente ,  e  divisi  per 
fi  3***  che  il  coefficiente  dell*  antepenultimo  ter- 
mine uguaglia  il  coefficiente  del  penultimo , di  cui 
tutti  i  termini  siano  stati  moltiplicati  pel  proprio 
esponente  ,  e  divisi  per  ip:  4.**  che  il  coeffi  ienle 
del  termine  anteriore  ali*  anteponukimo  altro  non 
è,  che  il  coefficiente  dell*  antepenultimo,  lutti  i 
cui  termini  siano  stati  moltiplicati  per  gii  esponen* 
ri  rispetpvi,  c  divisi  per  3/,  ^  così  di  seguito. 
Nei  termini  adunque  di  questa  trasformata  abbia* 
mo  un  andamento  costante,  per  mezzo  del  quale 
potremo  speditamente  formare  una  simile  EquaziO" 
ne,  senza  eseguire  le  sostituzioni  del 
e  di  fatti 

Nel  primo  Membro  dell*  Equazione  data ,  pos* 
U  la  in  luogo  della  x ,  scrivasi  questo  risaltato, 
in  una  riga  •  Ciascun  termine  di  questa  prima  ri- 
ga si  moltiplichi  in  seguito  pel  proprio  esponen- 
te y  si  divida  per  />,  e  ciò,  che  ne  viene  , ponga- 
si in  una  seconda  riga.  Si  moltiplichi  poscia  cias- 
cun termine  delia  seconda  riga  pel  proprio  espo- 
nente, dividasi  per  2^,  e  scrivasi  in  una  terza  ri* 
ga  quel 9  che  risulta.  Tutti  i  termini  di  questa  ter- 
za riga  fi  moltiplichino  pei  rispettivi  esponenti  $  si 
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dividano  per  3/»,  e  si  collochino  in  una  q-arra, 
e  si  prosegua  in  tal  modo,  finché  si  giunga  ad 
un  risultato  uguale  allo  zero.  Uniscansi  allora  rut* 
te  queste  righe  insieme  »  dopo  aver  moltiplicata 
la  seconda  per  y ,  la  terèa  per  »  la  quarta  per 
f  ,  e  così  di  seguito  »  e  quella ,  che  così  ne  prò-* 
viene,  sarl^  T  Equazione  cercata. 

Vogliasi  per  esempio  trasformare  la     —  ^ 

—  i^x*-Vi4jr-f-24=^o  in  un'  altra  Equazione, 
di  CUI  ie  radici  superino  quelle  della  data  del  nu* 
mero  4 .  Supposto  perciò  ^  =jr  4 ,  faccio  nel  pri'* 
no  Membro  della  nostra  Bqaasione  la  sosrituzio* 
ne  della  f  in  luogo  della  ar  9  eseguisco  la  sovrac* 
cennata  operazione ,  e  avutone  il  risultato 

-^{óf^  —  óf  —13)/  =0 

faccio  ^1=  —  4  ,  sostituisco  ,  e  avremo  144  —  234^ 
-f  — iS     -^y^  ~Oy  ossia     —  1  Sy  -h  107  y* 

~~  234J'  4-  144  =^  o  per  r  Equazione  richiesta-  Le 
radici  difatti  dell'  Equazione  in  x  sono  4  9  2  , 

—  3  9  e  quelle  della  trasformata  sono  89^9391, 
cadici,  ciascuna  delle  quali  supera  del  numero  4 
la  sua  corrispondente  tra  le  4  ,  2 , —  i  >  — 

81.  Chiamati  per  brevità  A',  B',  C  ,cc. ,  S',  T', 
V  i  coefficienti  della  Trasformata  precedente ,  pon« 

ghiaraojf^:  — ,  spstituendo  es^a  diverrà 


L/iyiiizea  by  Google 


ti 

r  C         B'         A'  1 

«  A""*  •» 

:=o,  e  quindi,  molripltcando  per      V'  /ir*-4-  T'«*^», 

+  S' iT"*  -f-cc.  -h C  «3  -h  B  «*  -h  A'  //  I  -  o  ; 
donde  si  vede  9  che  nella  supposizione  di 

SI  avrà  la  Trasformata  in  «,  determinando  co- 
ir 

me  nella  trasformazion  prcGedence  1  Coe£Scienti  A\ 
B' ,  C,  ec.  9  S' ,  T  ^  V,  e  moltiplicando  in  seguito  V 
ultimo  V'  per     ,  il  penultimo  T'  per  n"^"  ^  S' 

per        5  e  così  in  progresso . 

92,  Trasformare  1*  Equazione  (  D)  in  un*  aN 
tra  tale  ,  che  1'  unità  risulti  media  proporzionale 
fra  le  radici  della  proposta  )  e  quelle  della  Tra* 
sformata 

Chiamata  perciò^  I*  incognita  della  Trasforma* 

1 

ca^  poiché  deve  essere  jt:  1  ;:  1  c  però  x  =:  — , 
sostituisco  nella  data     in  luogo  di  x     il  risul* 

^^foi;4--p7^^+^,-^  ec.+y4-V=o, 

ovvero  V^*  n-  T j""^     ec.     C^^  -h  B/  4-  A  jf 

•4-  I  o  altro  npa  sarà  ^  che  la  Trasformata  ri* 
chiesta . 

8  Essendo  ^  i  ^  >  7  »  ^  9  ec. ,  ui  le  radici  dell* 
Equazione  proposta  , -j- ,  ^ ^  '^^^^'*Ìi' 

ranno  quelle  della  Trasfermata  ;  onde  se  le  prime 

siano  disposte  in  mudo ,  che  «>^;>7>^>ec. 

>  «. 


* 
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>  W| vernale  seconde  distribuite  in  un  ordine  af- 
fatto contrario , cosicché "J'*^'^'*^Y^"5r<  ^c. 

<     ;  e  in  tal  modo  la  radice  massima  »  della 
(il  ' 

proposta  verrà  cangiata  nella  »  che  sarà  la  mi- 
nima della  Trasformata  »  e  la  radice  (u  minima  del* 

la  proposta  si  cangierà  in     radice  massima  deJIa 

Trasformata  •  Mediante  adunque  quem  trasforma* 
zione  9  potremo  .mutare  le  radici  massime  di  un' 

Equazione  in  minime  ,  e  viceversa  . 

84.  Data  Ja  solita  (D)  ,  trasformarla  in  un* 
altra  in  y  tale ,  che  le  radici  delia  prima  stiano  a 
quelle  deUa  seconda  in  una  dau  ragione  di  r  :  ^« 

Avendosi  perla  ipotesi  x:j::r:     sarà  A'  =  -j-, 

e  quindi  sostituendo,  avremo  la  trasformata 

fm  j^m-x  fm^%  yw-j 


py-^  A  — jy—  4-  B  _       +C  —  j,-» 

ec.  -4-  T-j j  H~V  =  o  .  Questa ,  e  le  precedenti 

trasformazioni  esegufsconst  tutte  egualmente»,  an* 
corchè  il  primo  termine  deir  Equazione  propo- 
sta abbia  un  Coefficiente  diverso  dall'  unità. 

A 

85.  Liberare  una  data  Equazione  x*^  + 

B  C  V 

-t-  -j-        -4-  —  x'^-i  -I-      ^  —  -  o  dalle  frazioni, 

la-  scn* 
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seaza  che  il  pràao  tecmine  acquisti  nuovo  CoelB* 
ciente. 

Suppocgbiamo  nelia  precedente  4r  =  — la  quan* 

tità  r=:  I  »  e  so$lttuiscasi  il  valore  ^  in.  luogo  di 

X  nella  data  Equazione  ;  otterremo  così  la  Trasfor- 

ossia  ji"  H  ^;  H  — — 1  j  H  ce 

+!!!f!l=ro.  Ora  se  la  /  sia  divisibile  per  ciascu- 

no  dei  denominatori  ,  ^  ,  r ,  ec.  ,  ,  come  se  sia 
/  ■=  4 ( •  •  •  )  eseguite  le  divisioni  »  la  Trasfor 
mata  è  chiaro  9  che  non  contiene  più  frazioni  di 
sorte  alcuna, e  frattanto  al  primo  termine  non  api 
ponesi  nuovo  Coefficiente;  dunque,  al  nostro  intan- 
to, non  avremo,  che  a  sostituire  nella  data  in  luo- 
go di  ;f  la  quantità  ^  ,  essendo  in  generale 

/r=^^r..*.<v,e  r  Equazione,  che  ne  risulta, sa* 

rà  la  «chiesta .      .     >  . 

^  Così  nella     -  ^x^+'^x-h^  =^0  fatto 

X  =  =     ,  e  sostituito  »  otterremo  la  Tra^ 

formata  jf5  — 4 jjF*-f-^oojr-l-J4o<*  P"v?  attorto 
di  rotti ,  c  non  avente  nel  primo  temine  altro 
Coefficiente ,  che  1*  unità  • 

96, 
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%6  Trasformare  la  nostra  (  D )  i'q  un'altra  E- 
quaztone»  le  cui  radici  siano  i  quadrati  delle  àif- 
ft-renze  fra  le  radici  della  proposta;  os^ia  deter* 
roinare  la  così  delta  Equazione  delle  differenze, 
Esseri'fo         ,  7  ,  <^  t  ec.  le  radumi  dtUa  darà  , 

,(«_^  /  ,  ec.  do- 

vranno  formar  le  radici  delia  Tra^^formata  .  Slip- 
ponghìamo  per  tanto  esser  questa  la  ^'-hM 
-4-  N  *  -f  -  ec.  ="o ,  ed  è  chiaro  ,  che  avremo 
sciolto  li  Problema ,  quando  saremo  in  essa  giunti 
a  determinare  J*  esponente  » ,  ed  i  CocfiSpienti  M, . 
N,ec.;  ora  in  quanto  al  primo,  tante  essendo  le 
radici  delia  Trastormata  ,  e  però  tanto  il  suó  gra* 
do,  quante  sono  le  combinazioni,  che  si  possono 
fare  a  due  a  due  con  le  m  quantità  ^  t '/!  >  ^  »  ^  s  ec* 
nella  formatione  dei  quadrati  superiori ,  vedèsi  che 

avremo  «  =  ^^^^  —  i  in  quanto  poi  ai  Coe£Scien« 

ti  M  ,  N  ,  ec,  afSne  di  determinarli  9  istituiscasi 

il  seguente  caltelo. 

Eleviamo  ad  una  potenza  pari  qualunque  2  ile 
quantità.      jS,«-f-y,/S— ec . ,  otterremo  cod 


L  —A* 
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*.  a . . . .  (*— 0 

—  —  •  -h  • . .  . 

2  .  }  . . .  (*— I)  y 
_ 2»(t*"iX»*-»)--'-(H-i)'^,  *, 

2.J...    1^  ' 

a .  3  . . . .  (  * — I) 
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.  3  .  . .  .(  4"— j)  ^ 

X--- —  ^^y^'^ 

€C.  ce.  €C., 

potenze  ,  nelle  quali  dovranno  prendersi  i  segni 
supenon,  mentre  I  sia  un  numero  dispari,  e  gì' 
ÌDÈcaon ,  mentre  k  sia  pari  •  Soaimiamo  tutte  que* 
Ite  porenze  ^  e  avremo  , 

—  (w-i)(a**4-p**-f-7**  -hce.  ) 
H-<i**-'y  +  ^7**~'-^ec,) 

+    7»*'^-f-|J*»-i7J  4-|S3  7»*-j^-cc.  ) 
-I-   . 

2.3.    .  .     — I) 
4-|S»-«^*-i  4^ ^»-«         +  ce.  ) 
^  23....»  %ri./ 

4-^*7*-hcc.  ) 

Ora 
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Ora  pei  (  N.'     ,  abbiamo 

{«  — (3)**-h(^  — r)**  +  (/3-7)**-hec.  =2:^^ , 

«**-|-/3**4-  7**-f-  ec.  r=  Z  jf**,  e  le  quantità  com- 
prese sotto  le  parentesi  nel  secondo  ,  terzo  »  quarto, 
ec*  ternune  vengono  nppccsentate  dalle  espressioni 
2  Tx* *-»     ,  2  x^^i  4f> ,  ec. ,  ^x*^^  x^'Ù 

X  X  x^;  avendosi  inoltre  pei  (  N.*  41  ,47  )  2  jf**-'jr 
=  2  jr**-*  ^x^Xx^^f^x^  *-*JC*  =  Z  jr»*-»^jr» 
^  V  X*  * ,  r  ji-»     jr«  =  2  jr**-«  2  ri  —  2*^»  »,  ce., 
2  ;r*^*  JT*-  ^  =  2:       2       -  2    * ,  2  jr  jc*  = 

2 

Sostituendo  adunque  ne  verrà 
2^*  =  («—1}  2        2  i  (  2  ;r**-«  2  jtf-.2  ;r» *>i- 

2ÌiÌÌ:ii(2x»*-*2;r*-2;r**)  - 
2 

ÌÌliÌr-iMri2  (2x**-i  2;r*  -2;r»*)  H-  

2.3 

^  2^(aif-i)U^-2)»>..a+2)  (2;;r*^«2;r*-«— 2jr»*) 
2  •  3  •  •  • .  (  * — 1 

=p — T7r~ — c — i — 

2Kt^-lX2K-2)  ^  2H2i^--lX>^-2)...fl^-f  2) 

2    3  2. J. 

>i^f2K*l)f2Ì^-2).>.>(^+l)     1  W  xk 
^  2.^....^    '.  *»f 
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,  t  n      iXa  *— »)  ^     »  " 

2  jr»»-»  2  xi  +  3: 

^•^■«.  ••ir  «  * 

Ma  per  la  natura  dei  CoeflSdcnti  nej  binomio 
Newcoflùno  abbiamo  -  : 

a   r+<...*2: 

2 1  r  :  f  —  »  y  7  ^ — ?)  C^-f-.  ) 

2  >  f  2    —  I  )r  2  ^ — ^^  ) 


•  •  •  • 


a*fa*-i)  . 
'+•"""7  a^-4-i  =  o,  e  coaseguemeinen* 

le  abbiamo  anche  la  sua  metà 
1    >  1»- 1  )( a     a  )  > . . .       2 ) 

m  Tol* 
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Tolto  adunque  dal  valore  di  )^y. ciòcche  ugua« 
glia  lo  zero  »  resterà 

2»»-»  2  X*        **f»*-"'y**^*)3       t-J  2 

2.  :5. ...(*— 1) 
z  ib  (x  ib— iXi  A;— 2)  ■ , , .  (  i^4^0     s  s 

Abbiamo  cosi  una  forinola,  da  cui»  supponendo 
successivamente  4  =  i  ,  i ,  j,  ec, ,  potremo  ricavate 

1  valori  deJJe  quantità  ^y^y  2^^' ,ec.  espressi 
per  le  somme  delle  x  ,  e  quindi  pei  Coefficienti 
A,  B,C,ec*  della  data  (  N.°  35  );  onde  poi  po- 
tremo determinare  pel  (  N*''  38  )  i  Coefficienti  M  t 
N  )  ec.  9 che  si  richieggono ,  della  Trasformata . 

87.  Cominciamo  dal  fare  i  =  1  ,  poiché  T  uU 
timo  termine  della  nostra  f or  mola  deve  esser  di- 
viso per  2,  e  deve  avere  per  Coefficiente  la  quan* 

ntà  — ^        ^  ^  Z  ■  ,  ne  segue  che  saik 

2  =  «f  2  jc»  — S  jr  2  jf . 

Facciamo  in  secondo  luogo  I  =  2,  otterremo  per* 

Cosi ,  facendo  *    j  s  ne  verrà  ^y^  =:  w  2  or* 
e  cosi  in  progresso  • 

Sia 
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Sia  per  esempio  ac'  —  2  at*  —  j  j  jr  90  o  1* 
Equazione  data ,  di  cui  si  voglia  1*  Equazione  del- 
le diffefeoM*  Avendosi  in  questo  caso  «1=3  ,  ne 

verrà  «  =  ^-j-  =  3  >  ed  essendo  perciò  la  Trasfor*  ^ 

mata  della  forma  -4- My -H  Nj^  +  P=  o ,  cer- 
co il  valore  dei  Coefficienti  M  ,  N  ,  P .  Poiché 
2  jcin  2  ,  2  Jf*  =  70,  2  jr»  =  —  (54,     AT^  =  20023 

X  X*       44o^>       =63010,  sostituendo  ci  risulta 
2^^  =  3X70  — 2.  a  =  210.- 4=  205,- 

4 . 2    70 . 70 

2jr*  =13  .2002+4,54. 2 +--J-X — ^—=21218, 

==3  .53oiO'4-6.44o8.  2H--j-^  2002*  70 

„$_l_5-K^,^=»3030tftf,  M«  pel  (N»  35  ) 

abbiamo 

2y  +M  =  o, 

2:y*+-MS^-4-2N  =  o, 

^  y     M  2.        N  2^  -4-  ^  P  =  o  . 

Dunque  otterremo  , sostituendo,  M  =  —  2o5, 

=  •^39204,  e  quindi  T  Equazione  richiesta  sarà 

y —  2o5jr* -h  Io6op^  —  39204  =:  0« 
Le  radici  della  ^r*  —  2r*— :f-4-90  =  o  sono 
3,5,  — 6  ,  quelle  delia  Equazione  in  y  sono 

(3 -5)»  =4,  (3  4-5)*  =  81,  (j +5/  =  121- 

m  2  CA« 
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CAPO  Q^UINTO. 

Dille  Trasformauoni  hi  generale* 

m 

S8.  IL^e  radici  d*  un'Equazione  Trasformata  aven- 
do pel  (  N.**  75  )  una  relazione  con  le  radici  del- 
la proposta  5  ne  viene  cheje  une  potrannosi  sem- 
pre esprimere  per  mezzo  delie  altre,  o  in  tutto, 
o  in  parte  9  e  le  une  perciò  saranno  funzioni  del- 
le altre;  ora  ì  Coefficienti  pel  (  N,**  31)  sono  fun- 
zioni delle  rispettive  radici  ;  dunque  anche  i  Coef- 
ficienti della  Trasformata  saranno  funzioni  delle  rt» 
dici ,  e  dei  Coefficienti  della  proposta  ,'e  viceversa* 
Essendo  pertanto  jif^-f- A  ;r By—*-f-ec.  =  0 

r  Equazione  data,/  4-  ^ y"'' ^ y"'*  +  ^^^^^ 
la  Trasformata , e  chiamate  x' ,  x"  ,  x"\  ec,  x^^f  le 
radici  delta  prima,  y fy"f«c.,j|(-)  le  radici  del- 
la  seconda ,  avremo  una  qualunque  di  queste  pcr^ 
esempio  la  y' =f(x)(x")(x  ").... (xi'-ì). 

89.  Vogliasi  trasformare  V  Equazione  x*  4- A4f 
+B  =  o  in  un*  altra  ,  le  radici  della  quale  ugua- 
glino quelle  della  proposta  aumentate  di— .Chi*- 

A 

mata  perciò  y  la  nuova  incognita ,  sarà  ji  =^   + y> 

A  1 
e  perciò  ;r  =  jf—  y ,  sostituisco ,  e  otterremo  U 

A* 

Trasformata ji*  4-  B  -        o  •  Pongasi  nella  «op* 

^  ;po- 
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A 

posuyzzx-] —  U  radice  x*  in  luogo  di  jr»  la 

corrispondente  y  in  luogo  ài  y  y  e  —-{x-hx") 
invece  di  A  (  N."*  3 1  ) ,  ci  risulterà  così  yzzzx 

—  — —  =  —  pei  valore  della  radice  y  della 

Trasformata  ,  funzione , come  si  vcde,ddle  radici 
della  proposta. 

90.  Ciò,  che  si  è  defto  neJ  presente  esempio 
di  x\  dir  si  poteva  egualmente  di  ^ir" ,  e  vicever- 
sa ;  in  quanto  che  il  discorso  fatto  nella  trasforma- 
zione» e  le  proprietà  dipendenti  dati*  Equazione 
sono  comuni  ad  amendoe  le  radici  x\  x"  ^  dun<- 


quc  neir  espressione  —  se  porrò  x**  in  luo* 

a 

go  di  X* ,  ed  X  in  luogo  di  x" ,  ne  verrà  tuttora 
un  vero  valore  di  jr,  e  però  non  solo  sarii  radi-- 

ce  della  Trasformata  la  quantità  ,  ma  Io  sa* 


2 


là  r  altra  pure  — •    Dunque  avendosi  già 


y'  =         ■  >  dovrà  essere  1"   • 

91.  Proposta  r  Equazione  -h  A  ;r*  -f 
H-C -o  ,  vogliasene  un'  altra  in  y  ^  di  cui  le  ra- 
dici altro  non  siano ,  che  i  diversi  quoti  di  due 
qualunque  delle  radici  della  data  diminuiti  delT 
altra  radice ,  che  rimane  ;  ritenute  cioè  le  prece- 
denti denoniinazioni ,  debba  uno  dei  valori  di  y 

per 
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per  esempio  y  essere -  Jr'"  • 

Affine  di  avere  tutti  i  valori  della  y ,  è  chiaro  9 
che  non  dovremo  >  se  non  formare  tutti  i  quoti 
possibili  a  due'a  due  fra  le  x  ,  x'  »  ;r"'  »  e  da  es- 
si sottrarre  V  altra  radice ^  che  rimane; ma,  cod 

operando,  ottenghiamo  i  risultati    — x" ,  -j?  -jt 

X  I    ^  »    **  ti    ^  n  .  • 

-TT  —  Jr , -7,  —    >  ~T^7 — , -7  X  ;  questi  dunque 

saranno  i  valori  della  y ,  ossia  le  radici  della  Tras- 
formata. Ora  supposto 

y  =  ^-jr"'=r/(;r')(jr")(;r'")  (R^  2  ),ne  viene 

y'=^-.*'"=/(A-")(x')(*'"), 

.y"=5r-;c'=/(;r"')(*")(;r.), 

se'" 

/'  =  -r-*"=/Or"')(A-  )(x").  Qiicsti  sei  ri- 

^  sultatì  adunque  quelli  essendo  evidentemente ,  che 

nascono  dalla  f{x){  x'  ){x"'  )  perle  varie  permuta- 
zioni fra  le  x\  x"  jr  ,  ne  segue,  che,  affine  di 
ottenere  le  radici  y' ,  y"  9  ec. ,  e  conoscere  così  il 
grado  della  Trasformata ,  non  dovremo  che  deter- 
minare le  permuuzioni  della /(;r')(jr"  )ix"')fCà 

il 
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il  loro  numero  i .  2 .  3  =  ^  ci  csprimeià  il  grado 
richiesto . 

92»  Sia  r  Equazione  proposta  di'  un  grado  qua- 
lunque 1»,  e  siay  una  delie  radici  della  trasforma- 
ta^  ad  una  iunzione  Algebraica  razionale  qualun- 
que siasi  delle  x\  x'\  jr"%ec. ,  r<'") ,  che  esprimerò 
in  generale  per  /(  jr'  )(  jf"  )(  a-  ")(  a-'^  ;r<-)  ) . 

In  tal  caso  io  dico ,  che  il  grado  della  Trasferma» 
ta  ^  chiamato  ^ ,  sarà  generalmente  parlando 

Mentre  si  eseguisce  una  qualsivoglia  trasforma- 
zione ,  considerandosi  tutte  le  radici  x'  ,  V,  ;t"',ec. 
egiàlniente  ,  e  ciò  che  di  una  si  asserisce ,  asserena 
dosi  in  egual  modo  dell'  altre ,  ne  viene  evidente- 
mente 9  che  nella  supposta  funzione  nel  luogo ,  ove 
pel  valore  di  y  si  è  collocata  una  delle  radici  per 
esempio  x  ,  affine  di  ottenere  tutte  le  radici  del- 
la Trasforniara  5  dovremo  collocare  successivamente 
ciascuna  delle  altre  x"^  x"* ,  ;r"',  ce;  laddove  è  sta- 

posta  la  x" ,  dovransi  porre  successivamente  le 
X  ,  x'" ,  jr^  ,  ec;  nel  luogo  della  x'"  dovransi  met- 
tere suctessìvamente  le  x'y  x'\  x^,  ce.  così  in  pro- 
gresso. Per  tal  modo  nel  (  N.°prec.)>  <^ve  aveva- 

fflo  y  =  --7,  —  x" ,  abbiam  prima  posto  x"  nel 

luogo  della  irl^e  la  x'  nel  luogo  della  jr'S  e  ci  è 

risultato  il  valore  y'  =  -y—x"  iposcia  lasciata  in 

y  la  x"  ai  suo  posto  ,  abbtam  messa  la  x"*  nel  luo- 
go delia  ^'  ,e  la  x  nei  luogo  della  x'"  ,  risultan- 
doci 
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doci  in  tal  guisa  9  vAott  y"  =  -r— «  wsl 

x' 

operando  in  seguito,  dalla  sola  jr'  =  ^7  -  tut- 
ti abbiamo  ottenuti  i  valori  della  Ora  ndP 
eseguire  la  precedente  operazione  ,  come  si  è  det» 
to  della  f{x')(x")ix"')  (  N.^prec  ),  cosi  nella 
ifunzione  generale  f  Ìx)ix'  )( x''  (jt^"")  ) 

altro  non  Cu:damo  evidentemente ,  che  formare  tut- 
te le  permutazioni  possibili  tra  le  x\:c'\x  "^  x 
ec. ,  Jt^"*)  •  Dunque  tali  permutazioni  essendo  di 
numero  i.2.3.4'-««^(  45  )  5  ne  viene ,  che 
un  simile  prodotto  esprimerà  ingenerale  il  nume- 
ro delle  radici,  e  quindi  il  grado  delia  nostra 
Trasformata . 

Cosi  nel  (  N.^  pcec.  ) ,  ove  w  3 ,  abbiam  veda* 
to  essere  ir=r  i .  2  •  j  =  6  • 

93.  Eseguite  le  n  permutazioni  della  (A) 
/(A-')(x")(^"')(.r^}.....(;rH),  Jc  radici  della 

Trasformata  saranno 

y  =/(r')(Ar")Cr"')(y'').,..(;r(-)), 
y"  =/(  x"  )(  X'  X  )(*•  ')•...(  )  . 
y  =/(;e"')(x")(A-'Xx')....(;c2'), 
j,'  =/(r"X*")(^"')(Ar  )....(*<">), 

/  =f(r)(x"){x')(x'')....ixH), 
/'  =/(;^'X*"'XA-")(;r")....(A-<'"),  • 

/'  =/(y"xyx*")(^")...«(^'"").  - 
y  "=/(*"  K*"  )(*  "X   ) . . . .  C'^-»  ) . 

ec*  ec«  ec. 

94.  Se  la  supposta  (A) sia  razionale,  abbia* 

mo 
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mo  nel  (N.**  92  )  a«j"jer!to  ^  e  dimostrato  ,che  ge« 
neralmente  parlando  il  grado  della  Trasformara  sa* 
là=:ir=i.2«g*4-**-  ««•  Si  è  detto  generai- 
merite  parlando  ,  poiché  se  le  permutazioni  della 
(  A  )  ci  danno  dei  risultati  tutti  disuguali  fra  lo- 
ro ,  la  cosa  è  sempre  vera  a  tutto  rigore  ;  mt  se  al-  . 
cuoi  di  questi  risultati  sono  fra  loro  uguali,  in  al* 
lora  il  numero      ci  esprimerà  bensì  il  grado  del- 
la Trasformata  in  cerro  modo ,  ma  non  già  con 
tutta  Ja  precisione.  Che  succeda  in  questa  suppo* 
Sfzione,  noi  Io  vedremo  fra  poco»  premesse  Ieos« 
servazioni»  che  seguono.» e  cne  succeda  poi,  men» 
fre  la  (A)  sia  funzione  irrazionale 9  lo  vedremo 
in  altro  Capo  • 

95.  Fatte  le  permutazioni  tutte  della  f(x') 
(jf"  )(r"'),e  scritti  i  risultati,  come  qui  sotto 

I.^  /(  X  )(  X"  )(  X'"  )  ,     2/  /(  X'"  )(  X'  )(  X"  )  , 

5 . V ^  ^"  )(  )(  )  s  6/  f(x"  )( x'')(x'), 
supponghiamo ,  che  una  di  tali  funzioni  sia  ugua* 
le  ad  un  altra  qualunque  corrispondente  ,  che  per 
es.  sia  la  I.*  —  alla  4.^  Tale  uguaglianza  potrà  suc- 
cedere in  due  maniere  diverse ,  primo  pel  valore 
panicolare  delle  radici  9  secondo  per  la  forma  della 
funzione  ;  nel  primo  caso  le  due  funzioni  dovranno 
cvideoiemente  «sser  tiguali  fra  loro  solamente  in 
certi  casi  determinati  ;  nel  secondo  si  avrà  V  u* 
guaglianza  ,  qualunque  valore  diasi  alla  x  .  Siano 

per  ts.  le  dut  funzioni  ^-       ,  x'^-^x"  x"* ,  e 

n  £ic« 
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faccUmo  in  amendue  la  pènnùtazione  di  x"inx"'i 
la  prima  diverrà         »  la  seconda  x'^^x"  x"i 


ora  se  si  vuole  »  che  la  sia  =  '       '  9 

questo  non  potrà  succedere  »  che  mentre  abbiano 
le  9  collocare  come  si  ritcovano  certi  particola- 
ri  valori  ^  mentre  per  es.  sia  x'  =  10  9-  jr"  ^  7  » 

H*^9c"  10—7 

jr'"=:a  ,  risultando  da  ciò  = — *  • 

•x"      10  —  2   ,^ 

^TT-  =    ^  =  I  ;  ma  se  >  supposto  ^  =  10  , 


X 


:r"  =  7  ,  abbiasi  y  '  =  j  ,  ottenendosi 
S2ll7  =  J.,£r£=I£i:i=  J.,non  potrà 

x'  — -  x"       jk'   x"'  • 

essere  — rr—  =  ^      ■  >  Al  contrario  la  funzio- 


ne —  jr'  jr"'  essendo  =  x'^'-x'"x'  a  cagio- 
ne della  sua  forma ,  e  però  indipendentemente  dal 

valore  particolare  delle  radici  ,  tale  uguaglianza 
sempre  si  verifi  berà ,  qualunque  valore  si  attri- 
buisca alle  x' ,  x"  ,  x"\ 

Se  le  permutazioni  s?  eseguiscono  sulla  funzio- 
ne generale  (  A  ) ,  è  chiaro  che  potrà  farsi  lo  stes- 
so^discorso ,  e  la  distinzione  medesima  nelle  ugua- 
^^anze,  che  abbiamo  ora  esposte.  • 

96*  Supponghiamo  inoltre  ,  che  sopra  due 
funzioni  corrispondenti  uguali  eseguiscasi  una  me» 
desima  permutazione  j  se  queste  supposte  funzio- 
ni - 
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ni  sono  uguali  per  la  loro  forma  »  come  le  due 

x'*^x"'x"  (  N.^^precO,  in  allo» 
tak  uguaglianza  dovendosi  conservate ,  qualunque 

quantica  pongasi  in  luogo  della  x  in  amcndue  le 
funzioni  nel  tempo  medesimo  (  M.**  prec.  )  ,  ne  vie- 
ne che  essa  dovrà  conservarsi  ancora  sotto  la  per- 
mutazione supposta ,  non  facendosi  con  questa  ,  che 
porre  in  entrambe  nel  tempo  stesso  in  luogo  del* 
fa  X  certi  determinati  valori  diversi  dai  primi  •  Co* 
Si  permutando  nelle  x^'-x"x*\x*—x"'x'  la 
X  nella  x  ,  la  x"  nella  x'  ,e  la  x'"  nella  x  ,ne 
verranno  le  dae  funzioni  x'"*'  —  x'  x"  ,  x'"^  —  x"  x* 
Uguali  totalmente  fra  loro,  come  lo  erano  fra  loro 
le  x'  —x"  x"  ,  x"  ^x'"  x" .  Ma  se  le  funzioni 

X   —  -V       X  - —  y 

supposte  f  come  le  due  ,  ^  sono  fra 

loro  uguali  soltanto  per  certi  particolari  valori  del- 
la.C  ì^-**  prec  )  1  allora  sotto  la  pern  urazio- 
ne  cambiandosi  la  certa  posizione  di  quelle  certe 
determinate  radici ,  da  cui  solo  dipendeva  Y  ugua« 
glianza ,  ne  viene  generalmente  parlando,  che  le  due 
nuove  funzioni  dovranno  risulcar  disuguali  •  Cam» 


biamo  per  esempio  nelle  — bt-  »  — t —  la  x  nel* 

la  x"  lasciando  la  x"  al  suo  luogo,-  ne  nasceran* 
no  perciò  le  funzioni  ,  '  ;  ora  men- 


X  X 

ji    ni 


tre  x'^io^  X  =  7 ,  x"  =  2 , abbiamo  bensì 

— JC"  V" 

■        =    ^,    (  N."*  prec.  )  »  ma  non  abbiamo 

n  z  già 
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già  — -jr-=  r—  »  risultando 


X"     ^      X'  ' 

=  —  I  ,   r— =-~^=:— • 

'         X  IO  IO 

97.  Se  due  delle  n  funzioni  del  (  W  9}  )  sonò 
per  là  loro  forma  fn  loro  uguali ,  saranno  fra  lo^ 
IO  uguali  a  due  a  due  anche  tutte  le  altre . 

Abbiasi  la  y'  =  /(  x'  )(  x"  )(  x'"  )(  x'")  . . .  (atH ) 
tale,  che  per  la  sua  forma  s^a  ^  y'"  ~  f(x"')(  x") 
...(Ar<*^).  Ciò  posto  si  eseguisca  nel 
medesimo  tempo  in  amendue  le  y  ^y"  un*  eguale 
permutazione  ,si  cangi  per  es.  la  x  in  jr"  ;  ne  vetb 
ranno i  due  risultati /(  x"  )(  x'  )(x"'  )(  x"') . . .  (rH)  ^ 
fix'"  )(  x  )(  x"  )(  x'"")  . . . .  (  Ar<'">  ) .  Ora  qucsri  non 
sono  evidentemente  ,  che  due  delle  w  funzioni  del 
(  N.""  93  ) ,  cioè  le  due  /' ,  y  ' ,  e  deggiono  frat- 
tanto  pel  essere  uguali  fra  loro.  Dun- 

que  lo  stesso  discorso  facendosi ,  qualunque  altn 
permutazione  eseguiscasi  in  entrambe  le  y,  y"\ 
ne  segue  chiaramente,  che  tucre  le  permutazioni 
nate  corrispondenremente  da  simili  permutazioni, 
e  perciò  tutte  le  tt  funzioni  del  (  N*<^  93  )  dovran* 
no  essere  uguali  fra  loro  a  due  a  due  • 


Se  sia  per  cs.  ^'  =  jf  4-  xi"  —  ■  ^^^^     e  pc«* 


Al") 

risulterà  j'*  ^y^"  ;  ed  eseguendo  un*  altra  permu- 
ta- 


Uigiiized  by  Google 


noi 

tastone ,  quella  per  etempio  di  x'  in  x"^  ^  otter- 
remo y'^rrjr^'"  ,  e  così  di  seguito  • 

98.  In  egual  modo  si  dimostra  ,  che  se  tre  , 
ciuattro  5  ec  delle  funzioni  del  (  N.*  93)  sono  u- 
guali  tra  loro  per  la  loro  forma  »  ancora  tutte  le 
altre  saranno  Ira  loro  uguali  a  t «e  a  tre ,  a  quat* 
tro  a  quittrov  ec.  •  Che  se  due,  o  più  delle  stea* 
se  ir  finzioni  si  uguagliano  fra  loro»  non  per  la 
forma  ,  mà  pel  valore  particolare  delle  ar  (  N.^  95  )y 
in  tal  oso  è  facile  il  vedersi  dal  (  N.®  95  )  ,  che 
non  si  verificherà  il  Teorema  precedente ,  e  la  u« 
guaglianza  perciò  non  potrà ,  generalmente  parlan- 
do f  conservarsi  tra  le  altre  funaioni  »  che  riman- 
gono. 

99*  Poiché  nella  supposizione  del  (  N.^  97  ) 

•  le  n  funzioni  sono  tutte  fra  loro  ui^uali  a  due  a 
due^e  quindi  i  valori  diversi  della  j  sono  dinu* 

mero  — ,  ne  segue ,  che  se  nell*  Equazione  propo- 

■ 

sta  (      91  )  volessimo  una  Trasformata ,  la  qua« 
le  comprendesse  le  radici  tutte  sì  uguali  9  che  di-  ^ 
suguali ,  essa  bensì  verrt^bbe  del  grado  «r  (  N.^"  92  ); 

ma  volendosi  quella  Trasformara ,  la  quale  non 
comprende  f  che  le  radici  disuguali  ,  e  quella 
che  solo  a  tutto  rigorosi  ricerca  >  essa  risulterà 

del  grado  — .  Così  pel  (  N   98  ) ,  se  la  y'=:fix) 

(jr')(x"')('^)*»..(A-i->)  è  di  tal  forma,  clic 
conservi  sempre  lo  stesso  valore  ,  facendo  tre  ,  quat- 
.tro  j  u  ^lù  permuu^ioni  diverse  >  la  vera  Trastor* 

ma* 


« 
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ir  ir 

mata  diverrà  del  grado  —  ,  —,ec..  Nell'altro  ca- 

so  poi  del(  N.®  98  )  è  chiaro  9  che  non  pown^i  a- 
vere  in  considerazione,  che  casi  parrìcuhri ,  e  che 
la  Trasformata  coli'  escludersi  delle  radici  uguah' , 
si  ridurrà  al  grado  ir  —  i,  tt  —  2,ec.,  secondo 
che  due ,  o  tee  ^  o  ec«  sono  i  valori  della  y  tra 
loro  uguali. 

loo*  Chiamiamo  n  il  grado  della  Trasformata  ; 

se  sia  y  =/(jf',^"X (jc^'")  )  ,pci 

IT 

(N,*3  ,  97  )  ne  verrà  »^  —  .  Se  pongasi 

y  =/(4f' ,  x"  ,  x"  xH  ) ,  non  can- 

giando la  y  di  valore ,  qualunque  permutazione 

si  faccia  tra  le  x' ,  x"  ,  x'"  (  N.*  g  ),ne  viene  che 
si  avranno  i  .  ,2  .  ^  =  5  risultati  della  nostra 
funzione  per  la  forma  tra  loro  uguali  (  N.°95), 
c  però  i  valori  tutti  della  y  essendo  tra  loro  u* 
guali  a  6  a  6  (  N*^  98  )  »  la  Trasformata  diverrà 

.del  grado  »  =     ^T"!^*      ^8***^  modo  >  se 

abbiasi       fix\x\  x"  ,  jt'^)  • . .  (;rH),  ne  ver- 

"  ^^  =  ,  .  .  (**^'*3  >9S  ).  Se  sia  y  =s 

,  x"  ,       A-^,  AT^)  . ...(  jrH  ) ,  avremo  »  = 

 ^  =  —  ,  e  cosi  01  seguito . 

loi.  Pertanto  supponendo 
y^f  ix  ,  . . •  •  arH )  ,  giacché 

in 
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in  qoesto  caso  risulta  n = —  — —    —  —  i 

(  INI.**  j  ) ,  ne  viene  »  che  una  funzione  ,  come  la 
proposta  9  di  tal  forma  cioè  che  resti  sempre  la 
medesima ,  qualunque  permutizione  si  faccia  fin 
tutte  le  X  ,  x"  ,  ;r  "  ,  ec,  ;r^'">,  ne  viene  dico  ,  che 
essa  dipenderà  da  una  Trasformata  dt  primo  grado , 
e  potremo  perciò  determinare  il  suo  vai  ore  col 
mezzo  della  data  senza  scjogiiere  Equazione  digra* 
do  maggiore  deJ  primo. 

102.  Supponghiamoy  =  /( x\  x" )(  x*'\  x" ) 

 dovendo  questa  funzione  rimanere 

la  stessa  »  comunque  si  cambiino  fra  loro  Je  x* ,  x'* , 
come  pure  tra  loro  le  altre  x"  ^  ^  ,  i  valori 
della  y  dovranno  tutti  esser  uguali  fra  loro  a 
1*2. 1.2  a  1.2. 1.2, e  avremo  perciò  corris- 

.  poodentemente  n  =  ^ — 2[  —  — .  Così  nella  i- 

potesi  diy  =/(  X' ,    )(  'x'"\  x\x^  xH), 

Qucrremo  n  =  77777777^  =  H  *  ^  8^»^'*** 

supposto  jf'= /(  x\  ^x"  . . .  ,r^')  )(  x^*^'^  ^  x^*^*)  ^ 
;r<*^*> , . .  •  ;rt*         -  *-^') ,  jr(-  ^^-^*) ,  x^-^^i)  ) 

•  •  •  «  ne  verrà   •  ^  ,      — — 

1 03 .  Sia  finalmente  y'  uguale  ad  una  funz  one, 
in  cui  non  si  contengano  che  alcune  delle  raditi  del* 
la  data  ,  se  ne  contenga  per  es.  un  numero  X  , 
cosicché  abbiasi  ^'  =  (  jt'  )(  x' ){x' )  . . x^^>  ). 
Sommiamo  con  questa  tutte  le  altre  m—ìi  radici, 

che 


V 
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che  rimangono ,  moltiplicando  ciascuna  per  lo  zero^ 
non  aiterandosi  per  ciò  il  valore  delia  funzione  pro- 
posta ,  otteremo  j  =/  (  'x  )(  jr"  )(  jf )  • . .  •  t 

4- (  o  ;rt^"*"'>4- o  Jc^'^-^*> 4-0  jr^ 4. . , ,  4.  o  ; 
nà  questa  altro  non  è)  che  una  Arnione  della  for- 
ma y  ^/(  x'Xy'X  ^"')  .... 

C  x^^^  ,  jr<^-*-*>  ^  e  ta. 

leess€odo  ,  conduce  ad  una  Trasformata  dei  grado 
tr 

,  (N.^  100).  Dunque  avendo- 

si  7  =  I  •a»3...(«i— X)(ji»-^4-i)(«»— X-h2) 
•  •  •  •  10  «  e  però  '  ■    ^  — r-r  == 

\  »  2  .  ^  *  >  .(iw»X  jfm—X  4-  I  )(  w~-X-4-2  ) . ,  .  w  ) 

I*2»3  (IW— X» 

(«•  -  X-h  I  )(« — X-+-i)(  w  — X-Hj  )  .. .mr  = 
i»(air  — iK»— 2)(ii»  -  3 )...•(«  —  (A-^  1)^ 
laÀ  questo  nunoero  =  »  v  <>ssta  ci  esprimerà  il  gra« 
do  della  Trasfv>rmata  corrispondente  alla  suppo* 

sta  funzione  y         x  ){x"){x"  )....(  x^^^)  • 

104.  Replicando  quanto  si  diase  ai  (N.'  102,  i^j)» 
vedesi  9  che  qualunque  funzione  della  forma 

f(,x\x\x\  

(  jr^-^") ,  x<-+*)) ,  ....  jrf**^>  ) 

(x<*^^«>),(;rC'^^»)  )  (x^^)  ci  darl  una 

Trasformata  del  grado 
m(M'iX'**2)    ».fw — <X— i) 

.  ,  ,  —  :: —      ■  ;  e  se  sia 

y  = 
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y  =/  (    ,  Af" ,      *'%  avremo 

'  m(  fn  —  \)(  ni  —  2  ')....  f  w  —  f  X  —  l  ) 
m  =  — — —  )  , 

105.  Data  1'  Equazion  generale 
x"*-^  A  A'*'"'  -h  B  ec.  =  o  ,  trasformar  que« 

sta  in  un'altra,  di  cut  sia  radice  una  qualunque 

funzion  razionale  fix  ){x"  ){x"'^  C     ) . 

Sunponghiamo  essere  jr*  +  L j^*^'  -f-  M^"-*  -|- 
Ny*'+ec.:=o  la  Trasformata  f  che  si  domanda  ; 
è  chfaro  che  avremo  sciolto  il  Problema  ,  ogni 
qualvolta  avremo  determinaro  il  valore  dell'  espo* 
nente  »,  e  quello  dei  Coefficienti  L,  M,N,  ce.  • 
Ora  rapporto  ad  n  ,  conosciuta  la  forma  della  da« 
ta  funzione  y  conosceretno  immediatamente  il  va* 
lore  di  essa  n  col  mezzo  dei  (  N.^  prec.  )  ;  affine 
poi  di  determinare  i  Coefficienti ,  è  necessario  il 
premettere  le  seguenti  riflessioni .  Chiamate  y  '  i  y  "  y 
j"',ec.  ,        le  radici  dtila  Trasformata  ,  poiché, 
fatta  astrazione  dai  segni ,  L  uguaglia  la  somma  di 
queste,  M  è  uguale  alla  somma  dei  loro  Ambi, 
N  è  uguale  a  quella  dei  Terni,  ec.  (  N  •  ji  )  , 
evidentemente  avremo  ciascuno  di  tali  Coefficien* 
ti  uguale  ad  una  funzione  della  forma 
/  ( 7  ^y  ^y  "  5    --y'^  )  •  Ma  ottenuti  ,  come  nel 
(  N.**  93  ),i  valori  delle  y  jjf"  ,  j^'",  ce. ,  se  faccia- 
mo in  questi  tutte  le  permutazioni  possibili  tra  le 
ir' ,  x" ,  JT  ,  ec.»  essi  peiC  N.^  prec.)  non  fanno  che 
restare  gli  stessi  ,  o  cangiarsi  gli  uni  negli  altri  ; 
dunque  nei  Coefficienti  L  »  M ,  N  ^ec.  ponendo  in 
luogo  delle  y  yy" »  ec«  i  valori  corrispondenti 
. .  o  .in 
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in  x*' ,y        ce,  essi  risulteranno  tante  fun- 
zioni di  queste  radici  tutti  della  forma  y 
/(  x' ,  x" ,  x'"  , .  • ;rW  ) ,  e  raadonali  •  Ora  noi 
sappiamo  dal  (M*foi  ),che  il  valore  delle  fon* 

zioni  razionali  di  tal  forma  può  sempre  determi* 
narsi  col  mezzo  della  data  ,  senza  sciogliere  Equa- 
zione alcuna  di  grado  m^iotfi  del  primo  •  Dun- 
que riceicando , come  negli  esempi»  seguono 

col  mezzo  dei  (N.*  j  1,3 j, 3^,41  •  4^» 4?)  «:  , 
mili  valori  5  noi  otterremo  i  valóri  dei  Coefficienti 
L ,  M ,  N  ,  ec. ,  e  avremo  così  sciolto  con  tutta  U 
generalità  il  problema  proposto. 

io6.  Data  i'  Equazione  di  terzo  grado  ^'-4- 
ax^^bx-^e^o^  vogliasene  un'  altra,  le  cui 
fadtci  siano  le  differenti  somme  delle  radici  della 
data  prese  a  due  a  due* 

Chiamate  x\  x"  y  x'"  le  radici  dell*  Equazione 
proposta, ed  y  una  delle  radici  della  Trastorma- 
ta, avremo  perla  supposizione  y'  —  x  -f-  x  .  Ora 
questa  ella  è  una  funzione  della  forma /(  x'  fX  ); 
il  grado  adunque  della  Trasformata  che  si  cerca» 

dovendo  pel  (N.*  104  )  essere  =  —  

i-i  =:  3  ,  giacché  i«  =  3  ,  X  =  2  ,  essa  Trasformata 

diverrà    -h  Ly*  +  M  y4-  N=  o,  e  le  sue  radici 

saranno  y— jr4-:^,_)l       x  -hx         — r  -f-x 
Affine  presentemente  di  determinare  il  valore  dei 
Coefficienti  L,M,N,  ec,  osservo,  che  abbiamo 

N  =  — yy  y"  (N.*»30ì  sostituendo  adunque , 

e  ri' 
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e  riducendo ,  sarà  L  =— (i  Af'4-  i  jf"-+-  2  *•"'), 
M  =  4-(  *'»-l-*"*H-«"'»-f-3*'*"  +3*'*"'+ 
3  *"  x'"  ) ,  N  =  -(  y»     -4-  *'      -t-  ;c"' 

jr  jr  *  H-Jif  *;r  H-;r^*4-2Xjrx),  ossia  pei 

N  =  -  (  ^ :r  jf*  -h  2  y  y  x" )  i  e  finalmente  pei 

i^'  31  >  35  >40  L=:  2  4  ,  M  =  «*  — 2A-4-3Ì 
=  N  =  —  (  jf— ili  — 2r)  =  4*  —  r  . 

Pongo  pertanto  quesri  valori  nella  supposta  E- 
quazione  in  jr,  clajr^  H- 1  ay^  '\-(a*-^b)y-+-(ab 
•^r)  =  OyChe  ne  risulu  y  sarà  la  Trasformata  richie- 
sta. 

Sia  per  eacropio^r  =  t  j,4f"'=:5,  e  pc* 
lò  <i  =  ^^,*=  23  ,  r  =  — 15,  ed  x^  —  gx*^ 
^ix  ^  iS^o  r  Equazione  data •  Otterremo  in 
tal  casa  2  ^  —  —  i8  -Hi  —  104,4^  —  ^  =  —192, 
onde  la  Trasformata  sarà  —  18  ji*  -h  104  192 
=:  o ,  di  cui  le  radici  sono  y'  =  4  ,  y"  =  6  ,y"=  8, 
uguali  per  V  appunto  alle  radici  della,  data  som« 
naie  fra  loro  a  due  a  due . 

1 07.  Ritenuta  V  Equazione  istessa  del  ( 
prec.  )  »  un*  altra  se  ne  voglia ,  di  cui  sia  radice 
la  funzione  del  (  N.^  ^6)  x^—  x  "  x'". 

Essendo  la  proposta  funzione  della  forma 
fix  ){x"  9x")y  avremo  pei  C       100)  «  =  •+' 

"~^-3>edj*  +  Ly-f-Mjf  +  N— o  ia  Tras- 
formata, di  cui  /  =  Jt'»  —x"  x"\f  =;r"»  —  jr'  jr'" , 
jf'"  =  jr'"*     x'  x"  saran  le  radici .  Oxa  sostituisco 

o  2  nei 
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nei  valori  dei  Coefficienti  L  =  —  (  V*  -f  y"     v  "  )  » 

M=4-(yy'-f^y"-hy'y") ,  N=z-^y  yy 

i  valori  espressi  col  mezxo  delle  x'  ^  x"  ^  x'"  ^  e 
riduceado  avremo 

M  =  +  (  ;r'*  x"^  x'"*  +  Jt"*  a:"'*  —  (  at'J  at" 

H-  (  4-  X  x"*  x'"  4-  X  x"  .v'"»  ) ) 

z=^^xx*—Txi  x-h^x(x'  x'x"), 
N  =  H-(4f'3       H-ya  x'"i^x"^  x'"i  ) 
-(^-^  jr"y"H-  y  jr"4  x'"  +y      ,v"  '4  )  ^  v" » 
—  :S  .r3  {x  x"  x'"  ).  Ricavo  dai  (       41  ,  47  )  i 
valori  corrispondenti ,  e  ouenendosi  L  =  i  —  ^ 

M=   ^xi  Xx-i-^  x^-^a  c. 


N  = —  —  4-  r  2  jr^  •  istituito  il  calco- 

2  ' 

Io,  ne  verrà  L  =  5^  — i^*  ,  M  r=  j  --/7»  A ,  N  - /;» 
—     c  ,  e  finalmente  y  -h  (  3  i  -  ^*  )y  +  (  J  i* 

Dalla  precedente  Jr^  —  px^+  2^  x  —  15  =  0 
ricavandosi  3  i  —i^  =  —  12  ,  j    —  4*  *  =  —  2 

r=  12^2,  la  Trasformata  corrispondente  sa* 
rk  —  1 2  y  —  2  75  y  4-  f  2  ^  2  =  o  ,  e  le  radici  di 
questa  ^'=:  — 14,^  —  4,  ^"'  =  22  uguagliano 
appunto  le  tre  funzioni  x'^  —  x"  x'\x"^  —  x  x"  , 
x'"^  -  y  4r",  avendosi  ;r  =  i ,  ;r '=3  ,  jr' '  =  j 
(  N.*  prec.  )  • 

108.  . 
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icS.  Ridurre  la  Equazione     -f-z/z*  4- z  -=h 
/— o  ad  un'  altra,  le  radici  della  quale  sianole 
diferenze  a  due  a  due  delle  radici  della  data» 
Affine  di  facilitare  il  calcolo  t  supponiamo 

— —,  riduco  r  Equazione  data  ad  un*  al* 

5 

tra  priva  del  Coefficiente  del  secondo  termine,  e 
da  questa  deduco  imniediàtamente  la  Trasformata» 
Chiamala  essa      -i-ix^     c  =  o  %  avendosi 

%  ^x^  j,z        —j,z,   ^x   -^j,  ri- 

pongo  nella  funzione  »'  —  »" ,  che  per  la  ipote- 
si  ci  esprime  una,  delle  radici  della  richiesta  E- 
quazione  Trasformata  ,  ripongo  ,  dissi ,  i  valori 
corrispondenti  in  x^  risultando  da  ciò  ^'  —  sb" 

d  à 

— .  *   -T-  Y==^  "••^  9  faccio  icome 

precedentemente  (N.*  105  ,  tà6 ,  107  ) ,  su  questa 
jt"  i  raziocini!  dovutile  il  calcolo  opportu- 
no. Essendo  essa  una  funzione  della  fornia/v,,v  )(jr"), 
a  cagione  di  —  ^  ,  X  —  2  ,  ne  verrà  n  —  i  ,  i  ~  ^ 
(N.^io^  ),  e  quindi  la  Trasformata y L_y^  + 


loco  questi  valori  delle  radia  nei  Coefficienti  L  = — 

iy  -f  y  V  y"  4-  y'^^  ec.  )  »  M  =     ( y  y"  -f  y  y" 
y  y'^     ec)  ,  ec. ,  e  fatte  le  riduzioni ,  poiché  ci 

risulta  L  =  o,  M=^  2jr*-4-2  sTjr',  N  =  o, 

Vz=L^x'^^i^xx^'\'i^xx\  d—  o, 

R  = 
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1  S  jr*  j?7  +  2;rjfx*,  col  mezzo  dei  (N.^ji, 
41 ,  47  )  otterremo 

M-ih-^x^  ,P=( j^-4 

R—i^x^:^x*'—S:^x'-^6::-x^^xi'-' 

4  S  jfJ  2:  X»  2  r-f- 2:  5:  ^  r  ,r-f"4  )  •  Ciò  ri- 
trovato ricorro  ai  Teoremi  Newtoniani  (  N,**  ^5  ), 
e  A  cagione  del  CoefEciente  del  secondo  termine 
ss  zero ,  avendosi  2jf  =  o,  2^»  =  — 2^,2  4fJ 

^  2     5  colla  sosnruzione  ci  risulterà  M  =  4^> 

4-  ,^     )  =  o  sarà  la  Traslorma- 

che  proviene  dall'  Equazione  m  ^.  Ora  per 

cagione  di  «=    — abbiamo  ^  =  ^  ^> 

e  =  f—i£^^  ;  sostituendo  adunque  otterremo 

5(^_^)3+,^(/^^  +  _-)')  =  o,  e 

questa  sarà  finalmente  la  Trasformata  risuluntc 

dalla  proposta  z^-^iiz^-\-ez>-hf^o* 

log.  Nel  modo  medesimo  dei  (  N.*  prec- )> 
e  con  le  regole  accennate  potremo  eseguire  pre- 
sentemente una  qualunque  trasformazione,  nien- 
ere  però  la  data /(jr')(;r")(jr'" )..... ...(^^-0 

sia  una  funzione  razionale  •  Nei  casi  particolari  9 

come  in  quello  del  (N.^prec.)»  e  come  in  quei 

tilt- 
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tutd  del  (  Capo  prec.  ) ,  nei  quali  il  rapporto  fri 
le  radici  della  Trasformata ,  e  quella  della  propo« 

$ta  è  assai  semplice,  potremo  talvolta  con  parti- 
colari artifizii  agevolare  il  calcolo,  d'  altronde  il 
più  delie  volte  brigoso  ,  mentre  1*  Equazione  da- 
ta «ia  di  grado  superiocCf  e  la  data  fuasione  sia 
complicata  • 

CAPO  SESTO, 

ÙiUa  Eliminazione  »  e  del  Modo  dì  togliere  i 
RadteaU  da  m»a  ioié  Baeimtim  • 


Ilo.  Oappi^mo  dall*  Algebra  cosa  intender  si 
debba  col  come  di  Eliminizione  di  una  ,  o  più 
incognite  da  due,  o  più  date  Equazioni,  e  allo* 
jra  quando  1*  Equazioni  sono  di  primo  grado  ^  sup* 
f>ongo  noto  dair  Algebra,  come  eseguiscasi  una 
simile  operazione  •  Passeremo  ora  ad  esporre ,  co- 
me essa  medesima  si  faccia  nelle  Equazioni  Al* 
gebraiche  di  grado  superiore;  prima  però  di  far 
questo,  amiamo  di  accennare  un  altro  metodo  as- 
sai elegante,  oltre  gli  esposti  comunemente  nell' 
Algebra  ,  onde  eiimioare  le  incognite  nelle  Equa- 
zioni di  primo  grkio* 

III»  Vengano  proposte  le  due  Equazioni 
-Hf  rr  o  ,  fx-^ gy-^h-^io  ,  onde  es- 
pone su  di  esse  questo  metodo  dì  eliminare . 


Mol- 
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Moltiplico  a  tal  fine  la  seconda  di  simili  E« 
qoazìoni  per  una  quantità  da  determinam  M  ,  é 
poscia  la  sommo  con  la  prima;  ci  risulterà  così 
una  terza  Equazione  ifM+Jt)x-^(gM-hb) 

(  i  M  4- )  =  o  ,  in  cui  la  quantità  M  può 
detecoÙQarsi  ad  arbitrio  .  Determiniamola  pertanto 

in  maniera ,  che  abbiasi  /  M    ^  ^  o;  dovrà  per* 

ciò  essere  M  =:  —  y ,  e  la  nostra  Equazione  di- 
verrà M-f-^)jf-+-(4MH-r)=:o,  ossia  sosti- 
tuendo >  ( *  —     )jf -f  (r  -  y)  =: o, Equazione^ da 

cui  si  è  già  eliminata  la  x  •  Che  se  sì  voglia  eli* 

minare  la  y ,  cerco  di  determinare  la  M  per  mo» 

do ,  che  divenga  zero  il  cotfficiente  della  y ,  e 

suppongo  a  tal  fine  ^  M -t^-i  =  o  j  ricavandosi  da 
h 

ciò  M  =  —  ^ ,  Tiduco  la  nostra  Equazione  alla 

(/M  4-^)jrHh(AM-+-r)=:o,  sostituisco  tn  luo« 
go  di  M  il  valor  ritrovato  «  e  T  Equazione 

b  f  hb 

(ji  )jr4-(r  )=:oquclIa  sarà^che  ri- 

sulta  dalla  eliminazione  della  y» 

112.  Eliminare  due  qualsivogliano  delie  in* 
cognite  dalle  tre  Equazioni 

a  X  -^hy-^-^cm  +  J=o^ 

9»  x-\-  n  y  -\-  f  z  +  ^  =  0. 

Moltiplicata  la  seconda  di  queste  per  un  inde- 

teimmau  M  »  e  la  terza  per  un  altra  N  ^  le  som* 

mo 
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mo  Insieme,  e  mi  risulta  così  1*  Equazione 
(tf-f- /M-f-iwN)  :r+(A+^M4-»N)y 

Volendo  ora  eliminare  la  x  ^  e  h  suppongo 
m-/M  4-  ^;Nrr:o  ,  M-f-//N  ^  o  ,  determi- 

no da  queste  Equazioni  i  valori  corrispondenti  di 
M,  e  di  N  (  N.**  prec.  ) ,  li  sostituisco ,  e  T  E- 
quazione  (c-hiMH-/»  N )  2^H-( //-f- /M  H-f  N  ) 

.    .  c      h(  a  n  —  b  rti)         (  b  f~  a  g) 

=  o ,  ossja  (  — —^J7  '  

e  — fM  )  —  o  »  esscn* 

gm  —  jn 

•  priva  delie  x  ^  y  ^  sarà  la  richiesta .  Se  fosse 
staio  domandato  di  eliminare  le  x  ^  avrei  sup« 
poiro  4  +  /MH-wN=:o,f4-iMH-/N=o, 
onde  mi  risultasse  T  Equazione  (i^-^  M  +ir  N  )y 
-4-(  </-4-/ M-f-f  N  )=:o  ,  e  quindi  avrei  deter- 
minati pel  (  N.°  prec.)  ,  e  poscia  sostituiti  i  va- 
lori corrispondenti  di  M  ,  e  di  N  .  Finalmente  vo- 
lendo, che  sussista  la  sola  a- ,  supporrò  b-^gM. 
-4-i»N=:o,c-+-AM+^N  =  o,e  poi  prosegui* 
rò  il  calcolo 9  come  precedentemente. 

li].  Se  le  Equazioni  date  sono  quattro  con 
quattro  incognite  al  primo  gradone  vogliasi  una 
quinta  Equazione  con  un'  incognita  sol  i  ^  molti- 
plico le  tre  ultime  delle  Equazioni  date  per  le 
indeterminate. M ,  N,  P,  in  seguito  sommo , co- 
me nei  (N.^  Ili  9  112  ),  tutte  e  quattro  te  Equa- 
zioni insieme 9  prendo  nella  £quazion,che  risul* 
ti  I  i  cocffidemi  delle  tre  incognite  »  che  voglionsi 

p  di' 
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elimiiUfe ,  li  uguaglio  allo  2ero,  determino  quin- 
di pel  (N.*  prec.)  i  valori  di  M,M,P,  li  so- 
stituisco ,  e  r  Equazione ,  che  finalmente  me  ne 
risulta  )  non  contenendo  che  un  incognita  sola, 
quella  sar^ ,  che  domandavasi  • 

Qualunque  sia  il  numero  delle  Equazioni ,  e 
qualunque  quello  delle  incognite ,  coi  metodo  ac- 
cennato potremo  sempre  ottenere  la  chiesta  eli* 
minazbnè^  purché  le  incognite  montino  solamen* 
te  al  primo  grado  ;  che  ae  esse  lo  superano ,  con« 
viene  ricorrere  ad  altro  metodo  9  qual'  è  il  se*  ^ 
guente. 

114.  Date  le  due  Equazioni 

A     H-  B  y^» -H  Cjr'"*-H  D  j^*"-*  H- €€•  =  o  , 
+  hf-^  H-^/-*  -4-  ec.  =  o» 

nelle  quali  i  coefficienti  A ,  B  ,  C ,  ec.;  ,  *  ,  r  , 
ec.  non  sono,  che  tante  funzioni  della  jr,  elimi- 
nare dalle  medesime  T  incognita  jr. 

Prima  d'  intraprendere  1*  operazione  conviene 
distinguere  due  casi  principalmente;  o  a»  =  ii,  o 
m'>n.  Sia  primieramente  m^n^  ed 

Ay*  -1-  B^'"- «  H-  C^*-■-^  D  jT^^  -4-  ec.  ==  a , 

af-^  hf^  +  fjT**  4-  df-^  -i-ec.  =  o 
siano  le  due  Equazioni  date. 

In  questa  ipotesi  comincisi  dal  moltiplicare  la 
seconda  Equazione  per  A  ^  sottraggasi  dalla  prima 
mokiplicata  per  tf,e  ne  risulterà  una  t^tizy  nel- 
*  la  quale  il  màssimo  esponente  sarà  m  —  i  •  Di  nuo- 
vo si  moltiplichi  la  seconda  delle  Equazioni  pro- 
poste pei  A  X  4-  B ,  si  sottragga  dall'  altra  molti- 

pii- 
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plfcata  per  4Jf-Hi>  e  ne  nasceià  una  quarta ^ta 
CUI  m — I  esprimeÀ  il  massimo  esponente  •  In  si* 

mil  modo  moltiplicata  la  seconda  Equazione  per 
Ar*-f-BAr4-C,  e  sottratta  dall'  aiira  moltipli- 
cata per  ax^  -h^jf  +  r,  ne  avrò  una  quinta  pa- 
irimenti  del  grado  i  •  Se  continuerò  la  stessa 
operazione  »  adoperando  successivamente  i  molti- 
plicatori A  jr^  4-  B  jr*  -^  C  ;r-f-  D  ,    Jt^  +  *  -1- 

L  c  d X -\~  e  ^  ec. ,  finché  essi  moitipiica- 
tori  divengano  del  grado  m — i;  è  visibile,  che 
oltre  le  due  proposte ,  otterremo  un  numero  di 
Equazioni  ,  ciascuna  ddla  forma  oty"^^  -f-  /S^*-*^^ 
7 jr'*'^ -h  ec.  =  o ,  e  in  ciascuna  delle  quali  non 
si  contercanno  ^  che  le  prime  »  x.  potenze  del* 
la  y .  Ora  se  si  considerano  turte  queste  potenze , 
come  tante  incognite  ditferenti  del  primo  grado  , 
abbiamo  un  numero  >n — i  d*  incognite,  ed  un 
numero  m  di  Equazioni  •  Dunque  coi  semplici  me- 
todi della  Eliminazione  dell'  incognite  ai  primo 
grado  iN.^  iti ,  112,  xij  )  potremo  da  queste 
Ottenere  una  Equazione  finale  »  in  cni  manchi,  to- 
talmente la  y ,  come  cbiedevasi  dai  Problema  • 

115.  Siano  per  esempio 

xy^  —  2  x*y*      'j  X  y-\-  x^  —  8  =  0, 

^  yi  ^  óxy  —  J      —  óxz=:m 

le  due  Equazioni  date.  Ridotte  esse  alle  due 

Aji» -f- B/ -hCjp-+- D  =  o  , 

ayi'^iy'  +cjr  +  i/=Ot 
dopo  aver  supposto  A=:;if,B=:— 2Jr*,C  =  7Jr, 

P2  D  — ;ri 
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—6x^  moltiplico  la  prima^ per  it i la  seconda  per 
A  9  sottraggo  i  due  risultati 

Aay^  -f  ^       +r  Ajr -l-rfA  =  o,  e  ri- 
tengo r  avanzo  (B^i--^ A)y  +  (C4— r A)JP 

-4-(D4  — ^A)  =  o. 
Fatta  in  seguito  la  moltiplicazione  delle  due  Equa* 
ziòni  date  per  ay-hh^      -f-  B ,  e  avute  le  due 
Aaf  +  iBa-^A^)y^'h(Ca-hBÒ)y*'^ 

(Da  \  Ch)y  -+-D    =  o  , 
A^y +  (Bi^H-A^)>^  4-(  A^  +  B^)/  + 
(Ai/+B^)Jf  -hB4/  =  o, 
sottraggo  la  seconda  dalla  prima»  onde  avere 
(Crf-Ar)j^*  +  (D^  — A/+C*— Bc)jf  -i- 
(D    -  B^/)  —  o  . 

Moltiplico  finalmente  per  ajl^  -i-by  +  c  +. 
Bjf  -f-  C  ,  ed  otTcngo 

A4j^  ■4-(BiS-+-A^)jf^-h(  Af4-Bè-|-C/«)jrJ  -i- 
Dr  =  0, 

Ai^y-|-(Eia  + Ai)y-4-(  Ac--f-B^-4-C^)jf3-4-  ' 
(  A//-^C^-i-Bf;/  +  CB//+Cr)j  -f- 

sottraggo  come  sopra,  e  ne  veri^ 

iDa-'hd) /H-(D*-Bi/)j^+(Dr-Ci/)=o. 

Suppongo  presentemente  B^-tA= /,C#-rA  'g^ 

•  D//  —  ^A=:^,  Ci  —  rB~r,  D^-B./:=i, 
De  —dC-  I^y*—z^  ostruisco  nelle  tre  Equa- 
zioni Ottenute  dalie  «otuazioni  >  e  avuti  i  risultati 
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^»H-(i  +  #)jr-h*=:o, 

elimino  da  questi  la  z^t  la  y  ;  li  riduco  pertan- 
to  pel  (  N.^  112  )   alla  ( /-4-^  P  +  i»  CL)  4- 

suppongo  P+*  Q=o , ^  4^ (  4+1  )  P + jè  Cl=  0, 
ritrovo  quindi  pel  (N.^iii)  P=  f^TI-^^.» 

jj^jTTJ^  *  sostituisco  questi  valori  nella 
i5f4-iP-l-/(i— o,cr  Equazione 

b  4  ^  ossia 

4-;  j»       4  i^fib^fk^^fil^  ^*  /=  ò 

mancante  affatto  di  qualunque  incognita  ,  fuorché 
della  X  contenuta  entro  k  quanrirh/i^  ,  ec.  jsarà 
essa  1*  Equazione  richiesta  ddìì*  eliminazione  .  Per 
compiere  ora  il  calcolo,  non  avremo  che  a  porre 
in  luogo  della /,^,  6,  eci  SUGI*  valori  B  4  — i  A, 
Ca  —  rA,  Da  -  //A, ce», e  finalmente  in  luo- 
go delle  A^a^B  yi^ec^^i  valori  x ,  5  ,  —  2*», 
6x9  ec. 

116.  Supponghianìo  insecondo  luogo  w  >  » 
(  N.*  114  ),  e  sia  p  ,  cosicciìè  le  due 

Equazioni  date  divengano 
A  j'»  4-  B ji'--'  4-C 4-  D  j—^4- ce  =  o 
a  ym^f  ^  y  y  «-/-i  4.  c^y-'-*  4-  df-f-i^  ec  =  o. 

Moltiplico  in  questo  caso  la  prima  Equazione 
per  ^1  e  la  seconda  per  Ajf^ ,  onde  iaua  la  sot* 

tra« 


ii9 

trazioiie  di  quesu  da  quella  ^  ui/ altea  ne  derivi  , 
in  cui  il  massimo  esponente  sia  j»  —  i  *  Molripli» 
cata  di  nuovo  la  seconda  delle  nostre  Equazioni 

per  A  y^^^  -4-  B  ,  sottraggasi  dalla  prima  molti- 
plicata per  dy-^-hj  e  ne  avremo  una  quarta  del 
grado  US--  t  •  Otteoute  così»  oltre  le  due  date,  ai« 
tre  due  Equazioni  »  sostituiscasi  in  esse  il  valore 

ricavato  dalla  +  rjT"'  * 

-f-  ec.  =:  o  in  tutti  i  termtniTche  contengono  del» 
le  potenze  maggiori  di  j^*'^-';e  per  tale  sostitu- 
zione ridotte  avremo  amendue  qucsc'  ultime  Equa- 
zioni ad  uno  stesso  grado  m  —  f  —  \.  Applico 
pertanto  su  di  esse  il  metodo  di  eliminazione  del 
(  R*'  1 1 4  )  »  e  r  ultima  Equazion  »  che  xisulu  >  pri- 
va della  y  sarà  la  richiesta. 

1 1 7.  Suppose©  «f  =  3>»=2|/=i»  siano  per 

esempio 

le  due  Equazioni  date.  Ridotte  queste ,  come  nel 
CN.''  US),  alle  due 

A/ -4- By  4-C -f- D  =  o, 

a  y*"      b  y  +  f"0, 
moltiplico, come  qui  sotto, in  primo  luogo  la  pri- 
ma di  esse  per  4,  la  s^nda  per  Ajp>  secondaria- 
mente la  prima  ftx  ay-^-h  ^  la,  seconda  per  Ajr* 
+      ,  sottraggo  ,  e  avuti  i  risultati 
(B^  — èA)/  +  (C^  — c  A  )j^-Dài:=o,     • . 
(Ci?— fA)/-4-(D/?-hC^  -  f  B)^H-D^^o, 

sostitoisco  in  es^  9  ovunque  si  può  in  luqgo  di  y . 

il  suo 
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il  SUO  valore  — ^p-  ricavato  cUiU  seconda  del* 

le  Equazioni  date  ,  ne  verranno  cos)  le  due 

B )  —  o  ,  i 

(Aif^BachDi^  )jf4-(Af»-Ci»r-fDi»*)=o, 
nelle  quali  la  y  non  monta  che  al  primo  grado, 
e  dalle  qaali  per  conseguenza  eliminata  quest*  in^ 
.cognita  )  ne  verrà  la 

ÌCac—Ac*--D  aù)iAÒ*  +C  —Aa  e-^Bi  a) 
=  o ,  Equazione  priva  affatto  delia  y ,  e  in  cui  per 
conseguenza  non  dovremo  più  che  sostituti^  in 
luogo  delle  letcett  A  »  B ,  ^ ,  ec.  i  valori  corris* 
pondenti  »  ed  eseguire  le  multtplicftzioni  accennate 
Aay^  -^Bèy*  -^Cay  Da=io 
Aay^  -\-h  Ay*  -f  tAy  =o 

*  (B^  — iA)/H-(C^-rA)jr  +  Dtf  — o, 

A^y -i-(B<iH-^  A)y  H-(Ci<H-Bi 

(D/7H-Ci)^-f-Di  =  o 
Kaf  +  {Ba'^bA)y^'^(€A^Bh)y*^ 

fBy  =0 

*  *  (Gii  — rA)/H- 

(Di<  +  Ci— rB)^H-D*  =  o'. 
T  i8.  Vani  altr^  metodi  potrebbero  esponi  di 
eliminazione;  noi  però  oltfe  il  precedente!  non 

esporremo  che  un  altro  nel  Capo^  che  segue»  . 
e  CIÒ  9  perchè  è  quello,  i:he  con  tutta  esattezza  ci 

di* 
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dimostrale  ci  dà  il  grado,  a  cui  deve  ascendere 
propriamente  i*  Equazione  risultante  dalla  Elimi- 
nazione. Nei  casi  particolari  poi  alcuni  metodi 
particolari,  e  alcuni  arrifizii  non  di  rado  si  pre- 
sentano 5  per  cui,  deviando  dal  metodo  generale  , 
si  può  di  molto  facilitare  il  calcolo  ;  di  questo 
AC  vedremo  un  esempio  nel  (  N.^  122  ).  ^ 

119.  Potrebbe  il  numero  delle  Equazioni  da- 
te esser  maggiore  di  due ,  ed  altrettante  esser  V  in* 
cognite.  Volendosi  in  questi  supposizione  un'Equa^ 
zione  con  un' incognita  sola  ;  supposto  t  il  nume- 
ro delle  Equazioni  5  e  così  quello  delle  incognite, 
£acciasi  da  prima  col  metodo  precedente  scompa- 
rire una  di  queste  da  tutte  le  Equazioni  date , 
combinandole  «  due  a  due  per  modo ,  che  ci  ri« 
sulti  un  numero  i  —  1  di  Equazioni  con  altrettan* 
te  incognite.  In  seguito  da  queste!  —  i  Equazio* 
ni  ottenute  facciasi  nel  modo  istesso  svanire  una 
seconda  incognita  ,  riducendosi  in  tal  guisa  sì  le 
incognite  9  che  le  Equazioni  ad  un  numero  ^  —  2  •  • 
Proseguo  nella  maniera  medesima  ad  operare  su 

?ue8te  à^i  Equazioni 9  onde  ridurle  al  numero 
—  g  con  k  —  j  incognite .  Fmalmentc  segur* 
tando  sempre  ad  operare  nello  stesso  modo ,  e  fa* 
cendo  così  di  mano  in  mano  scemare  di  uno  per 
volta  sì  il  numero  delle  Equazioni ,  che  quello  del- 
le incognite,  è  chiaro  che  per  tal  modo  ci  ridur- 
remo ad  una'Equazione  finale  con  un'  incognita 
sòUf  come  era  stato  domandato  dal  Problema», 
tao*  Grande  è  1*  uso  della  Eliminazione  per 

la  so« 
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b  soluzione  àeì  Problemi  pratici ,  come  $i  è  ve* 
duro  in  tutto  il  decorso  dell'  Algebra;  ma  essa 
serve  pur  anche  assai  bene  per  la  soluzione  dei 
Problema  seguente* 

12  1.  Data  un'  Equazione  >  che  contenga  dei 
radicali,  liberarla  da  questi. 

Suppongasi  ciascun  radicale  contenuto  neil' 
quazione  proposta  uguale  ad  una  nuova  incogni* 
ta;  c  quanti  sono  i  radicali,  tante  nuove  Equa- 
,  zioni  quindi  nasceranno ,  le  quali  non  avendo 
che  due  termini  per  cadauna,  porranno  sempre 
liberarsi  dalia  irrazionalità  con  elevarle  alie  dovute 
potenze  ;  ciò  fatto ,  e  sostituite  nella  £quazìon  di^ 
ta  in  luogo  dei  radicali  le  indeterminate  corrispon» 
denti ,  onde  convenire  anche  questa  in  una  Equa* 
zion  razionale,  avremo  cosi  tante  Equazioni  ra- 
zionali più  una,  quanti  sono  i  radicali  supposti, 
e  quante  sono  le  nuove  incognite.  EJmìinate  dun- 
que col  metodo  insegnato  tutte  queste  incognite, 
giungeremo  ad  un'  Equazione  priva  delle  raedeii- 
me,  e  priva  per  conseguenza  dei  radicali , la  qua- 
k  altro  non  sarà»  che  1'  Eqmkme  data  cesan* 
zionale  • 

122.  Se  per  esempio  jf=:  1^4— 

quazione  data  ,  supposto  |/^4=»,  ^x^m^  a» 
vremo  le  tre  Equazioni  razionali  0^%^  i^  ^ 
j  =  Zi — <r ,  dair  ultima  delle  quali  avendosi  »=  y + /ir, 
sostituito  questo  valore  nella  prima  ,  essa  diver- 
^=(j'  +  ^)*  ,  ossia  a  =  y-h  u+^yM* 

9  ^ 
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•4- ly' ,  ma  f^^x i  dunque  sostituendo  avremo 

.  ^  -=^^.  *"^« 

\  .  ^    )  .Equazione,  come  si  vede, 
era  le  x  ^y^a^  U  quale,  essendo  identica  con  la 

y  =2  j/i/  —  \/  più  non  contiene  radicali  •  lime* 
todo  ora  praticato,  onde  eliminare  \t  x>y  u  dalle 
il=si,jr=:jy  ,jf=«— nf,  vedesi  che  fa  verìfica- 
re  quanto  si  disse  suir  ultimo  del  (N.*  ii8). 

123.  Acchè,  tolti  i  radicali  dall'  Equazione 
data,  elevasi  essa  di  grado , cosicché  per  esempio 

lajr,che  nellajf  =  iX^— v'jf (N**prec.)èalpri* 

mo  grado,  nella  x  =  (^'^y  ^x^^^*  ascende  al 
sesto  ? 

Conosceremo  la  ragione  di  questo  osservando, 
che  i  radicali  sono  sempre  essenzialmente  tante  fun« 

zioni  multiformi  (  N.  6)^t  osservando ,  che  tuN 

ti  i  loro  valori  devono  c(jncenersi  implicitamente 
(  N.  5  )  nell'  ultima  Equazion  razionale,  che  ci 
risulta*  U  proposto  esempio  ci  rischiarerà  la  co- 

sa  .  Essendo  y  a  unafunzionc  triplice  della  tyx 
una  funzioo  doppia  delia  x  3  ossia  avendo  la  ra« 
dice  terza  di  a  tre  valori ,  la  radice  seconda  di  x 
avendone  due,  dalla  combinazione  di  questi  con 

quelli  ne  viene  «  che  la  quantiià  l/iiS'— V^<x',epe« 

rò 
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però  UyvfA  propriamente  sei  valori  diversi. Ma 
r  Equazione  razionale  :r  =  (  ^  ^i^^^n^  )*  * 

chiaro  altro  non  essere  infine ,  che  V  Equazione 
completa  m      di  cui  essendo  radice  in  tutu  la 

SUI  estensione  la  — v'^»  vengono  perciò  ad 
esser  radici  tutti  sei  i  vaJori  di  questa  funzio* 
ne.  Tale  Equazione  adunque  dovrà  risultare  del 
sesto  grado»  Un  raziocinio  simile  a  questo  po* 

tremo  sempre  applicarlo  a  tutti  gli  altri  casi  • 
CAPO  SETTIMO. 

Alito  Metodo  dì  Eltmtnà%}ofje  ,  e  della  Tmifoma^m 
zioxc  Relatiua  allf  f»»z,io»i  InawoaaU  • 

T7 

xa4*  JZ^ndo 

Aj^*  +  B  y»»-»  +  Cy"^^  +  D  -f- ec=  o, 
4  jf-  +  ^  y-*  -f.  c  y"'*  -h  dy~i  4-  ec.  =:  o 
le  due  Equazioni  date ,  quali  le  abbiamo  suppo^ 
ste  al  (  N  «  1 1 4  )  ,  chiamiamo  per  semplicità  di  seri* 
vere  I^  =  o  la  prima,  Qj=:o  la  seconda; ma pri* 
ma  d' intraprendere  ad  eliminare  da  esse  la  jr,  ri- 
flettiamo i.*^  che  r  operazione  della  eliminazione 
non  può  eseguirsi, se  non  nella  supposizione, che 
il  valor  della  e  della  y  sia  Io  stesso  in  amen* 
due  le  P  =  o ,  Qj=  o ,  e  però  che  determinata  con 

q  2  TeU* 
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r  eliminazione  T Equazione  con  la  «ola  4f,Iefa« 
dici  di  questa  'costituite  in  amendue  le  P  =  o  ,  Qj^o 
devono  darci  per  un  valore  medesimo;  iJ^  chela 
^terroinaeione  di  quesu  Equazione  in  x  viene  ri- 
chiesta 9  senza  che  si  conosca  ii  valore  delle  cadi* 
ci  della  P  =  o  ^  Ci=o  >  e  senza  che  si  ricorsa  al« 
la  soluzione  di  alcuna  Equazione  di  grado  mag- 
giore del  primo . 

125.  L' Equazione  di  Eliminazione  deve  ugua- 
gliare il  prodotto  dfi  risultati,  che  si  ànno  dal 
primo  Membro  della  P^o,  sostituendo  in  essa  sue-» 
cessivamente  i  valori  della  y  ricavati  dalla  Q,=  o. 

Chiamati  y'  ,y'  ,y"  ,  y"' ,  ec,  y^"^  questi  valori, 
sostituisco  il  primo  di  loro  nella  P=o;  essa  di* 
verrà  perciò  un*  Equazione  contenente  la  sola  x , 
e  che  supporrò  P'  =  o i  siano  otf  ^^7  :y^^'^^ 
dici  di  quest'ultima  Equazione  »  se  ciascuna  di  es« 
se  si  sostituirii  nelle  P = o  ,  o ,  dovranno  que- 
ste divenire  due  Equazioni  in  y  aventi  una  rtes- 
sa  radice  comune  y'  (  t."^  N °  prec.  ) .  Pongasi  in 
secondo  luogo  nella  P  =  o  invece  della  y  k  jf"  , 
e  cbiamau  P"=o  V  Equazione  con  la  sola  x  ^ 
che  ne  proviene,  siano  ,  /i' ,  y ,  ec*  le  sue  ra- 
dia |  cadauna  di  queste  collocate  in  luogo  dì  x 
nelle  P=:o,  (^=0  ci  darà  due  Equazioni  dota* 
te  della  comune  radice  y"  .  Così  proseguendo  a  so» 
stituire  nella  P=:  o  i  valori  y"\  >ec. ,  ci  verran- 
no tante  Equazioni  P  '  =  0  ,  r=  o  ,  ec.  in  x^ 
le  cui  radici  x\  fi\r\^';  ^",7",  ec. 
sostituite  nelle  P  =  o ,  QLf==  o  ci  daranno  corris- 

pon- 
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pondeacemente  tante  Equazioni,  di  cui  saranno 
ràdici  comuni  le  y"  ,  y^,  ec  .  Ciò  posto,  che 
cerchiam  noi  con  la  Eliminazione  ?  non  altro  di 
certo  pel  (  i.'^  N.^  prec.  )  y  se  non  quella  Equazio» 
M  m  Jf»  di  cui  siano  radici  tutte  le  quantità 
fi,  r f  «c;  «' ,  |S',  y' ,  ec-,-  oc"  ,  /ì"  ,  y"  ,  ce. ,  eo 
Ora  pel  (N.*  22  )  avendosi 
P'  =  ix  —  ^)ix  —  fi)ix'-y) 

P"=(r-ac')(;r-/S')(jr--y')...., 
P  =(jr^«"  )(x^^"  )(^-y")..*., 

ne  viene 

(;r-«")(Ar-/J")(;f-y"),... 

Dunque  1'  EquazioneP'P'P' '  ^""....  =  0  quella 
estendo  »  che  k  per  radki  tutte  le  aovraccennate 

quantità  «,  1^ ,  ec.  (  N.**  12  )  5  essa  sarà  V  Equa» 
zione  proveniente  dalla  Eliminazione  .C  •  d .  d, 

126.  Nascendo?'  per  la  sostituzione  in  P  di 
y  »  P"  per  la  sostituzione  in  P  di  jr"  9  e  così  di 
seguito  (  N.^  prec  )  ,  ne  viene  »  che  il  prodotto 
P  P"P 'P'^....  dovrà  estete  una  funzióne  delle- 
y  "       ,  ec,  eo  una  funzione  della  forma 

/(^  ^y^jy'»  •  •  •  )  >  ^'"'^strandosi  oò  facilmen* 
te  con  lo  stesso  raziocinio  de!  (N.°  105  ).  Dun« 
qua  pel  (N.^  loi)  essendo  sempre  una  simile  fun- 
zione determinabile  col  mezzo  dei  coefficienti  dell* 
Equazione I  da  cui  dipéndonp  le  j  ^y"  ^y"  >€&  » 

sen* 
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senza  che  si  debba  risolvere  Equazione  alcuna  di 

grado  maggiore  del  primo, ne  segue  ^ chela  quan» 

titk  ?'  P  P'"  P"^  potrà  sempre  per  tal  modo 

determinarsi  col  mezzo  dei  coefficienti  della  Qj=^  o  « 
127»  Eliminare  la  y  dalie  due 

A^""  -+-  B  j"-»  4-  Cj"*-*  -4?  ec  =  P  =  0| 

Poiché  ritenute  le  denominazioni  precedenti  t 

r  Equazione  P'P"p'"P'^  =r  o  quella  si  è, 

che  deve  nascere  dalla  Eliminazione  (  125)  > 
e  poiché  il  primo  Membro  di  questa  Equazione 
pel  (  N.<»  prec*  )  è  sempre  determinabile ,  senza  ri* 
correre  alla  soluzione  di  alcuna  Equazione  digra- 
do supcriore ,  come  veniva  difatti  richiesto  dal 
(i.^N.''  124),  comincio  dal  sostituire  nella  pri* 
ma  Equazione  P  =  o  le  quantità  indeterminate 
V  »y"  »  y  "  1  y'""  3  ce* ,  moltiplico  insieme  gli  n  risui- 
tati  P', P",P'", P % ecidal  ProdottoP  P  P  P;.  • 
operando  come  nel  (N.*  10 j  ) , escludo  Icji'  ,y', 
y  j^f'^jCCM  introducendovi  i  coéflScienti  i>,t,r, 
ec.,e  il  risultato  , che  dopo  tutto  ciò  ne  provie- 
ne ,  uguagliato  alio  zero  formerà  1'  Equazion  do- 
mandata • 

tzS.  Siano  per  esempio 
A^*H-By -f-C^  +  D=:o  ,  -0**+;  *Jf-f-c  =  o 
le  due  Equazioni  date ,  i  coeflScienri  A^a^B^t^ 
ce.  delle  quali  siano  funzioni  qualsivogliano  delle 
X.  Volendosi  da  queste  eliminare  la  sostituì* 
SCO  nella  prima  le  quantità  y  yy"  considerate  co« 

me  radici  della  seconda  ^  moltiplico  ira  loro  i  due 

ri" 


« 
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risultati  Ay^-I-By*4-Cy4-D, 
Ay'*+By'*-HCy  H-D,  e  avremo  il  prodotto 

A'y'y'' + A  B  (y  '    +  y  ^y >  -4- 

A  c  (^y'3-fy       A  D  (  _y^+y  y 
B  c  {yy^^iY  )+B  CI  (y  * + y )  H-  e  ^ 

C  D  cy  -4- y  ) 4- =  A*  (y y  p-f  a  b  :s y y-i- 

A C  2: jf_j3  4- A  D  {y  y'  y-f-BC2^ y4- 

B  D  S  y -4- C»  y  y -4- C  D  2:  + D*. 
Ma  pei  (     j  I  ^  j  ;  ,  41  )  abbiamo 

,  j  jr  =-,Sj^  =  ^-^,Sy=:  

2;^/=  7i — >^J''^/=  jr-  Dunque 

sostituendo  ^riducendo,  ed  uguagliando  allo  zero, 
otterremo  A*^'  —  AB^r'H-ACi^f  —  lAC^ir* 
4-3  ADj^r— -AD^i+B^iif*—  BCtf/^r-i- 
=  o ,  e  questa  sarà  i'  Equazione  proveniente  dalla 
Eliminazione  • 

129.  Ciascun  termine  della  Equazione  di  Eli* 
minazione  deve  esser  formato  dai  ccefficienti  A, 
B       C,  f  5  ce.  delle  Equazioni  date  Pr=  o  ,  Q^=o 
elevati  insieme  ad  un  numero  m\n  di  dimensioni. 

Invece  di  supporre  risolta  nel  (  N.'^  12)  )  1'  E« 
quazione  Q==  o  ,  e  di  aupporrt  coliocàce  succes* 
sivamente  nel  primo  membro  della  P  =  o  invece 
della  y  le  sue  u  radici ,  potevamo  viceversa  sup* 

por- 
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porre  risolta  la  P  =  o,  c  collocate  nella  Q^—'o 
in  luogo  della  le  mt  radici  di  questa;  in  allora 
replicato  lo  stesso  discorso  del  (  N."^  125  ) ,  avceb* 
besi  ritrovato  nella  maniera  medesima ,  che  il  pri* 
mo  membro  della  Equazione  di  Fliminazicnc  de- 
ve esser  uguale  al  prodotto  delle  m  quantità  Q^* , 
Ql  »  Ql  "  5  Qi'"^i  ""^a  questo  primo  Picmbro  è 
anche  uguale  al  prodotto  delle  n  quantità  P',  P"^ 
'  P'",ec.sP^*^  (N.^  1^5  );  dunque  verrà  esso  pri» 
mo  membro  rappresentato  tanto  da  P'  P"  P'" , . , . 
P<») ,  come  da  Ql'  Ql  ' •  a^*^  •  Ora  nel  ri- 
sultato P'  P"  P'"  P^"^  «1  chiaro,  che  i  coeffi-  • 

Cicnti  della  P  =  o  devono  dapertutro  formare  dei 
prodotti  di  tante  dimensioni  9quami  sono  i  fatto» 
ri  P  ,  P  ' ,  P  ' ,  ec. ,  P^">  ,  cioè  un  numero  •  ;  e 
AÈdr  altro  Qi  Qi'  Ql"  Qf"^  dcggiono  i  coef- 
ficienti della  CL::^  o*  formare  dei  prodotti  di  tante 
dimensioni ,  quante  sono  le  quantità  Ql>  Q^', 
ce.  5  Q^'"),  cioè  un  numero  Dunque  il  primo 
membro  deli'  Equazione  di  Eiiminazone  dovendo 
in  tutti  i  suoi  termini  contenere  insieme  f  coeffi- 
cienti della  P=:o  ad  m  dimensioni» e  i  coefficienti 
della  o  ad  mt  dimensioni ,  dovrà  evtdentemen« 
te  contenere  sì  gli  uni,  che  gli  altri  coefficienti 
considerati  insieme  alle  dimensioni  m-r-n  .  C  J, 

Così  neir  esempio  del  (  prec.  )  ì'  JEquazio* 
ne  di  eliminazione  contiene  i  coefficienti  della  pri* 
ma  Equazione  data  a  z  dimensioni  ^  quei  della  se» 
conda  a  ^  dimensióni,  e  ciascun  termine  poi  in 
totale  vieae  ad  essere  di  3  +  a  =  j  dimensioni  • 
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ijo.  Espresso  col  numero  b  il  massimo  es- 
ponente della  X  contenuta  entro  i  coeflìcicnti  A, 
fi  j  C  9  ec«  della  P  =  o ,  espresso  con  k  l'  espo- 
nente massimo  delia  x  nei  coefficienti  4 ,  ^ ,  ec* 
della  Qj=^o,  io  dico.  5  che  ii  gradò  deli'  Equa* 
zione  di  Eliminazione  non  può  mai  superare  il 
numero  h  n-h-k  m  • 

Questa  è  una  chiara  conseguenza  del  (N.*  prec. )• 
Imperciocché  essendo  neiJ'  Equazione  di  Elimina» 
zione  i  coefficienti  A  »  fi ,  C 1  ec*  uniti  fra  loro 
ad  n  dimensioni  y  non  potrà  in  essi  contenersi  la 
.  jr  ad  un  grado  maggiore  di  J^  aicosl  i  coefficienti 
ay  hf  t  f  ec»  venendo  a  combinarsi  fra  loro  ad  m 
dimensioni ,  la  x  in  questi  ascenderà  al  più  ad  un 
grado  km*  Moltiplicando  adunque,  come  si  vede 
effettuarsi  nella  Equazione  di  Eliminazione,  i  ri*» 
tultati,  che  si  ànno  neli'  operazione  dai  coeffici* 
'  enti  A ,  B  ,  C ,  .ec.  con  i  risultati ,  che  si  ànno  . 
dagli  altri      b ^  €9  ec^è  chiaro  che  la  x ,  fatta 
la  moltiplicazione ,  non  potrà  infine  ascendere  tutt* 
al  più,  che  al  grado  bn^km.  Dunque  ec. 

Potrebbe  però  darsi  benissimo,  che  l'Equazio- 
ne di  Eliminazione  risultasse  di  un  grado  minore 
di  h»-\'  km.  Ciò  dipenderà  dalia  diversa  combina* 
zione  dei  coefficienti  A^ByC^^c-ié  degli  altri 
,  ^ ,  r  I  ec.  fra  di  loro  • 

131.  Date  le  tre  Equazioni  P=o,  Ql=o  , 
R  —  o  con  le  tre  incognite  ^  ^  y  y  ,  eliminando 
da  esse  le  due  yyZ,^  qua!  sarà  1*  Equazione  con 
la  sola      che  ne  risulta? 

t  Sup* 
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Supponghiaflio  risolu  V  Equazione  R  =  o ,  con* 
siderando  come  incognifa  la  sola  s  9  e  siano 

x>"  )  t,'"  ,  ec.  le  sue  radici .  Ponghiamo  ciascuna  di 
queste  in  luogo  della  z  nelle  P  ~  o  ,  Q^—  o  ,  c 
chiaminsi  P  i  -  o  ,  Q^i  =  o  ,  P  2  :=  o  ,  Q^i  =  o  , 
P3=o,  Qj  =  0,  ec.  i  risultati  corrispondenti. 
Supponghiamo ,  che  vengano  risolte  tutte-le  Q^i  =0, 
0^2  =  09  Q^j  :=  o  »  ec«  nella  supposizione  di  jr  so- 
la iocognita ,  e  siano 

♦  M  tu  IW 

,   y  ^  y  y  I  jy  »  >  y  »  >  ec. , 

(i)  jr  2  ,^  2 ,      2  ,      2  ,  ec. , 

^  '  /  III  'V 

3  »  jr  3  >  >  ?  j  r  ?  5  ec. 
le  rispettive  radici  «Tra  queste  radici  sostituiscan* 
si  quelle  della  prima  riga  nella  P  i  =  o  ,  quelle 
della  seconda  nella  P  2  ='  o ,  quelle  della  terza 
nella  P  ;  r=  o ,  e  così  di  seguito  i  i  risultati ,  ,the 
ne  vpngono ,  chiaminsi 

1=0,  P   1=0,  P    1=0,  P    1=0,  ec. , 

01)  P'z=o,  P"2=0,  P     2=0,   P''2  =  0,CC., 

P'3=:o,  P'3  =  o,  P"'3  =  o,  P'3  =  o,ec., 

ec.       ec. , 

e  questi  y  come  si  disse  al  (  N/*  125)9  troveremo 

altro  non  essere  ,  che  tante  Equazioni  con  la  so» 
la  X  ,  le  radici  delle  quali  sostituite  rispettiva- 
mente nelle  P  i  -  o  ,  Q^i  =:  o  ,  P  2  =  o  ,  Q^z  =0, 
P  ^  =  0,  Qj  =  o  ,  ec.  ci  daranno  in  corrivpon* 
denza,  tanto  dalle  Equazioni  espresse  con  le  P  9 
quanto  dalle  espresse  con  le  Q.i  medesimi  vaio* 
lori  {I)  della  .  Ponghiamo  questi  valori  della 
jf,e  icoinspoaaenii  della  x  nelle  F  =  o,(ì=:o, 

R  =  oi 
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R  =  o  ;  da  ratte  e  tre  queste  Equazioni ,  repli- 
cato il  discorso  istesso  del  (cit.  N.*  125  )  ,  vede- 
s)  5  che  s!  ricaveranno  gli  stessi  valori  z  ,  z'\2,"\ 
ec.  della  2: .  Se  a  caj^ion  d*  esempio  ,  chiamata  « 
una  delle  radici  della  P'i=:o  ,  collochiamo  questa 
in  luogo  di  jc  sì  in  P  1=0  ,  che  in  Q^i  =  o ,  tanto 
r  una  che  l' altra  di  queste  Equazioni  avranno  la 
radice  comuncy  i;e  conosciuto  il  valore  di  que- 
sta 9  se  porremo  essa ,  ed  m  in  vece  di  x  nelle  tre 
P  =  o,  Q.=  o,  R  =  o  ,  ciascuna  di  queste  Equa- 
zioni conterrà  la  stessa  radice  z-' ,  In  conseguenza 
adunque  di  tutto  ciò  le  Equazioni  (11)  corner* 
ranno  separatamente  le  radici  tutte  dell'  Equazio- 
ne di  Eliminazione  (  r  2  5  ) ,  c  quindi ,  per  quan- 
to ri  è  detto  nel  (  ciuto  N.*>  12  5  ) ,  il  primo  mem- 
oro di  tale  Equazione  sari^  uguale  al  prodotto 
y  ;.P  1  P"2  P  "3    ..P  i  P  a  P"3 

2.  Se  invece  di  risolvere  le  Q^t=o ,  Q^2=o, 
0.3  —  o  >  «c. ,  onde  avere  i  valori  (/)  della  y , 
risolte  si  fossero  le  P  i  =10,  Pzso^  Pg^o 
fc»>  «  i  valori, che  ne  sarebbero  risultati  ddìay] 
n  fossero  sostituiti  nelle  Equazioqi  espresse  con 
le  supposte  delle  denominazioni  simili  alle  (//), 
sarebbesi  ritrovato,  come  nel  (N.^i^i)^  che  il 
primo  Membro  deli'  Equazione  di  Eliminazione 
è  anche  uguale  al  prodotto  Q' i  O' 2  Q' »  ... 

q:  «  q:  2  01'  3 .  •  • .  q:  :  1  q:  '  2  cr  3  Uc. 

Egualmente ,  se  nelk  considerazione  dell'  inco- 
gnita »,  invece  di  risolvere  la  R  =  o  risolta  si 


Digitized  by  Google 


é 

fosse  r  una,  o  V  altra  delle  P  =  o,  Q=:o,c  si- 
fosse  in  seguito  proseguito  il  discorso  medesimo 
del  (  prec.  )  ,  ritenendo  air  ultimo  V  Equa- 
zione R  =  o  )  avremmo  ritrovato  essere  il  primo 
membro  della  nostra  Equarione  anche  uguale  ai 
prodotto  R'iR'iR' ^..-R"!  R'i  R  'g;*..* 
R  '  I  R'  2  R''3..*.  ce. 

i^^.  Eliminare  dalle  dare  P  =  o,  Q^=:o> 
R:=  o  le  due  incognite  y  ,  *. 

Col  metodo  del  C  N."*  127  )  elimino  dalle 
P=o  ,  R=:o  la  »,  e  mi  verA  T  Equazione 
Pi  P2p3....=  o  (N.*  127,  i3i);faccio  TE* 
liminazione  istessa  dalle  Q^=  o  ,  R  =  o  »  c  pel 
(  citati  N.»  127,  rji  )  ottcrrem  V  Equazione 
Q^i  Qi  o .  Ora  supposto  P  i  P  2  P  3 

 =  T,  0.1  Qjt  Qj       ^  =  V,  mediante  lo 

stesso  (N.**  127)  elimino  ìa  y  dalle  due  T  =  o, 
V  =  o,  c  il  risultato  r  T  '  T  '  T^....=  o,che 
ne  otterremo ,  sarà  esattamente  la  Equazione  di  E- 
liminazione  domandata  .  Imperciocché  ^  avendosi 
per  la  ipctesi 

r  =  P'  I  P  2  P  3...,T^  =  P"  iP"^  P"?  » 

T"'  =  P  '  I F  2  P  "3 =  P"  X  P'^2  P  "3 . 
ec  ,  satà 

T  T"  r "  T^. . .  .= P'  I  P'  2  P'  3  . . .  P"  I  P"  2  P" 3 

. . .  P  'i  P"2  P'"^    ..P'^  I  P P  '  j  ...ec-ec; 

ma  pel  (N.**!^!)  quest'  ultimo  prodotto   ci  es- 
prime esattamente  il  primo  membro  della  chiesta 
Equazione  di  Eliminazione*  Dunque  ec. 
Se  invece  di  eliminare  la  »  dalle  due  P  ^  o  9 

R  =  o, 
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R  =:  o ,  e  dalle  Qj=  o  ,  R  =  o  ,  fatta  avessimo 
]'  Eliminazione  istessa  dalle  P  =  o  ,  Q^=:  o ,  e  dal* 
le  Q^=  o  ,  R  =  o  ,  Oppure  dalle  P  =  o  ,  o, 
e  dalle  P~o,R=o,  pel  (  N.*  prec.  )  si  vede, 
che  saremmo  giunti  sempre  alia  medesima  Equa» 
rione  finale  avente  la  sola  x, 

134.  Se  vengano  proposte  quattro i  cinque, 
ec.  Equazioni  con  un  numero  corrispondente  d* 
incognite  9  porremo  su  di  esse  applicare  le  stesse 
riflessioni  dei  (  N.*  prec.  )  ,e  determinare  così  qual 
debba  essere  T  ultima  Equazione ,  in  cui  più  non 
contengasi,  che  un^  incognita  sola* 

13$.  Trasformare  1*  Equazione  jf'"+A^'""* 
B  x"**  +  C  r*"^  ec.  =:  o  in  un*  altra ,  di  cui 
sia  radice  la/(  jr'X^'  X funzione 
irrazionale 

Prima  d'  intraprendere  la  soluzione  di  questo 
Problema  generale,  prendiamo  per  maggior  chfa* 
rezza  a  considerare  il  seguente  caso  particolare* 

Sia  Jf*  +  A  jr  -f-  B  =  o  V  Equazione  darà  ,  ed 
ax-^i)/  x"  la  data  funzione  irrazionale  •  Faccia- 
mo in  questa  funzione  tutte  le  permutazioni  pos- 
sibili fra  le  x  ,  x"  ;  avremo  i  due  risultati  a  x* 
x"  y  ax"  -^bV^'  f  c  questi,  se  la  funzione 
fosse  razionale ,  sarebbero  tutte  Je  radici  delia  Tras* 
formata  (  N.^  93  )  ;  ma  essendo  la  funzio.ne  irra- 
zionale,  entrano  in  essa  a  considerani  anche  i  di» 
versi  valori  dei  radicali  «  Affine  dunque  di  avere 
tutte  le  radici ,  e  però  il  grado  della  Trasforma* 
la ,  converrà  tener  conto  si  delle  permutazioni  , 

come 
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come  ancora  dei  valori  tutti  dei  radicali  «  Ciò  pos* 
to»  chiamo  jr  incogfnira  della  Trasformata  »  sup- 
pongo -Hi  ^;ip"  ,  tolgo  da  questa  Equa* 
zione  per  mezzo  del  (  N.*  121  )  il  radicale  jt"  » 
ed  avremo  ,  ciò  fatto  —  1  a  x'  y  x'^  -  x* 
=  0.  Nella  maniera  medesiina  supposto  y^ax" 
Vx' ,  otterremo  —  lax  y-^a'-  x  — x' 
r=  o  Ora  la  prima  di  queste  due  Equazioni  ra« 
zionaii  in  y  comprende  tutti  ì  valori  di  quest*  ]n« 
cognita,  che  corrispondendo  alla  permutazione 
nx'  -f-  èv^x"  dipendono  dai  valori  diversi  di\/  x" 
(  N.*  123  ),  e  la  seconda  comprende  tutti  i  valori 
corrispondenti  all'  altra  permutazione  <^  iy^x', 
e  dipendenti  dai  valori  di  V  x  (  cic.i^.^  lag  )• 
Dunque  in  amendue  queste  Equazioni  tutte  com« 
prendendosi  le  radici  della  Trasformata»  avrò  la 
Trasformata  medesima ,  facendo ,  ed  uguagliando 
allo  zero  il  prodotto  dei  loro  primi  due  membri  » 
facendo  cioè  y^  —  1  a(x     x"  )y^  -4- 

(  II*  (  X*  4-;r'  *  )  -h  4  4*  x'  x'       <  xM-  x'*  )  )  + 

(  2  4 ( +  x"»  )  —  2   (y     H- x  *  x"))y 

^a^x^  x"*  —  (  x'i  +  Jr"3)-+-i^  x'r"=:o. 
Considerando  presentemente  i  coefficienti  di  quest* 
ultima  Equazione  9  veggo  che  essi  altro  non  sono , 
che  tante  funzioni  razionali  delle  x' ,  x"  della  ibi* 
m2L  f{x'  y  x"  )  ;  potran  dunque  sempre  determi* 
narsi  medianti  i  (  N.^  ,  g$ ,  41  ) .  Avendosi  di- 
fatti  Sr  =  —  A,:^a:*=iiA*  -  iB      x^  z=:  ^  A'R 

-h^ ,  X  x'        :^x'x*=:ex':ex'--:ex^  = 

—  ABi  sostituisco»  e  determinati  cosi  i  coeffi* 

cìeatt  I 
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denti  j  avrem  I*  Equazione 

f-k-ia  A^i  (  A*—  1 B  )  +  4«*B+*^  A  )y 

(3  AB  — A*)-4-i^B  =  o,la  quak  non  saià  che 

la  Trasformata  richiesta. 

Poiché  la  seconda  delle  due  precedenti  Equa- 
zioni ,  cioè  ìay^  -  1  a  x"  y  4-  —  x'  —  o  al* 
tro  non  è,  che  la  prima  jf*  —  2  </jr'jr-+-4*;r'*— « 
i^x"  :=Oy  cambiata  la  x'  in  x* ,  ne  aegn^  ^clie 
occenuta  qnesra ,  potevamo  subito-  ricavar  qiiella 
eoo  Ja  semplice  peroutazione  di  x  in  x\  senza 
riccorrere  alla  y  —  ax''\-hy/x\ 

116.  Passiamo  presentemente  al  caso  genera^ 
le  propostoci  nel  (  N.®  prec.  ) .  Sia  la  supposta  fiin- 

zione  irrazionaic/(;r' )(  jr" )(  x")  (;r H)=: ^; 

tolgo  da  questa  Eauazione  ì  radicali ,  e  ne  venà 
un*  Equazione  in  della  ferma  ji'  -hF'y-«-l-G'y-« 
-f-H'j^  4-ec.  =  0,  in  cui  i  coefficienti  F',  G  ,H', 
ec.  non  sono  che  tante  funzioni  razionali  delle 
X  ,  x"  ,  x"  ,  ec.  dipendenti  dalla  /(  ^'  )(^"  )(  x"  ) 
. . .  •  (  r^**)  )  ^  Ora  invece  di  fare ,  come  si  è  accen* 
nato  sui  principio  del  precedente  caso  particolare 
tutte  le  permutazioni  della /(jr')(;ir")(jr'").«*» 
(  JT  ) ,  e  di  trovare  le  corrispondenti  Equazioni 
razionali  (  N.°  prec.  ),  facciamo  per  maggiore  facili- 
tà 5  come  si  è  soggiunto  sul  fine  del  (  cit.  N.""  prec. 
simili  permutazioni  nei  coeflGcienti  F' ,  G' ,  H' ,  ec, 
e  chiamati  F  '  ,  G" ,  H"  ,  cc;  F  "  ,  G  ",  H  "  ,  ecec^ 
,  G<»^ ,  H^*> ,  ec.  t  rispettivi  risultati ,  che  ne 
vengono  I  si^no,  compresavi  la  prima  ^ 


Ji6 

)i^"»4-G' ^'-*  +  H' ec.  =  o  , 
(Jl/)/  -+-1^ y  +  G"y-*  +  H"/-3-4-  ec.  :=o  , 
/  +  F"y-'4-G"y-*+H"'j/-JH-  €C.=^o  , 

«c»  ec. 

le  corrispondenti  Equazioni .  Se  di  numero  ?r  sup- 
pongansi  le  varie  permuta^&ioni  deila/(x'  )Cjr  )(4r  ') 

 (x^'"^)i  è  chiaro  che  di  numero  ir  smono 

ancora  tutte  le  permutazioni  diverse  di  ciascun  coe£» 
ficieme  F' ,  G' ,  H' ,  ec. ,  e  però  essendo  in  nume- 
ro TT  le  trovate  Equazioni  razionali ,  fino  a  n  giun- 
geranno gli  apici  sovraposti  ai  loro  coefficienti  • 
Moltiplico  fra  di  loro  i  primi  Membri  di  tutte 
queste  Equazioni  faccio  il  prodotto^che 

ne  risulta 

(  ir)  M  jy ^  y         Py      -h  ec.  =  o . 

Poiché  ]*  eseguire  nella  Equazioni  (i//  ) ,  ossia  nei 
loro  cocfflcienri  le  diverse  permutazioni  fra  le  x\ 
x  '  y  X  y  ec«  non  altro  effetto  produce  ^  che  di^ 
cambiare  ¥  una  Equazione  nell*  altra  ,  ne  segue  * 
evidentemente  9  che  il  prodotto  di  tutti  i  primi 
Membri  di  queste  Equazioni ,  cioè  il  primo  M em« 
bro  della  (I^),  ossia  i  suoi  coefficienti  M,  N, 
P,ec.  saranno  tante  funzioni  delle  at' ,  Af'",cc. 
tali ,  che  restano  sempre  le  medesime  ^  qualunque 
permutazione  eseguiscasi  tra  queste  x  ,  x''  ^x"  ^ 
ec. ,  e  saranno  perciò  tante  funzioni  razionali  del* 
la  forma  f{x' ,  x" ,  x'"^ . ).  Ma  tali  funzio- 
ni sono  sempre  determinabili  col  mezzo  dei  coeffi- 
cienti A  j  B  9  C  ^  ec.  della  dau  •  Eseguisco  pecun* 

to. 
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to  simili  determinazioni  9  e  conoisduts  così  i  coef- 
ficienti M,N,P»  eC)  avremo  detenninata  T  E« 
quazione  (  IV) ,  la  quale  per  conseguenza  non  sa« 

rà  che  la  Trasformata  richiesta  .  Abbiamo  già 
nel  (  N.*  prec.  )  un  esempio  di  questa  open''zione« 
12-7.  Data  la  funzione  ^  — /(  ^' )(  ^"  )(  at  ' ) 
•  •  ••(x^'*^),  per  conoscere  il  grado  delia  Tra* 
sformata»  è  chiaro, che  basta  determinare  il  au* 
mero  dei  valori  della  y  »  che  dipendono  dalla  mol« 
tipHcitk  dei  valori  dei  radicali  in  essa  contenuti  » 
determinare  il  numero  delle  permutazioni  fra  le 
X  ,  x"  y  x"  ,  ec.  nella  stessa  f(x'){x"  )(  x"  )  . . .  • 
(jf^*)),  e  chiamaro  il  primo  di  questi  numeri/ » 
il  secondo  tt  ,  il  loro  prodotto  /  tt  rappresemeli 
il  grado  della  Trasformata  •  Se  la  funzione  data 
fosse  stata  razionale  »  il  solo  numero  n  avrebbe 
rappresentato  questo  grado  (  N,*  92  )  ;  quindi  si 
vede  ,  di  quanto  ascender  deve  la  Trasformata  , 
allorché  la  funzione  proposta  è  irrazionale  • 


J 


a  CA- 
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CAPO  OTTAVO. 

Della  Determinazione  delle  FutJ%'tonì  trà  le  fàUti 
di  una  data  Equazione  Algebraica ,  dipende»» 
temute  da  altre  Funzioni  profoste  fra 
h  radici  mdetime . 


138.S 


upponghiamo  »  che  una  data  funzione  rì« 


ducasi  air  espressione  ,  come  per  esempio  U 
quantità  ^  J^J^^Jj^^^^- ,  la  quale  ^  qualunque  sia^ 
si  la  ;t ,  è  sempre  —  ^  ,  oppure  1*  altra 

 ^  9  di  cui  se  SI  voglia  li  vaio» 

re  nella  supposizione  di        b  ^  ci  risulta 

 =  -5-  •  Ora  quale  sarà  il  va- 
lore di  una  simile  espressione  ^? 

Sia  sarà  «il  vero  valore  di  questa  €• 

tpressione»  mentre  moltiplicando  la  £ ,  la  quale  non 
èf  che  un  quoto,  pel  divisore  o  ,  restituiscasi  il 
dividendo,  che  è  parimenti  o;ma  qualunque  sia 

la  2S ,  è  sempre  o  Azz=:o;  dunque  potrà  in  gc« 
neraie  la  z,  avere  un  valore  qualunque  ^  e  sarà  sem- 
pre =     •  Pertanto  V  espressione  ~  sarà  per  se 

una 
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una  quantitìt  indetermtnau ,  come  è  indetcrmina* 

ta  la  »;e  ci5  è  vero  in  generale,  come  ne]  pri* 
mo  degli  esempj  accennati  ^  ma  nei  diversi  casi 

particolari  avrìk  ]a  s ,  e  peri  ¥  espressione  — 

o 

valori  particolari;  cosi  neir  esempio  secondo»  nieii* 

tre  ^  =  ^ ,  la  supposta  frazione ,  e  quindi  la  x=  — 
acquisur  deve  valore  particolare  ,  e  acquista  difat- 
11,  come  vedremo  fra  poco ,  il  valore  . 
Abbiasi  la  frazione 

«*--f-^*-«-h^x-*H.cc.  =  *  *  «  supponghia- 

mo,  che  poi,td  la  quantità  ot  in  luogo  df  Xy  la 
»  divenga  ,  e  sia  A  ix'"  4- B  dt*^-*  4- Ca«-*-|-ec. 
=  o    A-  -h  i A"-'  -4-  ec.  =  o,  cosicché 

*  —  —  •  *n  questa  supposizione  io  dico  ,che  sarà 
^,  _  m  A  flg"-«-|-  jm^x)  B  ót^'*+  (w -  2)  C  «"^-H-  ec. 

Essendo  a  radice  delle  due  Equazioni 
A  Jr«-f  Bat— «  +  Cjr'"-*-4-ec.  =0,  i^;c*4-*Jr-' 
jr*~*4-cc.  =  o ,  e  però  divisa  la  prima  per  A . 

la  seconda  per  a,  e  supposto  per  semplicità — = F, 

C  h  € 

—  =  G,ec.;  —  =  /,  — ec;,delle  due  :r» 

H-  F  jr'"-'      G  jr"»-*      ec.  =  o ,  x"*  ^  fx'^^  4- 

ec.  =  o  avremo  pel  (N.'jj) 
sa 
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Ora  moltiplico  la  prima  di  queste  Equazioni  per 
A,  la  seconda  per  <i,  c  in  seguito  divido  quella  per 
questa  ;  ciò  facendo  >  giacché  per  la  ipotesi  abbiamo 

A  (    -H  F       + G  jr^* + ec.  )  — 
A  Jt» 4-  B        +  C  jr*-»-+-eC.  » 

a  (  AT"  h  fx—^-^g  x"-*  H-  ec.  )  — 

ne  viene ,  che  otterremo 
—  A  x'^H-  B  Jt"»'»  >f  C  x*»-»  4*  fc>  

A  (x"*-*  +     +  F ) x'»'*  4- (flg*  -4-  F  " ^  4-  ec.  ) ^ 

e  quindi  si  ricaverà  lo  stesso  risultato ,  ponendo 
te  in  luogo  di  X  tanto  nella  prima,  che  nella  se- 
conda di  queste  due  espressioni  della  Ma  pei 
(  N*^  6o  )  abbiamo 

(«  +  F  )  4-  («*  +  F«4-  G)«'"-'  4-  ec# 
s=  m  4-  (i«  - 1  )  F  «•-»4-  (w  —  2)  G  4-  ce., 
a"-'  4-  («4-/)^t«-»4-(a*  4-/«4'^  )a*-J4-ec. 

4-(»  —  I  »4-(«— 2  )^*''~^4-cc.. 

Dunque  sonituendo  si  otterrà 
,  _A(m  OL"^-^  J^(m^i)  Fjfc'»-*  4- («—2) G<t?-34- ec.)^ 

^        (d       H-  (jf  — iJ7«»-"*  4-  (« — 2;^«**>4- ec.)* 
e  finalmente  moltiplicando  rispettivamente  per  A, 
,  e  ponendo  in  luogo  di  F,  G,cc.;/,  ^,  ec.i 
valori  corrispondenti,  avremo 
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140.  Mediante  il  precedente  Teorema  potre- 
mo facilmente  determinare  il  valore  della  suppo- 
sta frazione  z»  C  N.""  prec»  )  9  mentre  per  la  sostiti!* 

zione  di  »  divieae=-^;  a  questo  fine  si  moltipli- 

cbi  ciascun  termine  sì  del  Numeratore,  che  del 
Denominatore  della  frazione  data  pel  proprio  e- 
sponente  ^  si  diminuisca  cìascua  esponente  di  un' 
unica;  avuto,  il^'sultata 
»  A       -l-f      t)  B  x*"*         2)  C  >f «-3  4-  ce. 

n  a  x"^^  -^-{91  —ijb  X-  *  +(»— 2)c  jc»-3  +  CC.  * 

stituiscasi  in  esso  ce  in  luogo  di  at,  e  ci  risulte- 
A  così  pel  (  N*""  prec*  )  il  domandato  valore  di 
o 

»  =-  • 

o 

Per  tal  modo ,  affine  di  avere  il  valore  della 
fiazione   -^TZI^        supposta  al  (  N.^i  1 8) 

nel  caso  di  x^t^  eseguisco  su  di  essa  T  operai 
zione  ora  accennata  9  e  risulundoci  la  quantità 

— ^  9  pongo  in  questa  b  in  luogo  di  ^ , 

-  -  .  2^  — (^4-^)     h--a      .  «^u;-^ 

e  otterremo  cosi  2^  ^ TT  ^  «c»»^ 
sto  valore  • 

141»  Vogliasi  in  secondo  luogo  il  valore  dei- 
la  fra* 


4 
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la  frazione  —  ?  >^*-f'4       j^^jj^  supposi- 

ztone  di  jr  —  2  .  Faccio  la  sostituzione  del  2  ^  e 

poiché  CI  nsulta  *  =  ,^,^g^^,ZTo ^  o  • 
eseguisco  la  precedente  operazione ,  e  sostituisco 

il  2  nei  risultato  — f  *  i  ™*  P^'^c 

,  12           12  6  - 

ci  viene  »  =  tt;  1  =  —  ;  come  adunque 

faremo  in  questo  caso  ^oude  avere  il  valore  di  zi  ? 
Supponghiamo ,  che  il  risultato 

o 

tale  ,  che  ponendo  x  =  et  divenga  esso  pure  -  » 

come  appunto  è  successo  nel  nostro  esempio  .Fat* 
to  in  questa  ipotesi  lo  stesso  discorso,  e  le  stes* 

se  operazioni  del  (       ^39  )>  vedremo  in  egual 

maniera  ,  che  ci  risulta 
z  zz(w{m—  I  )  A  I  )(  m  —2) 

B       +  ( 2       —  3  )  Ca«»-^4-  te*): 

*  H-(«— l  )(  «  —  2) 
*  —  2  )(»  —  })  f  «—4-1- , 

Dunque  per  ottenere  il  chiesto  valore ,  non  avre» 

,                 .       Il      A       -4-  ^c. 
mo  •  che  a  proseguire  sulla  ,        1  ope- 

razione  istessa  del  (  N."^  prec  ) .  Ciò  eseguendo  per« 
tanto  nel  nostro  esempio  sulla  frazione  ^ 

3^* 
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1  g4x+ló  >  o^ewe»"^  da  prima  1*  altra 
— ~  ,  c  collocato  finalmente  il  2 ,  invece 

della  ;r ,  otterremo  &  =  ^       =  —  =  — . 

Che  se  dalla  sostituzione  dell' «  nel  caso  gene* 
rale  ,  e  del  2  nel  nostro  esempio  risulti  ancora 

una  terza  volta  questa  espressione  ^ ,  non  avremo 

o 

che  a  proseguire  1'  operazione  istessa  (  N.*  prec.  )  » 
e  cosi  in  progresso ,  fiochè  ne  venga  un  valor  de- 
terminato! e  questo  sarà  il  valore  di  z  . 

141*  Proposta  una  funzione  qualunque  t  = 

f(^')ix")(x"')  delle  radici  della  data 

^  -4-  A  x^'^  -\-  B  jf^*-H-  ec.  =  o  ,  determinare  di- 
pendentemente da  questa  il  valore  corrispondente 
di  un\altra  funzione  qualunqueji  =  4)  (;r  )(  A*' )(jf 
•  •  • .  delle  radici  medesime  • 

O  le  due  supposte  funzioni,  t^y^  data  la  pri- 
ma 9  incognita  I*  altra,  sono  .due  funzioni  simili  , 
e  razionali  (  N.®  4,5  ) ,  o  sono  dissimili ,  e  irrazio* 
naii .  Prendiamo  da  principio  a  considerare  il  pri- 
mo di  questi  casi  ;  ma  prima  di  accingerci  alla 
soluzione  generale  di  questo  Problema ,  affine  di 
render  la  còsa  più  chiara ,  e  più  £icile  9  appli« 
chiamo  là  soluzione  istessa  al  seguente  caso  par« 
CiColare  • 

143.  Data  r  Equazione  jr^ -f  A  Jf* 4-  B  Jir  +  C = o, 
le  cui  radici  sono        ^  x  '^e  data  la  funzione 
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,  vogliati  determinare  dipendentemente 
da  questa  U  funzioney^Jf':^' "cimile,  come  si  vede  al* 
la  prima/.  Essendo  tanti  i  valori  della  /,  quanti  i  cor- 
rispondenti della  y  (  N.<»  4  ),  dii'amiamo  /=  x  H-at  , 
/'  L  x'^  x"\  x"^  x"  i  primi  ,cy-x  X  , 
y  =  X  ,  y"  =  x"  x"  !  secondi ,  per  modo  , 
che  y  corrisponda  a  t  ,  y  a  t"  ,y  a  e  «a 
/S4.^^^^^^-^r=o  r  Equazione  ,  da  cui  di- 
pende la  ti  converrebbe  ora  pel  (  N.^  105  )  de- 
terminare  i  coeffictcnri  ^ ,  r  ;  ma  già  daU  N.^  totf) 
sappiamo  essere  i  A ,  47— A* -4-B  ,r— A  B -C, 
e  /3  +  2  A^»+ (A*-f-B)  ^  +  (  AB  — C)  =0 
r  Equazione  in  t .  Ciò  fatto  ,  affine  di  determi- 
nare »  come  chiedesi  dal  Problema  ,  i  tre  valori 
dcUa  y  dipendentemente  <iai  cornspondenu  della 
supponghiamo  le  funzioni  jf'^-y'-f-jf  ",  f'y'  7H 
;''y''lV'y''' ,  y  1"*  f-^t"^  f  •  e  chìamia- 
mo  H  T ,  H  2 ,  ti  j  i  loro  valori ,  cosicché  abbiasi 

Vy4-^"/'  +  ^"'y"  =  H2 

Essendo  queste  evidfentemente  tante  funzioni  del* 
le  x\  x  ^  della  forma  /(  jr',*';jr"' ),  saran- 
no pel  (  101  )  le  quantità  H  1 1  H  2  ,  H  3  de- 
terminabili pei  coefficienti  della  data  ,  senza  la  so* 

luzione  di  alcuna  Equazione  di  grado  maggiore 
del  primo  ,  ed  in  realtà  avendosi  pei  (  N.*  3 1 ,  41  ) 
y'4_y '^^ y  "  =:  y  x"^  x'  x'"  +  X  x"  =  B , 
Vy  4./'y '+/"y (^'+  x'  )  x'  x"  -I-  l  x^  x"  ) 
^'^'''^ ( Ar"+      ) x" S X*  =3 C-7A  D, 
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A»B— s  AC,  ne  vcrA 

H  f  =B,H2  =  jC  — AB  ,H3  =  A*B-5  AC. 
Determinate  così  queste  quantità  porremo  me^ 
diante  la  Eliminazione  ricavare  dalie  Equazioni 
(I)  il  valore  delle  y  ,y"  «presso  per  mcz* 
so  delle  t\  t\  . 

Facendo  k  Eliminazione  con  i  metodi  ordina* 
rj ,  nella  espressione  di  ciascuna  delle  y  ,  y'\  y" 
entrerebbero  tutti  e  tre  i  valori  della  onde  se 
si  volesse  ,  che  nel  valore  di  y  entrasse  soltanto 
f  f  in  quello  di  jr"  si  contenesse  solamente  /"^e 
in  y"  solo  t'"  9  come  in  realtà  domanda  il  Pro- 
blema »  converrebbe  ricorrere  ad  altro  metodo 
affatto  diverso  dai  comuni ,  e  tale  sarà  il  seguen- 
te. Moltiplicata  la  prima  delle  (/)  Equazioni  per 
.  in' indeterminata  K  I,  e  la  seconda  per  un' altra  K  2^ 
si  sommino  esse  insieme  con  la  terza  j  cosicché  ne 
risulti  r  Equazione 

(II) (K  f-h K 2 /^-/'•)y-l- (K  1+  K  2 

(K  I4-K  2  r"-f-#'"*  ) y'"=  H  I  K  i-^H  2  K  2^^  2, 
c  da  questa  apparisce,  che  potremo  ottenere  il 
valore  per  esempio  di  ,  se  K  i  ,  K  2  vengano 
determinate  in  maniera,  che  i  coefficienti  delie y^ 
y"  uguaglino  lo  zero ,  poiché  in  cai  caso  ne  viene 

ini)  i  =  M'^'-^HiKt-f-H^ 
Ki  4.K  2  ;  +  /'*  • 
Supponghiamo  ora  K  i  +  K  2  /4-/*  =  T ,  ed  c- 

sprimiamo per X  ^T'  ,T"i  valori  panicoiari  di T 

t  cor* 
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corrispondenti  alle  supposizioni  di  /  =  ^' ,  r"  ,  * 
onde,  sostituendo ,  T  Equazione  precedente  divenga 

T  y  -f  T  '  i'  -i-T  y  =  H  r  Kf  -4- H  2  Ki  4-H  ?• 
Supponghiamo  inóltre,  the  T  diventi  zero,  se 
facciasi  f=^t\  oppure  t^t"  y  per  modo,  che 
t'"  siano  radici  della  ^*4-K2/4-Ki-T=o. 
Questa  supposizione  è  chiaro  che  dalla  (//)  ci 
produrrà  1*  Equazione  (II/),  e  però  servirà  per 
la  determinazione  della  y  .  Moltiplichiamo  ora  V 
Equazione  T  =  o  per  t  —  t\  ne  verrà  V  altra 
T  (/  — ^')i:/3  4-cK  2— ^')/*-+-(K  I  —  K  2  / 
•r- K  i/  =  o  avente  per  radici  tutte  e  tre  le 
quantità  t' ,  yf"  ;  essendo  questa  adunque  iden- 
tica con  1'  altra  +  ft^  4-^/+r  =  o  ,  col  pa* 
ragone  dei  termini  omologhi  ci  darà  le  Equazio- 
ni K2  —  ,  Ki  —  K:  /=rr;edà 
queste  otterremo  Ki  ^  p  ,Kr  ^  q-\'^  t  -^rt 
X  L*  ultima  delle  tre  precedenti  Equazioni  dandoci 

-  Ki  =  -T-,  ed  essendo  t'  radice  delia 

^1  +  ft^^at\  r  =0,  onde  si  à + 

r 

-f-  r  =1  o  ,  e  per&  /'*  +p  ^'  -f  f  =  —  "p"»  si  vede 

che  tale  ultima  Equazione  sarà  identica  con  1'  an« 
tepenultima  1  Moltiplico  presentemente  la  K  i  pcf 
H  I  ,  la  K  2  per  H  2  ,  e  avendosi 

H  I  K  ì  =:H  I  ^-^H  I //  +  Hi/'S 
H2K2-^H2/-hHz/, 

il  numeratore  del  secondo  membro  della  (Jf/)  di- 
verrà 


L/igiiized  by  Google 


M7 

verrà  (  H  i  f  H- H  2  ^  + H  j  )  •+ (  H  r  j>4- H  2  ) 
-f-  H  r      ,  ossia  N      4-  P^'-4-Cl,  chiamaci  per 
semplicità  N,  P,  Ct  ì  risperrivi  coefficienti. 

Abbiamo  così  espresso  jì  Numeratore  del  secon« 
do  membro  della  (7JJ)  col  mezzo  della  /  ,e  di 
quantità  cognite.  Venendo  ora  alla  determinazio- 
ne del  denpminatore  T,  osservo  che  abbiaiiio 
T     —  ^'  )  =    -4-/^    4-^  /  -f:  r,  e  però 

t^t'  *  ^"^^  ponendo  /'  in ^  luogo 

dì      si  ottiene 
X  _j  Dunque  pel  (N.* 

140  )  sarà 

^  —  —  3^  +2//4-jf,e  qum- 

di  sostituendo  nella  (///)»  avremo 

Ora  il  discorso  ,  che  abbiamo  fatto  sopra  /'  ^ 
ed  y  ,  poteasi  fare  egualmente  sopra  t"  ,  ed  y"  y 
aopra      ,  ed  jf'" .  Dunque  sarà  ancora 

e  toghendo  gli  apici ,  sarà  in  generale 

Sia  per  esempio  —  3^*'-iojr-f-j4=oP 
Equazione  data>  in  cui  si  à  jr'=r4,;r"=r  2,y  3. 
Essendo  A  =  -  3,  B  =  — io,  €==24,  otter- 

t  2  remo 


/ 
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remo  /rr=:  2  A  =  — <^  ,  f  =  A*  4-B  =  —  i ,  == 
A  B  —  C  =  5  ,  e  quindi  -  6 p  +  6  ^  o  ,  E- 
quazione  y  nella  quale  /  =:6,/"  =  i,/ 
Ricaveremo  inoltre  Hi  =  B  =  -  10,  Hi^jC 
—  AB  =4^,113  =  A*  B—$  A  0=270,  e  però 
N  =  Hi  =  — IO,  P=H  i/^+Hi  =102, 

Dunque  sostituendo  sarà 

—  IO    4- 102  <  4- 28  j  ^^^^ 

y  —       ^  — ,  e  supponendo  success 

81  varoente  ^  =  ^  «  i  »  ?- 1 9  ottencmo 

,  _ ^^jtfo-K6i24 28 _ 

108—  72  —  I  * 
tt    —  IO  4- i8 - 

^  J  —  12  —  I 

^'''=:iJ— rJ£iltii  =  —  d  ;  come  appunto  si 
^         34-12  —  I  ^ 

vede  dover  essere  ,  giacché  abbiamo  x  x  =8  ^ 

ini  uni  -'^ 

XX  i2,;r  a:    —  —  5. 

144.  Passiamo  presentemente  alla  soluzione 
generale  dei  nostro  Problema  (  N,**  142  )  n^'!^  ^"P' 
posizione  per  ora ,  che  #  »  ed  jp  siano  funzioni  si- 
mili,  ie  razionali  •  Essendo 

(/r)^-f-p^-'-+-f   4-«/»4--rf4-»=:0 

r  Equazione  in  t  determinata  ,  come  nei  (  N.®  1 05) , 

dall.i  funzione  data /(     )(     )(  ^ '  )  (^^^O 

(N.°  142)  ,  ed  essendo  ^  "  ,  ec.        k  sue 

radici,  siano  v'        V  "  9  ec.  ,y">  i  diversi  valori  della 

j  =  q)  ( at'  )(  jr"  )(  /" )  (       ),  prodotti  dalie 

diverse  permutazioni  in  questa  tunzione  ,  e  pel 
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(N/p^  )  corrispondenti  alle  vane  perlTJutazioni 
della  cosicché  y  corrisponda  a  t\y"  a  t\y^'  a  t"\ 
ec.Se  noi  presentemente  formeremo  tra  le y\y\ 
f's  «c. ,  tante  Equazioni  tutte  di  primo  gw 
come  le  (/))  è  chiaro 9  che  pel  loro  mezzo 
porremo  )  servendoci  della  Eliminazione  indicata  al 
(N.®  14^  ),  ottenere  i  valori  di  )»  espressi  pei  cor- 
rispondenti di  ^  ,  e  quantità  cognite  ,  e  giunge- 
remo così  alla  soluzione  del  Problema*  Suppon* 
ghiamo  perciò  le  Equazioni 

9'  ^  f  -^f   =  H I  , 

t  y'-^t'' y-^r  y"'^t'         . . .  +     y(-y  =  H  i , 

Conservando  i  primi  membri  di  queste  sempre  Io 

stesso  valore ,  qualunque  permutazione  sì  faccia  tra 
le  x\  x\  x"  ,  ec. ,  giacché  per  simili  permuta* 
zioni  i  termini  per  esempio  Z^^' , ,  f'"*^'"  , 
ec*  non  fanno  che  cangiarsi  fra  loro ,  e  per  consC" 
guenza  la  loro  somma /^y-H^'^y  + 1'"^  y"  +  ce. 
lesta  sempre  la  medesima  »  e  cos)  dicasi  degli  al- 
tri ,  ne  viene ,  che  questi  primi  membri  venendo 
espressi  9  come  nel  (  N.°  i4j  ),  per  mezzo  dclk 
y  ,  x\x*' ,  ec. ,  e  però  i  loro  valori  H  i  ,  H  2  , 
H  3  t  ec.  saranno  tutti  determinabili  pei  coefficien* 
ti  A  »  ^  »  C  >  ec.  della  data  ^  senza  sciogliere  Equa* 

zio* 
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2Ìone  di  grado  maggiore  del  primo <  N**  loi  ). 

Supposte  pertanto  dererniinace  le  quantiti  H  i  , 
H  2  ,  H  3  ,  ec. ,  come  precedentemente  ,  proseguen^ 
do  il  calcolo  siccome  nel  (N.°i43  ),  moiripli- 
chiamo  la  prima  delle  Equazioni  (F)  per  l'inde- 
terminata K  1 9  la  seconda  per  K  2 ,  la  terza  per 
Kg,  fino  alla  penultima,  la  quale  si  moltiplichi 
perK(;/— 1  )  ,  e  si  sommino  poscia  tutte  infie* 
me;  otterremo  così  le  Equazioni 
(.K  i  -4-  K  2    -f-  K  3  /'»  -f-  K  4  ^ ^  -4-  •  • 

K  (  »    I  )  ^     H- 1"-^  )y  -f- 

+  K  (      t  )        +        )y'  + 
(Ki-f-Ki^  K^/'"»4-K4/'"3H-  

+  K  (  »  -  I  )  ^"'•-•H- /""-^  )y 
(Ki+K2r-f-K?/"*-4-K4/'^^-f-  


(  K  IH-  K  2     4-  K  3  K  4  /  -H  

+K  (  »  —  1  (  z^")"-» + /^"j"-'  )y"> = 

=:HiKi  +  H2K2  4-H3K3  H-H4K4  +  

4-H(»  —  i)K(»— i)H-H(«), 
ossia  supposto  »  come  di  sopra  (N.»  143  ) 
Ki  +K  2  ^ +K3    -i-K 4 •  •  •  .+K<»— 1  ) 
-f-/»-«=:T,  avremo  1*  Equazione 

(ri)Ty  H-T'y  +  T"'y'H-Ty^-H...H-T(-)y-) 

•  =:H  iK  i-4-H2K2-+-H3K3-H.-.4-H(«— 1> 
K(«-  i)+H(«). 

Affine  ora  di  determinare  la  y  ,  converrà  ,  che  le 
Kt  ^Ka»  1^3  >€C*  siano  tali  ^  che  rendano     =  o> 
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T  "  =  o ,  T'^  =  o ,  ce, ,  T^")  =  o  5  ossia  che  ne 
venga  T  Equazione 

(ni)Tr=Ki  +  K2  t  +     /»  +  .,..  +  K(»-2) 
4-  K(»—  I  )       4-/— «  =s  o,  nella  quale  la  t  ab» 
bia  per  radici  le  ^",/",cc.,       •In  tale  ipotesi 
dalla  precedente  (K/)  avremo 

(FI%'  =  (HiKi-f.H2K2  4-H3K3  -H...  • 

4-  H  (  «  —  I  )  K  (  )r  —  I  )  +  H  (  ;0  )  :  T  ' . 
MoJripiico  la  T  =  o  pel  binomio  t  —  /',nc  ver» 
rà  r  Equazione  T(/  — =0  avente  tutte  fc 
wdici  /',/',^"',ec.,/H,  la  quale  perciò  sazi  !• 
dentica  con  ia  r"-*H-r#*-J-h... 

+       4-a>/^rf-  2S=  o,  ed  essendo  T  (  /  —    )  = 
4-  (  K(         )      )      '-h  (  K(  ;!?  --2  )  ~  K(      1)  t  ) 

(K(»—  j  )  —  K(«  -  2  )^   

4-(Kz  —  /  )  ^*  4-( Ki  — K2  / )  /-Ki  come 
«  vede  dalla  (     ) ,  si  avrà  >  ^paragonando  insie* 

me  i  termini  omologhi , 

^(»--  3)— K(»-2)/  =  r,ec.,K2-K} /'  =  )ir, 
K  I  —  K  2  =  K I  /'  ==  dalle  quali  Equazio- 
ni tante  di  numero  ,  quante  sono  le  indetcrminate 
K  c ,  K  2  ,  K  j  2  ec.  più  una  ^  ricroveremo  ^  come  nel 

K  (»  — I)  =/  +  r', 

K  (n  --.2  )  =  ^-f.^/'  4-/*, 
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L*  ultima  di  queste  Equazioni  si  dimostra  nella 
scessa  guisa  del  (cit.N.  .i43  )  essere  identica  con 
la  penultima  ,  onde,  tenendo  conto  di  questa t 

.essa  può  trascurarsi. 

Moltiplico  le  quantità  K  i  ,K  2  ,K  3  ,  ec  per  le 
corrispondenti  H  1 ,  H  2 ,  H  3 ,  ec»  ,  verranno  i  ri- 
sultati . 

HiKi  =  Hi»4-Hiai/        i  4- 
H  I  r  H I  f      «  -f  -  H  I  /  ^        H 1  ^ 

H2K2  =  H2^4-H2«^'-f-  + 

•  •  H  2  r /'"-^  -h  H  2  ^  ^      +  H  2    ^'"-3^-  k  2 

H3K3-H3»  +  H-H2r/'"-^  + 

H3j**-^-hH3/^«-4-f  H3^-S 

H  (W3  )  k  (  »  -  3  ) = H  (  js-  3  )  r  4-  H  (  »  -  3  )  f  ^' 

H.H(«-3)/>^'*-hH(»-3)'''» 
H(«-2)KC«  — 2)-H(»-2)^  +  HC«-2)/# 

Hi»)  =(H(i»). 
Sommo  m  colonna  >  e  sapposto  per  maggioc 

semplicità  \ 

Hi 
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I 

Hi»  +  Hi<»4H3«  +  .;;.;..  +  H(«  — j)r 
+  H(«-2)^-f-H(ji  — i)/4-H(»)=  Z, 

4-H(»— j)/'-4-H(«— i)  =  V,  ^ 

Hx«-f-  4-H(«-3)» 

4-H(«— i)=U, 

•  ••••••• 

Hi  /•-f-H2^4-H3;+H4  =  Il, 

Hi  =  N, 

vedesi ,  che  abbiamo 

H  I  K  i-f  H2K2-hH^K  3  4-.  • .  .4-H(«-i)K 
ift  —  i)^-H(«),  cioè  il  numeratore  dei  secon- 
do membro  della  (  Vili  ) ,  siccome  nel  (  hi/"  14*  \  - 

Per  determinare  il  denominatore  T  (  F///),  ope* 

fo  come  nel  (  eit.**  N.**  143  );  e  avendosi  perciò 
T  (  ^  f  r-'  -f  j       +r /"-i  + 

*i;  ^ -f- ,  e  quindi 

1  — j  ^ 

fatta  la  supposizione  di  /  =:  ^'  ,  ne  verrà  T'  =  ^; 

o 

sarà  dunque  pel  (  N.«>  140  )  esso  denominatore 

Sostituisco  questi  valori  del  Numeratore ,  e  del 
Denominatore  della  (  Vili) ,  e  otterremo  finalmente 
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=  (  N  /      +  P       -4-  Q./'»-5  +  R  t'"^ . . . .  + 
O/'*  4-V/'-f-Z): 
(  »      '  H-  (  »  —  O  /  — »    (  »  —  2  )  f 
(»— g  )r^'"-^-+-.,.H-2iif^'-f-«i>), 
Ma  come  y'  cormponde  a      così  y"  corrispon- 
de a     ,  y'"  a  t"  ,  ec- .  Dunque  togliendo  gli  api* 
ci  sarà  in  generale 
(M)»  =  (N  -^P/"-•4-Q/'•-*•+•R^-^^-•...-^- 
U#*4V/+Z): 
(«       +        I  +  (  j»— 2  )  + 
(« — 3  )  r  4*2jiff  4-1;)  f 
'    Equazione  ,  gialla  quale  si  avranno  tutti  i  valori 
y  $y  iy  "  )  ce. ,  ponendo  successivamente  r' , 
^"'jec.  in  luogo  della /,  come  era  stato  richiesto. 
^        145,  Dalla  soluzione  presente  si  vede  9  che 
"  se     ed  jf  sono  due  funzioni  simili  ^  e  razionali  ^ 
si  potrà  sempre  ottenere  razionalmente  ciascun  va« 
lorc  della  ^  pel  corrispondente  della  f ,  e  pei  coef- 
fìcienri  A  ,  B  ,C  ,  ec.  della  data  ,  determinando  da 
prima  nella  maniera  accennata  1*  esponente  «,  e 
i  coeificienti  p^q^r  ^  ec«  della  ( IV) ,  determinane 
do  in  secondo  luogo  le  quantità  H  i ,  H  2  ,  H  j  ^ 
ec*  delle  iV)^  sostituendo  jn  seguito  sì  ì  primi , 
che  le  seconde  nelle  Equazioni  (IX),  onde  ave* 
re  i  valori  delle  quantità  N,  P,  Q^,  ec. ,  e  ripo- 
nendo finalmente  nella  (M)  e  i  valori  delle 
Pi  Q^,  ce,  e  quei  delle  ^ ,       ec. .Riflet» 
tasi  nella  precedente  (M),  che  come  y  dipen- 
de da  t\  cosi  y"  dipende  dt     ^y"  da  ^  '  ,  e 
cosi  in  progresso  • 

145. 
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145»  Stano  le  due  Ainzionr^,  y  razionali  ^ 
C  dissimili  fra  di  loro  ^  essendo  i  .2  .  ?  ...  ^7  — 
(N.**  92  ) ,  o  il  numero  dei  valori  di  y  è  summul- 
tiplo  di  TT,  e  quello  dei  valori  di  t  è  uguale  a  v 

0  essendo  tt  il  numero  dei  valori  di  ^ ,  è  summult 
tìplo  qudlo  dei  valori  di  ^  ;  o  finalmente  amendue 
questi  numeri  sono  summultipli  di  ir.  Nel  primo 
df  questi  ca^i  ottiensi  la  soluzione  del  Problema 
(Nj*  142),  operando  nel  modo  istesso  dej  (  N.* 
144  )•  Sia  per  esempio  ;r*-f-A;r     jB  =  o  1*  fi^ 

quazionc  data ,  e  sia    =  —  ,  ^'  =  ;r'  4-  x" .  A* 

tcndosi  nella  /*  -4-//+ j=o =  iL^^^  ^ 

ed  essendo  H  i       +y  ==  — 2  A,Ha  =  #y -f- 

^  Jf  =  5  >  ne  verrà 

— %kt —  ^ 

ji  =  i  rrrr—  > 

a/+  5-. 

1  —  2B/-1-2B  — A*  *  ^  ponendo  successi- 
vamente  in  luogo  di  /  i  valori  ^'  =  —  =  ^^'^^ 

=  7  — _  A  +  A*  «uppoao  per  semiiiicnà 

V'(A*  — 4B)=A,  avremo 


2A*B-lABt+aA*B4-»ABA-A^-A»&  _ 
—  Ar  — 4  AB4-A^  +  A't) 

Z^ab+aH+Ta»* 

..     ìA*  B-4-ìA  B6+iA*B-it  A  B*— A^-HA^* 

J    —  ^TaB-2BÌ»-2AB+ì1ì/i  +  A^-A»Ì 

147.  Che  se  il  numero  dei  valori  diversi  di  * 
sia  sutnmultiplo  di  «,e  quello  dei  valori  di  jru- 
guale  a  « ,  per  conoscere  con  maggiore  chiarex" 
za,  come  potremo  in  tal  caso  sciogliere  il  nostro 
problema  (  N."  142  )  ,  prendiamo  a  considerare 
da  prima  il  seguente  caso  particolare .      ,  , 

Sia  t  una  funzione  delia  forma  fiXi'f  ) 
(*"')(  jf"  )•••  •  avente  per  cons^enza  un  nu- 

mero     di  valori  (N.*  99  ) ,  e  sia 

)(^'")(^")—» 

,"'=/(  *',^"X'"'X^")----» 

r=fix",x'  x^'x*")  

Supposto  ,  clie*lÌ  <t>  (at'X  x"y)*"'  X*'^)  'Ji 

ci  esprima  la  funzione  y  avente  un  numero  «  di 
valori  diversi  (  N."  pi  )  »  abbiasi 

y  =q)(yX*"X''"X*")  » 

y"±(f(x")ix'  Xx"Xx"')  

y"=^(*')(y"X  A-'  )(Ar")... 

y'=:^(*"'X*' X'"X»")  
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ec*  ec*. 

Vogliasi  ora  dipendentemente  da  ciascun  valore 
della  /,pcr  esempio  da       il  corrispondente  valor 
della    (  N.'' 142  ).  Poiché  perla  permutaziojie 
di  x'  in  x"  la  t  resta  la  medesima ,  e  dalla  y  ab* 
biamo  t  due  valori  y  9  y"\t  poiché  le  simili  per* 
nueazioni  della  y  a  quelle  si  vogliono  corrispon* 
denti  della  t  (  cit.*^  N.®  142  ),  ne  viene  che  alla 
soia  t'  corrisponderanno  le  due  y  9  y  '  i  e  tanto 
y\  come  y  dipenderanno  in  egual  modo  da  que- 
sta stessa  t'  -  Dunque  nella  soluzion  del  Probk* 
ma  non  essendovi  ragione  ,  per  cui  debba  restar 
determinata  piuttosto  1'  una  delle  y  ^y  '^cht  V 
altra  y  ne  segue,  che  dipendentemente  dalla  /  non 
potranno    tali   quantità   che  venire  determinare 
amenclue  nel  medesimo  tempo,  e  dovranno  esse 
per  conseguenza  essere  amendue  radici  di  una  stes- 
sa Equazione  di  secondo  grado  .Sia  y*  -^g'y-^  b' 
=:  o  una  tale  Equazione; avendosi      — iy  -^y  '  )$ 
V^y  y'\  e  però  essendo  sì  l*uno»  che  T  altro 
di  quesn  coefficienti  funzioni  della  forma /(y  ,jf") , 
resteranno  essi  i  medesimi  pel  cangiamento  di  y 
in  y  i  ma  simile  cangiamento  nasce  dal  permuta- 
re in  y  ^^ix  )ix  %x"'  )(  y^).. la  x'  in  x"  . 
Dunque  sostituiti  in  ^ ,  V  invece' di  J  fj" ^  lo- 
ro 
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IO  valori  ,  questi  eoefficienri  diventeranno  doe  fona- 
zioni razionali  delle  jr',  x"  ^  x"  ^  x'^ ^  ec.  della 

forma  Od' (  a'  ,  jr"  )(  at  "  . . • . ,  e  simili  però 

amendue  alla  $'  (  N,**  4  )  ;  potremo  pertanto  col 
metodo  del  (  N.*^  144)  mediante  t  deteimiaace 
xazionalmente  unto  g  ,  come  V . 

In  egual  maniera  si  dimostra  9  che  le  due  qoan*  - 
tìtiy"  dipendono  da  una  Eqoazionejr'-f-/'^ 
4^J"  =  o,  ove  i  coefficienti  g"  ^  h  '  sono  funzio* 
ni  della  forma  9  {x  ,  x'"  )(  at  '  )(  ').,..,  e  quin» 
di  determinabili  razionalmente  dalla  /" ,  come  i 
coefficienti  g  ^  h'  lo  sono  dalla  /  ;  le  due  y'* 
dipendono  dalla  ^* H- A'"  =  o  ,  avendosi 
i  V*  funzioni  della  forma  <p' {x\ x  " ){x'"  )(x* ) 
•  determinabili  perciò  nella  maniera- mede* 

sima  dalla  t"  ;  e  così  di  seguito.  Dunque  espres* 
se  in  generale  col  mezzo  della  (  M  )  le  quantità 
gy  h  mediante  la  / ,  se  in  luogo  di  quest'  inco* 
gnica  sostituirò  poscia  le  radici  $'  y  t'\t"\t''  ^  ec.  » 
si  otterranno  in  tal  guisa  successivamente  i  valori 
S>^ig%^yg  if  >*  , ec. ,  e  questi  ri- 
posti nelle  y*  H-^'  y-hi— o,y^-}-f'y-l-  i"=o , 
.J'  -^-^  =0,  /  H-^  jp-h/;  =o,ec.ci 

daranno  con  la  soluzione  di  queste  Equazioni  i 
valor!  delle  ^' ,y"  jjf*^,  ec. ,  che  richiedevansi 
dai  Problema.  £'  chiaro»  che  le  ottenute  £qua« 

zioni  in  y  di  secondo  grado  sono  di  numero  —  •  # 

148.  Sia  per  esempio     -f-jr*-f-}jf — 2  =  0 
r  Equazione  data,  e  sia  t^x'     x"  la  data  fun-  • 

zio- 
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zioM»  e  vogliasi  y^x'  —  x\  Avendosi  jw=:^  , 
-A  —  if  B  —  3>C  —  —  2,el*  Eq  udzione  in  /  es- 
sendo     H-  /^/*  4-  f  /  4-  r  =3  o  ,  avremo  pel  (  N.* 
)  ?  —  2  ,  a;  — 4 ,  r  :=  s  •  Ora  /  à  un  numero 

■j-  =  3  di  valpri ,  ed  >  un  numero  tt  =z  5  ;  dun- 
que a  dascun  valore  di  /  due  corrispondendone 
di  jr,  ne  viene  che  questi  dipenderanno  da  tante 
Equazioni ,  quanti  sono  i  valori  delJa  / ,  cioè  da 
tre  Equazioni  della  forma  y* -h  ^^4-A=o.  Sia 
-4-g'  y-^y  -o  r  Equazione  ^da  cui  dipendono 
j  due  vaiori  jf  -  x'  ^  x" =:r"  -  V  corrispon* 
deod  alla  sola  t'^x'^x".  Pdtchè  abbiamo 
g^^-{^j^y')=^{x'^x"^x'^x')  =  o, 
''.^yy  —  — '(^'  — ^")*,  la  nostra  Equazione  si  . 
ridurrà  alla  y  -f  i'  =  o  ,  e  quindi  non  sarà  neces* 
sario  che  determinare  la  b' .  Avendosi  pel  di* 
mostrato  nel  (      prec  )  la  ift  funzione  dmiie  al« 
Il      suppongo  pel  (  N.**  144  )  le  Equazioni 

+  f"'  =  H  2, 

Ricavandosi  da  queste  Hi  =  i5,  H2  =  —  37, 
H  7  —  28  ,  avremo  N  =  i^,  P=:  —  5  ,  q^=: 
(  N.""  f  44  ) ,  e  però  sostituendo  nella  (  M  }  avremo 

3i»-|-4f-|.4 
Pongo  ora  quivi  successivamente  le  tre  radici 
t  ,  t"  ,  /  "  in  luogo  della  / ,  e  cpnosciuti  cosi  i  tre 
valori  k  ^  b"  ^  V'\      verranno  le  tre  Equazioni 
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y  -4- 4'  — : o  , y  4- =  H-A'"  =  o,  dalla  solu- 
zione delle  quali  otterremo  tutti  c  aei  i  valori 


ec* 


y  ìji  > 

149.  Se  invece  di  esssere 
,-fix  ,x"Xx"Xx"')  (N.^147)»  i  va- 
lori di  s  .fossero  ^cati  uguali  fra  ioro  a  due  a  due 
per  un*  altra  permutazione  qualunque,  £itto  lo  atea- 
so  discorso ,  avreoEimo  tenuto  in  egual  maniera  un 

numero  -  di  Equazioni  inj^di  secondo  grado  aventi 

i  coefiBcienti  espressi  razionalmente  pei  coefficienti 
della  data ,  e  pei  corrispondenti  valori  della  /  • 

150»  Che  se  nelle  permutazioni  i  valori  del« 
la  t  riuscissero  uguali  fra  loro  a  tre  a  tre  (  N.^  98  ) , 
facendo  lo  stesso  raziocinio ,  e  operando  come  pre* 
cedentemente,  si  troverebbe ,  che  i  tt  vàlori  delia 

y  dipendono  da  -  Equazioni  della  formay-hfji* 

4-  4-  ;  =  o  ,  ove  i  coefficienti  g^h^i  sono  de- 
terminabili razionalmente  col  mezzo  dei  valóri  cor- 
rispondenti della  /,e  dei  coefficienti  A,  B,C,ec. 

Se  la  funzione  t  avesse  i  proprj  valori  uguali 
fra  loro  a  quattro  a  quattro ,  i  varj  valori  della 

j  dipenderebbero  allora  da  —  Equa^om  ciascu* 

na  dì  quarto  grado ,  i  cui  coefficienti  sarebbero 

tante  funzioni  razionali  dei  rispettivi  valori  della 
^,  e  dei  coefficienti  della  darà. 

Incenerale  se  X  esprime  i' esponente  di  ugua- 
glianza tra  i  valori  della     cioè  se  i  valori  delk 


/  so- 
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/401IO  fi»  loio  uguali  t  X  1  X ,  ri  ritrovei^  in 

allora  ì  valori  di    dipendere  da  un  numero  ~  dì 

Equazioni  del  ^rado  X  ,e  della  scessa  natura  del- 
le precedenti. 

I  { 1  •  Supponghiamo  nuovanenttf  9  che  le  fu&» 
lioQÌ  i^y  siano  «nuli,  ma  supponghiamo  inoltre, 
cbe  in  conseguenza  dei  valori  paittcolari  delle  x\ 
af"  f  j  ec.  due  solamente  dei  valori  della  ^,  per 
esempio  i  due  t"  ,  /  "  riescano  nel  primo  modo 
accennato  al  (  N.**  95  )  uguali  fra  loroi  per  la  de* 
terminazione  in  tal  caso  delie  due  quantità  V' ,  V" 
dipendenti  da  tin  valore  medesimo /"=^'^facen- 
dost  lo  stesso  discorso  del  (N.^  147)9  converrà 
per  queste  sede  due  quantità  formar  i'  Equazione 
di  secondo  grado  ji*  4-  ^jfH- A  =  o  ,  e  in  seguito 
determinare  mediante  /  i  coefficienti  ^,  i,  come 
nel  (  cit.  N.**  147  ) . 

iSi*  Data  sia  per  esempio  V  Equazione 

jfi  -  jor*— 4^  4-  20  so,  e  sia  /  ^ 

jf  =  (  y  -    )S  onde  abbiasi  /'  =      ,  /'  i-i^, 

j'"  —  (  )*  •  Essendo  in  questo  caso  /  , 

ed  y  funzioni  simili ,  istituisco  il  calcolo  del  (  N.* 

144  )  j  c  ottenendo  V  E^uaaione     4-  ^  /»  4-. 
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Ì3f+  10=0,  m  seguito  H  1  =  74>Hi= 

36506  ^  fiaalmeme  N  =  74  ,  P  =  t 
*       2$  '  $ 

a=:<^32,  avremo  jf=:  • 

Ripongro  in  questa  espressione  1  tre  valori  /  yt"ji*\ 
e  dovrei  cosi  pel  (  N.^  144  )  ricavare  i  tre  y' ,  y\ 
y'"  ;  ma  vedremo  per  la  precedente  osservazione 
ccmI  non  succedere.  Avendosi  x  =  1 ,  ^"  =  —  2, 

x"  =  j,  ne  verrà  /  = — ^ /'  =  — S  " 
Sostituisco  il  primo  di  questi  valori  ,  e  ci  risulterà 

 5  1  =i6ì 

3  X  \r       X          -♦-  3  J 

15      5    .  5 
colloco  r  altro  ,  e  ricaveremo 

1482  .  , 

74x25  +  -2— x—5  4-'5ji 

jr  =  _^  ---19 

(  N.^  140  )  -  Ora  abbiamo  in  tal  guisa  ottenuto  ben- 
sì il  valore  della  y  ,  ma  non  già  quello  delle  y  3 
f\  poiché  è  facile  a  vedersi  »  che  deve  essere 
y  ir  i5,    '     9%  y  —  49  •  Come  dunque  opc- 

xereaio,  onde  ottenere  dalia  /'=/"'  =  —  5  que* 

sci 
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Iti  due  valori  y"  fy'"  ?  Suppongo  perciò  V  Equa- 
zione j>*-l-^y  +  /^  =  o,e  rinnovare  sui  coefficien- 
ti ^ ,  è  le  opt  r.^z  oni  del  (N.**  147),  troveremo 
essere  questi  uguali  a  due  funzioni  della  ift  dei 
co-  ffi.ienti  della  data ,  nelle  quali  supponendo 
i^t"  =  —  j,  ricaveremo  g  =  —  ^S^izir^^t. 
Sostttuwco  quesri  valori,  e  I*  Equazione^* — 58 j 
-^AAi^Q  lisuka  Ci  ddLà  le  due  ràdici  f"z=:g^ 

3  =49- 

I  jg.  Nella  stessa  guisa  del  (  N.^  prec.  )  se  a 
cagione  di  certe  relazioni  particolari  fra  le  x'  ^x'\ 
x"  f  ec*  ere  dei  valori  della  t  riuscissero  ut^ualf 
fra  loro,  se  per  esempio  fosse  /"  =  ^'"=#^,  la 
dcrcrminazione  delle  cornspondrnri  y"  ,  /"  ,  y'^ 
dipeiidrrtbbe  dail'  Equazione  di  terzo  grado  y^ 

gy^  4-  -f  /  —  o  ,  essendo  i  cociiicienci  ^ ,  é , 
ì  determinabili  razionalmente  per  e  i  coeffi* 
denti  della  data»  Lo  stesso  sì  dice,  se  per  lastes* 
sa  ragione  quattro  dei  valori  della  /  fossero  ugua* 
li  fra  loro,  e  così  in  progresso. 

154.  Ma  come  faremo  noi  per  conoscere ,  se 
r  Equazione  T  —  /"  /""^ *  H-  f  z"^*  +  ec.  ==  o 
ì  due,o  p\ù  radici  uguali  fra  lorof  Potremo  fa* 
dimente  dedurlo  dai  seguenti  Teoremi. 

1*^  Supponghiamo ,  che  T  Equazione  generale 
jr*H- A  Jf*"' H- B  jr"**-f- ec.  =  o  abbia  due  delJe 
sue  radici  uguali  ha  loro,  che  sia  per  esempio 
«  =  ^(  N.**  21  );  in  tal  caso  il  r^ultato  /«a*-» 
+  (  j»  —  I  )  A  ol"*-*  -f-  (  iw—  2  )  B  ar-^  4-  ec.  del 
(  N.®  óo  )  dico  che  dovrà  èssere  uguale  allo  zero  • 

X 1  Que- 
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Questo  è  cvUcntc  dal  (  ciV  N.*  60  ) ,  m^er- 
vando ,  che  abbiamo  +(«1  -  i  )  A  -4- 

i^  —  yi)  

a."*  Se  tre  delle  radici  della  x'»  -hA  Af"-'4-  B 
p4-  ec»  =  o  sono  uguali  fra  loro  ,  cioè  se  sia 
«  =  /S:=y^  dovrà  essere  uguale  allo  zero  non 
solo  la  quantità  m -h  (  j»—  i)  A      +  (  1»— 2) 
B  Jt'^>^-  ec. ,  ma  anche*  T altra  «r  (  w  —  i  ) 

Giacché  abbiamo  m  +  (  i  )  A  -4- 
(«  — 2)B«''-^-^  ec.  =(«t— X«-*) 

—  è  chiaro  che  la  — 1  ) 

A  Jr""*  +  (  «»—  2  )  B jr*-«4-  ec»=: o  sarà  un*  Equa- 
zione avente  due  radici  uguali  ad  ««Dunque  pel 
(      prec.  )  replicando  sulla  w  x  "'^  +  (     —  i  ) 

j^*-»  ^  2  )  B  jc*""*  -4-  ec.  =  o  r  operazio- 

ne i«tcssa  ,  che  si  praticò  nel  (N*®      )  sulla 
je*+  A  JT*-'  -h  B  jr*-*+ec.  =  o ,  troveremo  faciN 

mente ,  che  deve  risultare  jw  («r  - 1)  + 

(«  — 2)  A.x'-J  +  C»?  — zX»  — 3)  B**"^-+-co 

s=  o .  Dunque  ec. 

3.°  Se  sia  tìK=:/3  =  y=iJ  5  oltre  i  due  risultati 
del  (  2.*^  prec*  )  dovrà  essere  uguale  allo  zero  an- 
che il  terzo  jw(jw— iX«» — 2  )  a**-*  +  (  2  ) 
(DB  —  2  Xa» — 3  )  A  ofc**^  4-  (w — 2  X»  —  3  X«  ~  4  ) 
B  ««•-I  -4-  ec. 

Ciò  si  dimostra  nella  maniera  medesima  del 
(prec.  2.^);  e  così  si  prosegue  nei  casi  di  cin* 
que  9  sei  f  ec.  radici  uguali  •  2  :^  j* 
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Riportando  ori  queste  proprietà  «Ut 
T=:o,  te  nelb  ipotesi  di  t^t"  vedrò  risultare 

n  +(  »  -  i)f  -f-  (  »  -  2  )  f  t'^^  -4-  ec,  , 
aoè  il  denominatore  della  (  M  )  uguale  ailo  ^ero, 
diiò  che  la  T  =  o  à  già  due  radici  =  ;  dirò  che 
essa  ne  à  tre  >  se  nella  ste^a  «supposizione  di  t  —  t\ 
oltre  -f- ec.. vedrò  che  di- 

viene uguale  allo  zero  anche  »(» — 
<«  — 2)  A/»-«  — 5  )  B^-^ 
H- ec. ,  e  cosi  in  progresso.  Dunque  nel  primo 
caso,  onde  avere  i  due  valori  di  che  corrìs'* 
pendono  a  t** ,  supporrò  V  Equazione  ^* 
ì  ^  o  9  nel  seconda  supporrò  j^*  4-  ^  Jf*  -h  i  jr  -t-  i 
=  o^  e  cosi  di  seguito «. 

155.  Per  iisctogliere  finalmente  il  nostro  Pro* 
Uema  (  N.**  142  ),  neli*  ultimo  dei  tre  casi  (  N* 

145  )  non  avremo  che  da  servirci  del  metodo 
indie  ito  ai  (  N.*  147,  149,  150»  P^'  ^^so 
.secondo  »  Imperciocché  quantunque  i  valori  dives» 
ai  della  y  siano  di  un  numero  summultiplo  di  ir, 
pure  considerando  sn  essa  y  tutte  le  permutazioni 
possibili ,  è  chiaro  che  tenendosi  cosi  conto  di  tut> 
ti  i  valori  di  questa  funzione  uguali ,  o  disuguali 
fra  loro,  risulteranno  essi  di  numero  tt  ;  ma  ,  come 
vedemmo  succedere  rapporto  al  primo  caso  (  N.^ 

146  )^1'  esistere  dei  valori  della  y  uguali  non  por* 
ta  alcuna  variazione  nella  soluzion  del  Problema 
(  N.^  144  ) .  Dunque  qualunque  variazione  nascen- 

'  do  soltanto  dall'  uguaglianza  fra  i  valori  della 
ossia  dall'essere  i  valori  diversi  della  /  suninml- 

tifli 
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tipH  di  ir ,  ne  viene  che,  generalmente  parlando  » 
questo  terzo  caso  devesi  perfettamente  ridurre  al 
secondo  . 

157.  Finora  abbiamo  supposto,  che  k  fun- 
zioni f^y  siano  razionali;  passiamo  ora  a  consi- 
derare ,  come  possa  sciogliersi  ii  nostro  Probkma 
{  N.*'  144  )»  mentre  una ,  b  amendue  queste  fun- 
zioni sono  irrazionali  •  Se  sia  incommensurabile  la 
i  ,  t  non  già  la  y ,  ritrovata  pel  (  N  *  i  ^6  )  f  E* 
quazione  in  f,  le  operazioni  da  praticarsi  per  la 
determinazione  delle  y  sono  perfetr^i mente  le  iriC- 
desime,  che  quelle  dei  (  N.'  144 ,  1 47  ,  1 5  O  »  av- 
vertendo però  ,  che  qui  pure  siccome  nei  (  N,^  145  , 
1^6)  da'  diversi  valori  delia  /  anderan  hsulundo 
dei  valori  della  y  uguali» 

lyS.  Cangiata  nelle  Equazioni  (UT)  del 
(N.*  130  )  la  in  è  chiaro  che  tutte  ìc p  ra« 
dici  della  prima  dì  tali  Equazioni  non  ci  daran- 
no ,  che  un  solo  valore  delia  nostra  j  (  N.**  144  )  9 
il  valore  per  esempio  y  ;  tutte  le  /  radici  delia 
Equazione  seconda  ci  daranno  solamente  il  yak»* 
te  y"  ,  tutte  le  radici  delia  terza  ci  daranno  Uso* 
lojf"',  e  così  di  seguito* 

159.  Supposta  pertanto  la  /  della  forma 
f{x\x\x"\,,,,x^"'))y  sia  essa  razionale  ,  o  ir- 
razionaie^se  vorremo  dipendentemente  da  questa 
determinare  i  iz  valori  delia  y  (ì^.""  1^6)  ^  i  ti^ 
vidence  dai  (  N.^  145,  157)»  che  dovremo  lem* 
pre  cadere  a  dover  risolvere  ^un*  Equazione  in  y 
del  grado  in  cui  tutu  si  conterranno  questi  # 
vaioli*  lOQ* 
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i6o.  Essendo  razionale  Ja  /  zz,f(x'Xx") 
(  r"  ).....  ,<;upponghtaniio  incommensorabile  la 
j^<p  (x'Xx"  Xx")  *  .,,^9  ed  esprima  fi  il  Da- 
merò dei  valori  diversi ,  che  nascono  da  quesif 
ultima  funzione  per  le  diverse  permutazioni  fra  le 
x'yx  \x  ",  ec.  Tolgo  sul  bel  principio  dal- 

la supposta  y  zz:  cp^x'  X  '  )(  )  •  •  •  •  gli  irrazio* 
nali  (  N.**  13^),  e  ottenuta  così  i'  Equazion  ra« 
zionaUy  -h  Fy  '  -f-  G'^*  +  H'y  '^  4-  ec.  :^  o 
(  M.<*  13^), prendo  a  considerare  in  essa  il  coef^ 
ficieme  F'.  Essendo  quésto  coefficiente  pel  (N.* 
135  )  una  funzion  razionale  delle  x'  ,  x"  y  x"\ 
ec.  avente  dalie  permutazioni  un  numero  /x  di  va- 
lori diversi ,  ricerco  con  i  metodi  precedenti  (  N.* 
144,  147  y  1^0  )  il  valor  generale  delia  F  es- 
presso con  la  f;  trovato  questo,  suppongo  suc- 
cessivamente t^t\t'  >^'">ec-f  e  per  tal  modo 
è  chiaro  che  ci  risulteranno  i  coe£Scienti  F')  F", 
F",  ec.  della  (/)  (  N°  135  ).  Considerando  inse- 
guito gli  altri  coeffi.j'enti  G',  H',  ce. ,  poiché  es- 
si non  sono  che  tante  funzioni  delie  x  ^x'  ^x"\ 
ec.  simili  alia  F' ,  e  razionali  (  N.°  1 36  )  ;  soppres-. 
si  gii  apici ,  esprimo  mediante  la  formola  gene- 
rale (M)  (N.<»  144  )  dascano  dei  iMdesimi  col 
mezzo  della  F  ^  nelle  espressioni ,  che  ne  vengono, 
suppongo  poscia  F=::F',  F",F"',ec. ,  e  otterre- 
mo così  i  valori  de^li  altri  coefficienti  tutti  G  , 
G  ',  G'",  eciH  ,H'',  H  ',ec.  ec. .  Sostituisco  que- 
sti nelle  Equazioni  {ìli)  del  (  N.""  ij6)  ,  e  de- 
terminate in  simil  guisa  tali  Equazioni  9  la  loro 

solu- 


Digitized  by  Coogle 


t69 

soluzione  t  valori  ci  sommioistrerà  domandati  del* 

^  'lói.  Data  per  esempio  Y  Equazione     —  i 
—10  X-  +  24  =o  del  (  N.""  143  )  ,  in  cui  abbiamo 
ir'  =  4, =         =  —  g,  e  supposto  t'  —  x'-^x\ 
voglia»  J^x'  x'-^i^x".  Togliendo  pei  (  N.» 


avremo  r  —  —  z;*^*  ,vj  — \7» 
cando  ora  da  t  il  valore  4i      osservo  che  abbia* 

mo  x'  x"=—  -  dunque  senza  fare  tutto  il  cal- 
colo del  (N,«  144) > giacché  pel  (N.**  io6}  l'E- 
quazione in  ^  ai  la  — P^^*  ^ 
(  cit.  N.*  141  )  ne  viene,  che  sarà  —  "J^^ 

xoi*  -  204^-5^     sostituisco  quivi  successiva- 

mente  i  valori  /  =  5 ,  r"  =  1 ,  1  j  c 

terremo  F'  =  -  i5  ,  F"  =  24  ,  F'      11  • 

Affine  presentemente  di  determinare  i  cocfH- 
Cienti  G',G",G  "  , formo  l'Equazione  in  F,  cioè 
1^  pi^^p^^F+r=:p  ,  essendo /  =  —  ao, 
é^-n — 288,  ^==4608;  nia  abbiamo 
H  i=rG'H-G'*-+-G"'=ai7, 
Ui-V  G'  4-F"  G"H-F"G'"=  1568, 
H  g  =  F  * G  +  F"  G  "  G  "  =PJ87Z  , 

c  perciò 


P=:  Hi/-4rHi=:  — 1771; 

Dunque  sosriniendo  nella  formola  generale  (  M  ) , 
^  _     217  F*  — 1772  F-t- 2016        .         .  . 

«"^G  =  '  ^F^-4oF^r"*  «  «ponendo  m 
luogo  della  F  i  suoi  valori,  otterremo  G'  =91  , 
G"  =  12(5,  G  "  :=  p.  Perunto  le  <///)Equazio» 
ai  del  (  N**  xj5  )  divenanno  nel  nostro  caso 
jf^  — itfj^  +  fi=o  ,  >*-f-i4t-+-f»tf  =0,  y 
i2jr  =  o,  e  i  sei  valori  della  jr^che  dalla  so* 
luzione  di  queste  si  ricavano ^  quelli  saranno^  che 
richiede vansi  dal  Problema  . 

162»  {  valori  dei  coefficienti  G'^G"}  G'  ^ecj 
H' ,  H"  5  H'",  te* ec*  non  si  potevano^ssi  pure  de* 
durre  ìmnediatamentc  dalla  /  »  aenza  ricorrere  at 
valori  della  F  (  160  )?  Ptt  k  «òluzion  del 
problema  non  solo  è  necessario  conoscere  i  va- 
lori tutti  delle  G  ,  delle  H,  ec;  ma  bisogna  di 
più  tra  questi  conoscere  quali  son  quei ,  che  cor- 
rispondono ai  valori  diversi  della  F.  Ora  se  F, 
r  sono  funzìonr  simili ,  in  ul  caso  è  chiaro  dal 
(N.*  144), che  troverò  il  valore  per  ^semnio G' 
corrispondente  ad  F' ,  tanto  deduceodc^  da  0' , 
come  da  F'  ;  ma  se  F  ,  /  sono  due  funzioni  dis- 
simili )  cosicché  al  solo  valore  t'  due  o  tre  ne  cor- 
rispondano della  F  {  M,®  147  ),  risulterà  in  al- 
lora per  la  sola  F  un'Equazione  di  secondo,  o 
terzo  grado  (  cit.  N.*  147  )/  ora  essendo  G  una 
funzione  liniile  allA  F  ^  se  vorrò  dalla  /  ricavare 

y  il 
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il  valore  G'  ,  ritroverò  per  esso  pure  un*  Equa* 
zione  di  secondo,  o  terzo  grado ^  e  le  radici  di 
questa  corrisponderanno  alle  radici  della  Equr^zio* 
ne  trovau  per  F  •  Ma  da  queste  due  Equazioni 
determinate  potremo  noi  conoscere  precisamente 
quali  sono  ì  singoli  valori  della  che  a  quei 
corrispondono  della  F  ?  E*  evidente v che  nò.  In 
conseguenza  adunque  di  questo  abbiamo  stabilito 
nel  (  N.<>  lóo  )  ,  che  ciascun  valore  della  G  de- 
ducasi dal  corrispondente  della  F,e  che  lo  stes- 
so pure  ai  pratichi  rapporto  agli  altri  coefficienti 
ec*  * 

x^}.  Resta  finalmente  a  considerarsi  il  caso  t 

in  cui  amendue  k  funzioni  r ,^  suppongonsi  irrap 
zionali  .  Ora  1*  essere  la  /  incommensurabile  non 
porta  ,come  si  osservò  nel  (  N.*  158  )  >  alcuna  va- 
riazione nel  calcolo;  dunque  tutta  la  variazione 
dipendendo  soltanto  dalla  irrazionalità  della  y^ne 
segue ,  che  qoesf  ultimo  caso  rtducesi  infine  to« 
talmente  ali*  altro  del  (  N.*  160  ). 

Prima  di  terminar  questo  Capo  ,  fa  d*  uopo  » 
die  dimostriamo  il  seguente  Teorema . 

1^4.  Col  mezzo  di  un  solo  dei  valori  della 

funzione  /  =/{yx^")(^"X^'^)--'V*> 
possiamo  determinare  i  valori  della  funzione 

Siano  per  ora  le  due  funzioni  y  simili,  c 
razionali,  e  i  diversi  loro  valori  provementi  dal- 
le varie  permutazioni  siano  i  seguenti  • 
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=/(^'  X^"  X^"')(^")  , 

y  =^ix'  Xx"Xx'"Xx'^)  ; 

y^(p(x"  Xx'  X^"'X^")  ; 

,"'=f(x"'Xx"  Xx'  x^")../.-., 

y"=^(;r"'X^"X  x  X  O  5 

È'^=fix'  Xx  'Xx'  Xx")  , 

y-=^(y  x^"'X^"X^"')  i 

f  =(fix"Xx"'X  x'  X*")  { 

0'^=f(x"'  X  X  Xx'Xx^)  , 

y'z^<fix"'Xx'  Xx'X  x"")  ; 

ec*  ec. 

Mentre  nel  (  N.°  144)  abbiam  voluto  dipenden* 
temente  dai  valori  delia  f  trovare  quei  delia  y  ,  ab» 
bìamo  nella  determinazione  delie  quantità  Hi, 
H  2  9  H  3  ,  ec.  combinate  Jc  funsioni  t*  ^  /" ,  f'"  , 
«c.;  y  >y'  yy"  i  ec.  ^a  loro  in  modo,  che  cor- 
fispoodendo  ad  ^' ,  e  però  t"  ad  y". ,  t'"  ad y"\ 
ec,  ne  è  risultata  hi  (M)tale,  che  al  sostituire 
di  /'  si  ottiene  necessariamente  y' ,  al  sostituire  /' 
si  à  y"  j  ai  porre  /  in/'"  ne  risulta  y'"  ,  e  cosi 
di  seguito  •  Ma  è  chiaro ,  che  potevamo  da  prin« 
cìpio  supporre ,  che  a  0  corrispondesse  non  già 
y  fina  bensì  jr",  in  allora  a  avrebbe  corrispos* 
lo  jr' ,  a  i'"  avrebbe  corrisposto  ,  a  0'^ ,  ,  ec.  ; 
c  fatte  le  Equazioni 


17» 

y  -f  y-4-f '-f-y  -»-«c.=h  f , 

Vy  H-/"^'  +  f'f  +        +  ec.  =  H  I , 

ec.  ec. 
avremmo  coi  noti  metodi  ottenuti  certi  valori  del- 
le  H I ,  H  2  ,  H  3  9  ec  )  i  quali  ci  avrebber  condor* 
ti  ad  una  Equazione  (  M  )  tale ,  che  facendo  suo 
cessivamente  t=zt\  t*'  y^'" %t'^ ^  ec»  ne  sarebbe 
multato  corrispondentementejr  =  ^"  ,/  ,  %y"  » 
ce.;;  onde  in  questo  caso  mediante  P  si  avrebbe 
avuto  jf"  •  Se  a  t  si  fosse  supposto  corrispondere 
y",  in  allora  a avrebbe  corrisposto  a^'", 
y\à  t'^  ec. ,  e  operato  come  precedentemen» 
te» saremmo  arrivaci  nel  raodo  di  prima  all'  Equa* 
zione  (  M  )  ,  nella  quale  ponendo  i  valori  t'  )  t**  % 
f  \t  9  ec« ,  ne  sarebbe  successivamente  risultato 
y  ^y"  >  y"'  y  y'  y  ^  ec.  ;  e  però  da  (  avremmo  ot- 
tenuto il  valore  y  \  Proseguendo  così  a  suppor- 
re ,  che  a  /  corrispondano  le  funzioni, che  restano' 
JF^,  jf^'  ,ec.,  vedest  che  potremo  mediante  U 
stessa^  ^'  determinare  ciascuna  delle  y' ,  jr"  yy'" 
y  yy*'  j€c. ,  trovando  però  corrispondentemente  ad 
ognuna  di  queste  tante  nuove  Eqaaiioni  della  for* 
ma  della  (M).  Dunque  ec. 
^  Che  se  le  due  funzioni  / ,  y  .sono  fra  loro  dis« 
simili  9  o  sono  irrazionali  ^  U  Teorema  si  dimostra 
nella  maniera  medesima. 

155.  Avvi  un  caso,  il  quale  sfugge  dal  pre« 
cedente  Teorema,  e  tale  si  e  quello ,  che  segue. 

Sia  jr'  )(  jr  ')(  ^   ).....  (  x^^^  ) ,  e  sia 

co- 
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cosicché  niuna  delle  radici  esistenti  nella  funzione 
y  entri  nella  funzione  i*  ^  io  tal  caso  io  dico  ,  che 
essendo  le  x"\  ec  radici  di  un'  Equazion 

generale  (D),  dalla  t*  non  potiemo  dedune  il 
valore  della  y'. 

Se  far  si  potesse  una  simile  deduzione ,  doven^ 
do  risultare  j^'  —f  (  r'  )  (  N.*  144.  ),  esister  dovreb- 
be un  rapporto  tra  queste  quantità^  ,  Male 
x  ^x'\x"'9  e&9  x("'>  essendo  radici  di  un'  £qua« 
zione  generile  9  detono  prescindere  da  qualun- 
que  relazione  fra  loro. Dunque  le  radici  compo- 
senti  la  t*  essendo  tutte  diverse  dalie  radici  del- 
la  y,  non  potrà  neppure  considerarsi,  che  esista 
alcun  rapporto  tra  le  t\  y  medeq>ne,e  non  po« 
crà  p^r  conseguenza  dalia     dedursi  la  j^'  • 

%66.  Se  restando  /  =  /(  x  )(  x*  )(  x'"  )  .  • .  • 
(  ;if^^^  ),  abbiasi  y  =:  x' ;  esistendo  in  questa  sup- 
posizione la  x'  nella  t*  ,  esister  dovrà  un  rappor- 
to era  essa  x  =y»e  la  ^'9  dunque  in  questo  ca- 
so sarà  quella  sempre  determinabile  da  questa  ,  e 
potrem  quindi  sempre  ottenere  y  =^!=/(^')* 
Dal  (  N.^ precedente ) è  chiaro, che  non  potremo 
già  eseguire  una  simile  determinazione ,  se  sia 
yssjr^^"*"*^. 

1 6^.  Ritenuto  t'=zf(x')(  ^"  )(*'")...  (x^% 

«upnonghiamo  uz=zcp(x'X  x^^'*'^^  )(  ^^^"^'^  )..... 
{;r<*)).  Cercando  pel  (  N.*  prec.  )  sì  daJla  che 
dalla  m  li  valore  della  x\  giunger  potremo  alle 
due  Equazioni  Jr'=/  x^f{u  )^t  pe- 

rò 
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rò  ali'  altra  f  (  //  )  =/'  (  ) .  Ma  questa  sciolta, 
considerando  la  «T'come  incognira^ci  tomminiscra 
evidentemente  »'=i/'"(r').  Dunque  quando  nel- 
le due  ù  esiste  una  radice  comune  ,  e  mol- 
to più  quando  ne  esistono  varie  ,  1'  una  funzione 
in  allora  è  sempre  determiniibile  dall'  altra. 

i68.  Facendo  nella  y  del  (  N  •  1(^5  )  le  va* 
rie  permutazioni  tra  i  diversi  valori  della  x  ^  una 
di  quelle  eseguiscasi ,  per  cui  in  essa     introduca  u** 

na  ,  o  più  delie  radicf ,  x* ,  x** ,  ec.  x^^ ,  facciasi 

quella  per  esempio  di  x^"^^^  \Xk  x*  ^  t  sia 

y  =  (f  (;f')(*(^^»O(jr^^"^*0  (x^*^).  Poi- 

chè  pel  (  prec.  )  questa  y  è  d'^terminabile 
dalla  t\  ne  viene  evidentemente,  che  se  da  essa 
f  non  è  deducibile  la  y  (  N.**  165  )  ,  pure  Io  sa^ 
rà  sempre  uno ,  o  più  altri  valori  da  es<?a  dedot» 
ti  ,  come  nel  caso  presente  la  y ,  e  per  conse- 
guenza  qualunque  siansi  le  funzioni  /  ,  jr,  avi^ 
sempre  luogo  la  soluzion  del  Problema  del  (  N.* 
142  ),  e  avrà  pur  luogo  il  Teorema  del  (nN.^  154  )  , 
ogniqualvolta  dal  dato  valor  della  /,  cioè  da 
quei  valori  si  cerchino  della  y cui  esiste  una> 
o  più  delie  radici  esibenti  nella  t  istesa* 


i^'i^ui^uu  Ly  VjOOQle 
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CAPO  NONO. 

Alcune  Trofrtetà  delle  Radtà  reali ,  ei  immaginarie 
nelle  EfnaXfioni  Algebraube  • 

t€g.  Supposta  un*  Equazione  di  grado  pari  ^r** 
-4-  A  jr*"-'  +  B  jr»*-»-hec.  =  o  ,  c  fatta  con  le 

sue  radici  una  funzione  della  formi 

>=/((^',  x\  x'\,  ;r<'))-(;rC*»>, 

,   in  cui  le 

x^'^^)^  x^-^*>,  ce,  atC»:)  siaoo  combinate 

fra  loro,  come  lo  sono  fra  loro  le  x^x"^x'*'i 
ce.  9  Jr<')  >  come  sarebbe,  per  esempio  nella  ipote- 
si di  «  =  j ,  la  r  -  (  r'+;r"+jr'"  K(*'^-h  )  , 

i  valori  di  questa  io  dico,  che  seno  tutti  tra  lo- 
ro uguali  a  due  a  due,  e  di  segno  contrario. 

Trasportando  nella  r  tutte  le  radici  contenute 
sotto  la  prima  parentesi  entro  della  seconda ,  e  le 
ladies  della  seconda  trasportandole  entro  della  - 
prima  ,  ne  verrà  la  funzione 

-(jr*,       x"\  x^^)),e  neiresem- 

pio  la  (Jf''-f-jr^H-;r^')~(;r'-f-y' H-y");ma 
questa  è  ugu^ile  evidenteinentemente  a  ila  suppo- 
sta ,  cangiatone  il  segno  •  Dunque  due  dei  valo« 
ri  della  r  essendo  gii  tra  loro. uguali,  e  di  se* 
gno  contrario ,  rinnovato  il  discorso  del  (R®97), 
tioveicmo^  che  anche  gli  altri  tutti  aver  dovraib 

no 
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no  la  proprieti  medesimi  ,  e  però  te» 

170.  Ne  segue  adunque  ,  che  i  valori  della  r 
sono  di  numero  pari,  e  giacché  questo  numero 

in(zn-iy.^n-z)....(n+x)  ^^^^ 

ihato  esso  per  brevità  2  Ctf  ^  avremo 

 ^  =  numero  io- 

I  .  2  .  g  .  .  .  if 
riero  ^  e  i  valori  tutti  della  r  si  esprimeranno  per 

Nel  caso  di  »    2  avremo  «  = ,  ' ,  '   =s  10  • 

171.  Se  nella  r  lasciamo  là- Jf' sempre  aì  suo^ 
luogo ,  e  facciamo  tutte  le  possibih'  permutazioni 
ftà  k  altre  radici,  i  valori  ,  che  ne  vengono,  pos- 
sono xappresenurcì  i  precedenti  w  valori  r'  >  r"  ^ 

r   ,  ec« ,  r  • 

Con  la  operazione  ora  supposta  non  venghi'a* 
mo,  che  a  determinare  una  parte  di  tutti  1  pre* 
cedenti  2  w  valori  della  i*  ,  e  quali  essi  siano ,  pren- 
diamo presentemente  a  considerare  •  Restando  per 
la  ipotesi  la  x  immutabile»  le  quantidk  4a  permu- 
cafsi  nella  r  diveranno  in  numero  di  2  ai  —  s  •  Ma 
per  la  forma  della  r ,  il  numero  delle  permutazio* 
ni  fra  le  zn  —  i  radici  è 


»77 

-. «fa»  — i)(a«-a)....fir4  o 

—  ,      .      ,  _  (  N.»  102  )  . 

I)aQque  essendo  questo  risolrato  =  w  (  N.**  prec.  ) , 
di'  numero  w  saranno  i  valori  ,  che  orrengonsi  dal* 
k  r  per  le  permutazioni  supposte.  Di  più  rescan* 
do  la  X  sempre  al  suo  luogo ,  c  però  sempre  po- 
sitiva ,  nessuno  di  questi  valori  può  giammai  es- 
sere uguale ,  e  opposto  di  segno  ad  un  altro  qua* 
Juoqiie  dei  medesimi.  Dunque  ec.  • 

Vacrndo  «=3  ,  giacché  ne  viene  w=z  10  (N.* 
prec. } ,  avremo  nel  soJuo  esempio  (  N."*  i6g  ) 

r'  =(4r'  +  4r"  +  ;r"')~(;r''4.;rV;r-), 
=  (  Jr'^^y^^- 4.  ) 

r^(x'  +  ^-^  X- )^ix  ^+        y ' ; 

r''^{x^^x"  +  x'^)-{x"'  +  x^  +  x^'), 
=  (   '  4-  Af"  -f  x^)  -  (     +  x'"  +  x^'), 

r^'"=  (r'-^x'^^x^)-i  x'  H-  X'"  -f-  )• 

=  (  y  +        +         )       (  y  '  ^       ^         y  ^ 

t^^ix'^x''^x")-^{x'^x^'  ^x  '). 
172.  Se  vogliansi  nella  r  lasciare  nel  loro 
lu-)go  le  due  *  ,  x  \  e  permutare  tutte  ie  altre 
i«  —  z  cadici ,  che  rimangono^  i  valori,  che  ne 
oenvano»  «iranno  contenuti  fra  i  precedenti  r\  r"  , 
f  " , . . .  •  rM  , e  dal  (  N  •  I  o  2  )  è  chiaro ,  che  li'loro 

aomero  ^-(^"-' ^X2ii--:t)...,a  .2.1  _ 
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1*2. J..,  (»— 2) 

scmpio  tal  numero  diviene  =4>  «  i  coraf poli- 
denti  valori  sono       r  y  r  y  r  • 

17:^.  Cangiamo  la  x'  in  -f"  in  tutti  gli  w  va- 
lori dei  (  N."*  171  )  .  Per  simili  permutazioni  altri 
di  questi  valori  restano  perfettamente  i  medesimi, 
e  tali  sono  gli  accennati  nel  (  N.^  prec-  )  ,  ed  al"* 
tri  pel  (  Ni*  i6g  )  non  fanno  peiciò ,  che  cangiar* 
si  fra  loro, cangiando  nel  tempo  stesso  di  segna* 
Ora  volendo  determinare  il  numero  di  questi  ul» 
timi  valori,  sottraggo  dai  Numero 

l.2«3..*«(a —  1  ) 

(2«—  iV» — 2)^2^—3)  I  ) 

valore   '   ;  v  — 

(n-lXzii  -  2K^«  -  ^)  —  («-fi  )  _  * 

*  I.2.J  (»  —  I) 

(2ii - 1  —  »-nyt«^-  2)(2g— ^) — r«+  I )  _ 

1. 2.^. ...(«  —  ij 

ii(2>l  —  2X2» —  g  I  )   

1.2.3  (f*— "S  } 

Nel  nostro  esempio ,  a  cagione  di  »  =  3  ,  questo 
numero  sarà  =  1  "7"      •  ' 

174. 
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174,  Il  ritrovato    ■     —  ^ — ^-i-il 

è  sempre  un  numero  pari  •  . 

Suppongo  1  j=^,  «-a=f;  avendosi  quin- 
di con  la  sottrazione  u —  1=:^  —  ^,  e  però 

»  — /  — (f  -  1),  «-4-1=:;^  -  (f  -  2 )  ,  sostituiS' 
co  questi  valori  nei  numero 

•  ,  ,        ^  Ora 

dalla  sola  ispezione  della  formola  Newtoniana  ve- 
dcsi  altro  non  essere  questo  numero  ^se  non  che  il 
coefficiente  del  termine  ^7  +  i  estmo  di  un  bino* 
mio  a-\-b  elevato  alla  por  n za  p.  Dunque  do- 
'futtì  ì  coefficienti  delJa  formola  Newtonia- 
m  tUSSi  numeri  interi ,  tale  sarà  anche  il  numero 

■  -   g 

^  i.2.3...(«  —  2)        »r  r 

cedente  2  ■— , — ^  *  .  "  "  . .  non  sa- 
|à j  che  un  numero  pari.  C.d.d. 

.  '  ■    175.  Se  tacciamo  il  prodotto  r' r" /"  .  . .  r*> , 
?ar?t  questo  sempre  determinabile  razionalmente 
pei  coefficienti  A  ,  B  ,  C  ,  ec,  della  data  . 
^formato  questo  prodotto ,  esso  è  già  tale  evi* 


dememente  ,  che  ura  qualunque  dellr  permuta- 
zioni indicate  nei ,  (  171  )  non  può  produr- 
re in  lui  variazione  veruna.  Facciasi  ora  nel  mc« 
desimo  la  pernìutazione  dijc'  in  ".Per  lo  (N.« 
173  )  àlm  delle  r,  r',  r  ",cc,  non  ii  can- 
giano perciò  in  modo  veruno ,  le  altre  tutte  non 
fanno  ,  che  cangiarsi  fra  loro  ,  cambiando  nel  tem- 
po stesso  di  segno,  e  queste  ultime  frattanto  so* 
no  pel  (N*^  174)  di  nunoero  pari  :  dunque  il  no* 
stro  prodotto  r  r"  r  "  • . .  i^*^>  è  lale ,  che  pel  cam* 
biamentQ  di  jr' in  jt" non  si  altera  pomo,nèrap<> 
porto  al  valore, nè  rapporto  al  segno.  Ma  quel- 
lo, che  si  è  detro  della  permutazione  di  x  in  x  , 
dicesi  egualmente  di  qualunque  altro  cangiamene 
to  fra  le  x.'jx'\x"\  ec«,  x^^'ì.  Dunque  il  suddem 
prodotto ,  conservando  sempre  e  lo  stesso  valore  1 
c  lo  stesso  segno  ,  qualunque  permutazione  si  fac* 
eia  ,  sarà  sempre  determinabile  razionalmente  pei 
cpcfficienti  A ,  B ,  C  ,  ec.  della  data  {  N.°  i  o  i  )  . 

176.  Se  vogliasi  formare  un'Equazione  ini* 
avenreper  radici  rutti  i  valori  r',—r',  r", — r", 
r'",  —  /" ,  ec.  del  (  N.*  170);  questa  sari^  priva  di 
tutte  le  potenze  dispari  delia  r. 

Pel  (N.°22)il  primo  membro  dell'Equazio- 
ne da  formarsi  è  ^=  (  r—r  )(  r  H-  r  }(  r  -  r"  )Cr-+r") 
(r— /"X'-^  r").  ..(r-~r(">)(r4-rH)  = 
(r*  — f  *)(fA  — r'  *)(r*  -  r  "*)•. -(r* -r<«^*  )  ; 
ma  in  questo  non  entrano  che  le  potenze  pari 
della  r  .  Dunque  ec. 

Supposto  sostituisco  >  effettuo  la  molti- 
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plica  zfone  5  e  iJ  calcolo  del  N.*' IO      ed  verrà  un* 
l^)  Equazione  *«-hR        -+ S.«f""-*4-cc.4- V=o, 
di  cui  saranno  ladìci  le  qutmisà  M=r*jM"^r"% 


177.  Se  sfa  w  numero  dispari,  la  C^)  avrà 
necessariamente  V  uJnmo  termine  V  negativo. 

Il  prodotto  r  r"  r  ".  c.f^*^  è  sempre  una  quan* 
mi  razionale  (  N.^  175  )  ^  e  per&  il  suo  quadrala 
(  r  r  '  r  "  •  •  »  •  r<«^)^  un«  quantità  essenzialmente 
powtiva  •  Dunque  emendo  la  (  /  )  per  la  ipocesi 
un*  Equazione  di  grado  dispari ,  e  avendosi  quin- 
di pel  ^(  N-"*  2  4  )  V  =  —  «  //"  — 
(r  r"  r" . . .  r(«^>  >» ,  ne  segue ,  che  ec 

B78.  NellsL  ipotesi  adunque  di  v nomerò  dis^ 
ptfri  «venda  sempre  la  0  per  lo  meno  un  vaio» 
re  reale  positiva  (  N.*  54) ,  sostituendo  questo  in 
un*  Equazione  r*  =  j^  (  N,**  i7<5  ),  ne  otterremo 
sempre  r^y/f*—  ad  una  quantità  reale. 

179».  Ritenendo,  che  w  sia  numero  dispari^ 
se  vorremo  mediante  la  r  pel  (N.*'  142)  deter- 
minare il  valore  di  un'  altra  funzione  qualunque 
a  lei  simile  ,  che  chiamerò  / ,  troveremo ,  che  cor* 
rispondentemente  a  tutti  ,  o  ad  alcuno  dei  vaio- 
ri  reali  delia  r,  purché  non  sia  zero ,  esiste  sem« 
pre  per  lo  meno  un  valore  reale  della 

O  i  valori  reali  della  r  sono  tutti:  disuguali  fra 
loro,  o  nò*  Nel  prima  di  questi  due-  casi  la  co* 
sa  è  per  se  evidente ,  corrispondendo  per  la  for* 
mola  (  M  )  a  ciascun  valore  reale  della  r  un  va* 
loca  reale  della  /  •  Nei  secondo  poi  osservo  da  pri» 

ma  9 
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ma,  che  essendo  la  (I)  un'  Equazione  di  grado 
dispari  avente  V  ulrìmo  termine  negativo  (N.*  177), 
dovrà  9ssa  avere  un  numero  dispari  di  radici  rea* 
li  positive  (  N.<*  58  )•  Supponghiaino  9  ciò  posto |  ' 
-che  tra  c|iiesce  radici  reali  positive  ve  ne  abbiano 

defle  uguali  fra  loro  ;  tali  radici  uguali  ,  o  sono 
dispari  di  numero ,  o  sono  pari  ;  nel  primo  di  quc« 
sti  due  casi  è  chiaro  potersi  dare  >  che  delle  ra* 
dici  reali  positive  non  né  rimanga  nell'  Equazio<> 
ne  </)  alcuna  disuguale ,  ma  ciò  non  può  già  dar* 
si  nel  secondo.  Ora  a  cagione  di  r=:v)ir,  dò 
stesso  ,  che  abbiamo  osservato  nei  valori  reali  po- 
sitivi della  // 5  deve  in  corrispondenza  succedere 
anche  tra  i  valori  reali  della  r.  Dunque  o  col 
mezzo  dei  valori  reali  uguali  di  essa  r,  se  sono 
dispari  >  o  se  sono  pari ,  col  mezzo  di  quelli  ^  che 
devono  necessariamente  rimaner  disuguali ,  se  cer- 
cherò i  valori  corrispondenti  delia  /,  questi  pei 
(  N-'  144,  1475  151  )  venendo  sempre  a  dipen- 
dere da  Equaziom  di  grado  dispari  »  dovranno  sem- 
pre avere  per  lo  meno  un  valore  reale  (N.^)4>» 
Dunque  éc* 

180.  Il  primo  membro  di  qualunque  Equa« 
zione  Algebraica  di  un  grado  maggiore  del  secon* 
'  do  è  sempre  composto  di  due  faccoit  »  i  coefficien* 
ti  dei  quali  sono  quantità  reali  . 

Se  r  Equazione  proposta  è  di  grado  dispari , 
sapendosi  che  questa  à  sempre  una  radice  reale 
(  N.*  54  )  j  chiamata  oc  una  tal  radice  ,  ed  jt**** 
4-B^**-'H-ec.=:o  r  Equazione  prò- 

po» 
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posta,  dividendo  essa  pel  binomio  x — la  de* 
comporFcmo  cosi  nei  due  fattori  x  —  a,  x^  + 

(aE*-+.A«*-HB«-HC)jip»»-»+ec.  (N«33  ),in 
cui  i  coefficienti  sono  evidcnremente  reali • 

i8r.  Se  poi  1*  Equazione  data  sia  la  (D) 
(N.*i7j,c  sia  d*  un  grado  pari  >  2  ,  suppon* 
ghiamo ,  che  jr»  M  «H-  N  ;r*-*+  P  -h  eo 
CI  rappresemi  uno  dei  suoi  fattori;  faterò  fatto* 
re  sari  della  forma  ;r*~*-h  M';r*^**'-4- N  .y"^»-» 
^-  P'  A-'^*"*  +  ec. ,  e  converrà  dimostrare ,  che  tut- 
ti i  coefficienti  M  ,  N ,  P  ,  ec  ;  M' ,  N' ,  P' ,  ec.  so- 
no quantità  reali/  dimostrato  ciò  dei  primi,  sai^ 
dimostrato  ancor  dei  secondi ,  giacché  questi  side* 
terminano ,  dividendo  la  (  D  )  pél  fattore  (  J/  )  :  res- 
ta dunque  a  provare,  che  i  coefficienti  M, 
P,  ec  siano  quantità  reali. 

Giacché  T  esponente  iw  è  un  numero  pari 9  *- 
vremo  sempre  m=  a*/  ,  essendo  i  un  numero  dis« 
pari  qualunque;  ora  o  1  >  1 ,  o  f  =t  ;  prendiamo 
a  considerare  questi  due  casi  nei  numeri ,  che  se* 
guono • 

182.  Sia  primieramente  /  >i.  Avendosi 
M  =  ^(x'^x"-^ x'"     . . .  +  r(-) )=:f(x\ x% 

•  •  x^^i  ) ,  sappiamo  dal  (  N.**  104  ) ,  che  sarà 
questa  Funzione  determinabile  per  un'Equazione 
del  erado '"('"^ 'X** _ 

1  .  a  •  3  •  •  •  Il  » 

che 
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che  chiamerò  ir^Se  dunque  suppongasi  «  =  2^  a« 
vremo 

*  1x2*— 2Xi*-3;.--2 . 1  * 

ossia  dividendo  p^r  2  quante  voJtc  si  può  i  fat- 
tori corrispondenti  del  numeratore  ^  e  del  dèoo* 
minatore,  sarà 

ove  si  vede,  che,  non  racchiudendo  il  numerato- 
re,  e  il  denonioatore  che  dei  noraeri  dispari , 
u  la  divisione  si  avrì  neccssariameoce  il  quozien* 
te  9r  numero  disparii 

Dunque  il  coefficiente  M  del  fattore  (//)  di- 
pendendo da  un*  Equazione  di  grado  dispari  ,avrà 
necessariamente  almeno  un  valore  reale,  e  però 
tenendo  conto  di  questo  ,  il  supposto  Attore  avrà 
di  già  il  coefficiente  M  del  secondo  termine  rea* 
le.  Ora  essendogli  altri  coefficienti  M,  p,cc.  fun* 
zioni  delle  x\  x\  x  \ec,  simili  alla  M,  potre- 
mo dipendentemente  da  M  determinare  ciascuno  di 
essi  (  Nf.  J44  ),  e  ciascuno  avrà  uno ,  o  più  vaioij 
reali  corrispondentemente  ai  valori  reali  di  M.  Dun* 
que  il  fattore  <//)  oltre  il  coeficieme  M  avendo 
ancora  reali  tutri  gli  altri  N ,  P ,  ec. ,  ne  viene  che 
il  primo  meiTibro  dell'  Equazione  (D)  sarà  com- 
posto dei  due  fattori  reali 

af -h  M      4- N  ;r-»-h  P  ;r-i + ec. , 

CI* 
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essendo  in  essi  ii=:a*i  ed  m^x^i  ^  ove  i  è  nu* 
snero  disparì ,  e  >  i  • 

i8 Se  poi  i  =  I ,  cosicché  jì=s    ,  sarà  la 

data  composta  dei  due  fattori 

^  VH-M';e-»-hN'jr-*+P';c-SH-ec.,  avendosi 

=  a*^*>  ed  i  coelScienri  totii  itali  • 

2  2 

Difatti  supposte  x\  x"  ,         ec,  x^")  ìc  radi- 
ri  del  primo  fattore ,  Jrt»^'>  ,  ;r<»-^*> ,  ^r^i) ,  ec  1 
le  radici  del  secondo  ^  supponghiamo 

M=lÌJi,N  =  ^\  p=I±3,ec.,  ' 

avremo  qujndi 

«  =  M-l- M' =— e  (  jr' +  Jt"  +  *  " +. • .  4- jr<»0 

y  =  p  4-  P'  =  —  ({r  y      +  .    +  jK-«)jrC-«M*)  ) 

ec  ec«  '  ec» 

li^M  —  M'—'~(x'\-x"  +      + . . .  -f-  ^^'J ) 


l$6 

v=N  -  N'  =  ((r'y'-4-*V"-l-jr"je'"-h.„Hl:ir<-»)r<->) 

ce*  ec.  ec. 

Colloco  ora  nei  fattori  (HI)  in  luogo  dei  coe^ 
fidenti  ì  corrispondenti  valori  in  ^,  jS,  ec./ 
fft  ,  V,  ec;  faccio  ii  loro  pro^^orro  ,e  parago* 
no  questo  col  primo  membro  deli"  Equazione  sup* 
posta  ;  rìsuiratando  per  tal  modo  un  numero  m  , 
ossia  2n  di  Equazioni  tra  le  m  indeterminate 

j  7  9  ^c.  ;  a  ,  V  ,  TT ,  ec. ,  elimino  da  queste  le  2  «  -  f 
quantità  y  ,  ec.  ;  v  ,  t,  ec.;e  otterremo  co- 

sì un'  Equazione  finale  con  la  sola  ìndecermina;* 
ta 

iS4.  Essendo  jui  uguale  ad  una  funzione  del* 

la  forma  /((jf',  x'\  jt'"  ,  ••.x^"^  )  — 

(*<-^«) ,  x^"^) ,  x^'^^> ,  .  • .  jci*'>  )) ,  ed  esseiif  ^ 

do  2  «  il  grado  dell'  Equazione  data  ,  V  Equazio- 
ne in     »  che  risulta,  pei(N.'         170  »  17^) 

sarà  del  grado  —  :  =  2  w, 

e  non  conterrà  ,  che  le  potenze  pari  della  fi  ^ 
onde  supposto  /u*  rznr,  essa  diverrà  della  forma 
(  I)  *«+Rir"-«H-S*«'»  +ec.  +  V  =  o  (N.<>  tjó  ). 
Ora  avendosi  2      2*  »  sostituendo  ne  viene 


01=: 


1 


187 

#(211— l)(2K— 2X^«— ìy^«^4)*"f»+2)(ll-f-l) 

»  («—0         (»— 3)  {«—4'  •  •  •  2  .1  ^ 

-i_i)(2*-«  — 2X2*-* — 3 A^*"'  —4)  ...2.1  * 
dividere» come  nel  (  N.''  x8i  )9  sopra  ^  e 
^  ottiensi 

^  "-lX2*-jX2*-*-~T)...f2^-t4,T)(2*-i4-l) 
^  I  jl  2'»-«— 3X2*-3— l)  ...  I  .  I  • 

per  la  ragione  accennata  nel  (  cit. 
ultimo  risultato  un  numero  dispari» 

.*.^pdri  sarà  V  ottenuta  Equazione  (  J),  e 
-3ca  di  più  pel  (  N.®  177)  avrà  l' ultimo  termine 
V  negativo.  La  /ut  pertanto  pei  (N."  1 7S)  avrà  sempre 
per  lo  meno  un  valore  reale  .Cerco  ora  col  mes* 
20  di  questo  valore  reale  della  jui  di  determinare 
il  corrispondente  valore  delle  ix  ,  |3  ,  7 ,  ec.  ;  v  ,  9r , 
ec.  :ley,7r,  ec.  sono  funzioni  simili  alla  /ix  (  N.V- 
183),  e  le  «  ,  (2  ,  7  ,  ec.  pel  (  N.°  146)  da  essa 
determinansi  totalmente ,  come  se  le  fossero  siini* 
li.  Dunque  siccome  pel  (  N.°  179  ) corrispondente* 
mente  ai  valori  reali  della  [x  esiste  sempre  per  Io 
meno  un  valore  reale  di  ciascuna  delle  v,  9r  ,ec.  ;  tal 
valore  reale  esisterà  ancora  riguardo  a  ciascuna 
delle  «5/^,7  ,ec. .  Determino  pertanto  questi  va- 
lori reali  di  tutte  le  « ,  ^  »  7 ,  ec.  ^  v  »  9r ,  ec.  ^  li 
sostituisco  nella  espressione  dei  coefficienti  M  » 
P,  ce;  M',N',P',ec.  (N^iSj  )  ,  ed  èssi  per- 
ciò diverranno  reali ,  e  diverranno  quindi  reali  ao* 
che  i  due  fattori  (///).  C.  d*  d« 

aaa  iSj. 
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Avvertasi;  che  potrebbe  il  valore  rea* 

le  della  [Jl  essere  =  o  ,  e  allora  pel  (  N.*  179  )  pò* 
trebbe  non  aver  p  ù  iu"go  la  dimostrazione  pre- 
cedente •  In  tal  caso  però,  o  sono  zero  anche 
tutte  le  altre  quantità  v  yir,  ec.  ,  o  nò:  se  nò  , 
supposto  che  sussista,  per  esempio ,  v  »  giacché 
per  essere  questa  una  funzione  della  forma 

(;rC+»l,  x^^),  ;r<-^*),  ....  si  & 

sudi  essa  il  discorso  medesimo  ,  che  abbiamo  fat« 
to  intorno  alla  /ut,  ne  dedurremo  le  stesse  conse« 
guenze ,  e  quindi  mediante  il  valore  reale  della  y 
ricaveremo  il  valore  reale  delle  «  »  |3  ^  7 ,  ec.  ;  ir 
ec. ,  e  dei  coefScienti  M  ,  N  ,  P ,  ec.  ;  M',  N' ,  P'^ 
ec.  .  Se  poi  tutte  queste  quantità /ut. ,  v  ,  ,ec.  sono 
=  o,  in  allora  è  visibile,  che  ri^^ulra  M  =  M'5N==N' 
P=:P',  ec,  e  il  primo  membro  deli'  Equazio- 
ne Jf*-h  Mr''-«-HNjr»-*-f-pjc*-»-Hec.=o  eie* 
vato  al  quadrato  ci  produrrebbe  il  primo  membro 
della  (D).  La  proposta  adunque  in  questa  ipo* 
tesi  SI  abbasserà  da  se  medesima  ad  ungjradomi* 
nore  delia  metà  ,  i  cui  coefficienti  M  ,N,P,  ce. 
dovranno  essere  non  solo  reali ,  ma  anche  razio» 
naii;  poiché  altrimenti  sarebbe  evidentemenre  im* 
possibile,  che  la  quantitll  finita  ^r*  4- M  * 
N  jr»-» -I- P  jr»-s ec.  elevata  al  quadrato  dive- 
nisse    *     A  x^"- '  H-  B         -f-  ec. 

Ed  ecco  dimostrato  in  tutti  ì  casi  possibili  il  teo* 
tema  del  (N.^'iSo). 


«89 

iStf.  II  primo  membro  di  un*  Equazione  AU 
gfbraica  qualunque  è  sempre  composto  di  unti 
fatrori  di  primo  ,  e  secondo  srrado  • 

Essendo  ;r*  4  A  B  x"'*  -f-  ec.  ™  o  1*  E* 

quazione  data  ,  ed  w>2  ,  dai  (  N.^  i8o  ,  i8i  ) 
tappiamo ,  che  il  suo  primo  membro  è  composto 
di  due  fattori  della  forma  -4~  My"""*^  +-N  jc*^*.-H 
PJT^'  -l-cc. ,  jr--*+  M  V^»-*+ N'jc»*-»+ P';r^»-> 
-)-ecM  i  coeflScienri  dei  quali  sono  reali.  Ora  se 
«f,  ed  M  —  «  sono  tuttavia  >2,  dimostrasi  nel 
modo  istesso  essere  questi  fattori  composti  di  al- 
tri parimenti  reali  di  grado  inferiore  y  e  cosi  si 
prosiegue  a  dimostrare  »  finché  i  successivi  espo- 
nenti divengono  nou  Dunque  se  suppon* 
ghiamodi  giungere  a  questi  ultimi  fattori  di  grado 
non  >  2  ,  essendo  essi  pure  reali  »  ne  viene  ,  che  ec. 

Simih  fattori  saranno  dunque  della  iorma 
x^-\ra  x-^h  ,     -t-  r,  ove  a^b^c  saranno  quan^  , 
ti  reali^ed  uguagh'ati  allo  zero  non  saranno,  che 
tante  Equazioni  5  le  radici  delle  quali  saranno  le 
X  ^  X  ,  X  ,  ec. ,  jr**» . 

187.  Le  radi  i  immaginarie  in  una  data  Equa» 
zione  Algebra ica  vanno  sempre  accoppiate  a  uue 
a  due  ,  e  sono  sempre  della  forma  ^i^v^-  if 
in  CUI       ed  e  sono  quantità  reali. 

Se  nella  data  Equazione  jr*  -h  A  jt*"*  -f  -  ec  =  o 
esìstono  delle  radici  immaginarie  ,  queste  negli  ui« 
timi  fattori  reali  pi]  (N.^prec.  )  non  potranno 
ev idcntcmentt  coiiiLtiersi  ,che  a  due  a  due  in  quel- 
li dei  sticundo  grado  x*  -f  ax-^^b^  ma  le  radici 

dei'- 
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delle  Equazioni  +  4  ;ir  ^  =  o  sono  sem- 
pre della  forma-f^|/^(^-i)  =  -4-- 

j/( *  —  —  )  V'- 1  ^d-^t^-i , fatto  — 1  =  1/, 
4  * 

y  /I* 

J/Ci  )  =  tf«  Dunque  essendo  ^=  quantità 

4 

reale  >  e  nel  caso  delle  radici  immaginarie  essendo^ 

4  >  —  ,  onde  anche  ^  =  v^  (i— — )^  quantì- 

4  4 
ÙL  reale  5  ne  viene ,  che  ec« 

188.  Qualunque  quantità  immaginaria  è  sem« 

.pre  riducibile  alla  torma  del  (  N.°  prec.  )  //it  e*  i# 

Proposta  una  quantità  immaginaria  FI  invoiven* 

te  degl*  immaginarìi  di  un  grado  qualunque  »  eia 

una  qualunque  maniera)  facciasi  x  =  Ili  insegni* 

to  pel  (  N.^  121)  tolgansi  dair  Equazione  x=n 

tutti  i  radicali ,  che  ivi  esistono  ,  e  ridu(  asi  essa 

in  tal  modo  ad  un'  Equazione       -f- A  jr'""' -4- 

B  x'*'^  +  ec.  =:  o  priva  afbtto  di  radicali  :  ora  qua* 

lunque  radice  immaginaria  di  questa  Equazione  è 

sempre  riducibile  alla  forma  d^ey^—i  <  N.*  precO* 

Dunque  anche  IT  essendo  radice  immaginaria  dell* 

Equazione  medesima  ,  poiché  II  —  jr ,  sarà  riduci* 

bile  alla  forma  d^e^^ — 1.  Dunque  ec. 

X89.  li  numero  delle  radici  immaginarie  in 

una  data  Equazione  qualunque  non  può  mai  su* 

perare  il  doppio  del  numero  delle  permanenze  dei 

segni  (  N.^  68)  nella  Equazione  delle  differenze 


Le 
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Le  radici  imniaginarfe  efisrcndo  in  qualunque 
Equazione  a  due  a  due  delia  forma  ri  '  e^—ty 
J^ffV -  I,  essendo  d quantità  reali  (  N.*"  187  ), 
ne  viene ,  che  la  differenza  fra  due  radici  imma- 
ginarie corrispondenti  sarà  2^1/  — i ,  e  il  suo  qua* 
drato  —  4f*  quantità  reale ,  e  ncg  itiva.  Ora  ta- 
le quadrato  non  che  una  delle  radici  dell*  E- 
quazione  delle  differenze  (  N.°  Só  ) ,  e  di  simili  ra« 
dici  esister  ne  devono  in  questa  Equazione  unte  f. 
quante  sono  le  coppie  delle  radici  immaginarie  nel- 
la data  •  Dunque  pel  )  non  potendo  qual* 
sfvogha  Equazione  avere  più  radici  reali  negative 
di  quel)  che  siano  in  essa  le  permanenze  dei  se- 
gni ,  ne  segue  ,<:he  neppure  il  numero  delie  coppie 
delle  radici  immaginarie  nella  data  potrà  essere 
maggiore  di  quello  delle  permanenze  dei  segai 
nella  Equazione  delle  differenze;  e  però  ec. 

190.  Se  dunque  T  Equazione  delle  differen» 
ze  non  à  permanenza  veruna  fra  i  segni,  la  da» 
ta  non  avrà  alcuna  radice  immaginaria.  Ricavia- 
mo da  ciò  un  criterio  assai  facile  ,  onde  scoprire  ». 
se  una  data  Equazione  à  delle  radici  immaginarie^ 
o  nò^  Ritrovo  perciò  pel  (  SS  )  1*  Equazio- 
ne delle  differenze  ,  osservo  in  questa  se  abbian- 
vi  dtrile  permanenze,  o  nòj  se  nò,  diremo  che 
le  radici  della  data  sono  tutte  reali  ;  se  sì ,  che 
ve  ne  Inno  delle  immaginarie  ,  e  che  il  numero 
di  queste  non  può  superare  il  doppio  delle  per« 
manenze  osservate* 

jyi.  Supplita  che  /  ci  espriuu  il  numero 

dei* 
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delle  radici  reali,  if  quello  delle  immaginarie  nel- 
la Equazióne  data  ,  onde  si  abbia  m  =jp     i  f  t 

r  Equazione  delle  differenze  conterrà  — ^ —  ra* 

dici  reali  positive ,  q  radici  reali  negative ,  e  z  j 
^-  gr  —  I  )  radici  immaginarie . 
Essendo  x\  x\  x*\  jr'^cc  le  radici  reali, 

ce.  le  immaginarie  della  data  ;  le  radici  della  £• 
quazione  delle  differenze  saranno  le  seguenti: 
.  ix  -  x"  y  ,  (    -  x"  )S  (  x  -  ^")*  ,  ec. , 
ix"  --x"y  ,{x"  ^x'^f.^.^ix"- x"  )* ,  ec, 
~4^%-4^'%-4^"%ec.,(y-/-^V'-«)% 

«  ^' 4-^' V— r  ,  ec. .  Ora  tra  queste  radi- 
ci le  prime  nate  dalia  combinazione  fra  loro  a  due 
a  due  di  tutte  le  radici  f  ^^^^i  ^^^^^  ^ 
numero  >  ^  5^*^^  ^""^  positive  ;  le  radi* 

ci  seconde  nate  dalla  combinazione  fra  loro  delle 
radici  immaginarie  corrispondenti  sono  di  nume- 
ro «  tutte  reali  9  e  negative  (  N*®  189  )  i  e  le 
radici  terze  prodotte  dalla  combinazione  delle  ra* 
dici  immaginarie  con  le  reali  »  e  delle  immap'narie 
non  corrispondenti  fra  loro  ^  è  chiaro ,  che  sono 

tutte  immaginane,  e  sono  di  numero       ^  ^ 
z  2  a  ^ 
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=   —  —  ^fC/+f- 1).  Dunque  ec. 

192.  Ritenute  Je  denominazioni  precedenti, 
c  chiamato  »  il  grado  dell*  Equazione  delie  dif* 
fetenze  »  T  ultimo  termine  di  questa  Equazione  » 
che  chiamerò  Z  »  sarà  positivo ,  se  i  numeri  » ,  # 
sono  amcndue  pari  ^  o  amenduc  dispari  ;  e  sarà 
ncgarivo  ^  se  V  uno  di  questi  è  pari  j  e  dispari  T 
altro . 

Eseguiscasi  la  moltiplicazione  delle 

»  =ÌÌ^~^4-f  4-2  ^  (^4- jr^i)  radici  della 

Equazion  ritrovata  (  N,"*  prec.  ) .  Il  prodotto  delle 

^^^^^^  radici  positive  è  positivo  ^  tale  è  pure  pel 

(  N.*  J5  )  il  prodotto  delle  2.^C/  +  J— i)  ra- 
dici immaginarie,  e  il  prodotto  delle  f  radici  ne- 
gative è  positivo  j  se  ^  è  pari  »  negativo ,  se  ^  è 
dispari  •  Dunque  anche  il  prodotto  totale  di  mtte 
le  n  radici  diverrà  positivo,  se  sia  ^  pari;  e  se 
q  sia  dispari,  diverrà  negativo  .  Ora  1*  ultimo  ter- 
mine Z  uguaglia  questo  prodotto  totale  preso  col 
tuo  segno  f  se  n  è  pari ,  e  preso  col  segno  con- 
trario, se  ir  è  dispari  (  N.*^  24  ) .  Combinando  a» 
dunque  1*  essere  di  pari ,  o  dispari  in  araendue  i 
numeri       ^,  vedesi  chiaramente ,  che  ec« 

19^.  Il  termine  Z  sarà  positivo ,  o  negativo, 
secondo  che  è  pari  ,o  dispari  il  numero  delle  com* 

b  b  bi* 
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binazioni  a  due  a  due  fra  le  f  radici  della  data  . 

Poiché  f  è  un  numero  sempre  pari ,  ogDÌ« 
qualvolta  «  9  e  f  siano  entrambi  pari ,  od  entram* 
bi  dispari,  e  poiché  lo  stesso  »—  f  è  un  nume- 
ro sempre  dispari  ,  mentre  sia  dispari  T  uno  dei 
due  n,q^  e  T  altro  pari;  pel  (  N.*"  prec.  )  ne  se- 
gue ,  che  1*  ultimo  termine  nella  Equazione  delle 
differenze  $ari  sempre  positivo,  se  »  -  f  sia  pari, 
c  se  ur-q  sia  dispari ,  wùi  negativo.  Ora  aven* 

dosi  ai=iii— J^-f-f4-2j(/4-f  ^  i)CN> 

a 

prec.  ) ,  e  però  1»  —  f  =  £lÌ~i+2  f  {f-\rei  -  1), 

ed  essendo  2f(^+f^i)  un  numero  sempre 
pari ,  vedesi  \  che  secondo  cjie  è  pari ,  o  dispari  il 
numero  n  —  f ,  dovrà  essere  pari,  o  dispari  anco» 

n  r altro  ^^^^"^'  -^  Quest^  ultimo  numero  adan* 

quc  ^^^^      esprimendoci  il  numero  delle  cora» 

binazioni  a  due  a  due  fra  le  /  radici  reali  della  da« 
ta ,  ne  viene  ,  che  ec. 

194.  Posto  il  termine  Z  positivo,  se  m  sia 
pari  ^  il  numero  delle  radici  reali  nella  Equazione 
data  saiÀ  multiplo  di  4  ^  e  sarà  1</  stesso  numero 
multiplo  di  4+  I,  se  j«  sia  numero  dispari . 
Nella  ipotesi  di  Z  positivo  dovendo  pel  (  N.® 

prec.  )  ^  esser  numero  pari ,  vedesi  ,  che  , 

espresso  con  la  lettera  x  un  numero  intero  posi* 

ti- 


Digitized  by  Google 


19Ì 

P 

rivo  qualunque,  dovrà  essere  ,o  —  =  2X,epc- 

rò  /  =  4  X ,  oppure — i  X ,  c  quindi     4  x  +- 1 . 

Ora  /  ci  esprime  il  numero  delle  radici  reali  nel* 
la  data,  ed  essendo  «1=^-4-2  f  (N.*  191  ).,sc  m 
è  pari  ,  tale  è  anche  /  ;  se  1»  è  dispari ,  anche  p  è 
dispari .  Dunque  nel  caso  di  w  pari  non  potendo 
che  risultare  p  =  4  X  ,  e  mentre  m  sia  dispari  , do- 
vendone venire  />     4  X  +  x ,  deducesi ,  che  ec. 

ipj.  Posto  Z  negativo ,  le  radici  reali  delia 
data  sono  un  numero  multiplo  di  4  con  di  più  2, 
se  «f  è  pari;  e  se  «v  è  dispari,  sono  di  un  nume- 
ro multiplo  di  4  con  di  più  j  . 

Mentre  Z  sia  negativo,  dal  (N.^  58  ) sappia* 

mo  dcver  essere  — — »—  un  numero  dispari.  Ort 

ciò  non  può  saccedere  ,  quando  non  sia   =  a  X+i, 

oppure        =  2  XH- 1 ,  e  per  conseguenza 

^  =  4  X  -i-  2  ,  ovvero  p  =  4X4-  3  .  Se  dunque  prò» 
seguirò  lo  stesso  raziocinio  del  (  N.^prcc.  ),  tro- 
verò in  egual  modo  la  verità  del  Teorema  prò* 
posto . 

196.  Dunque  se  1'  ultimo  termine  nella  E- 
quazione  delle  differenze  è  positivo  ,  il  numero  del- 
le radici  reali  nella  Equazione  data  non  potià  che 
essere  uno  di  questi,  0,4,8,  12  ,  ec. ,  mentre  il 
grado  di  essa  data  sia  pari  ;  e  se  tal  grado  sia  dì- 
spari ,  non  potrà  che  essere  uno  dei  seguenti  i , 
5»^!  13  j  ec.»  Nel  caso  poi,  che  T  ultimo  ter- 

bb  a  n^i- 
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mine  nelP  Equazione  delle  differenze  si  trovi  ne» 

gativoj*  se  il  grado  della  data  sia  pari  ,  le  sue  ra- 
dici reali  saranno  2  ,  oppure  6 ^  oppur  10  ,  14  , 
ec.^  saraaao  esse  g  ,  ovvero  7 ,  ovvero  11,  15  9 
€C« ,  se  il  grado  della  data  sia  dispari  *  Potremo 
con  questo  criterio  determinare  il  numero  preciso 
delle  radici  reali ,  e  delle  immaginarie  nelle  Equa* 
zioni ,  che  non  sorpassano  il  quinto  grado  ,  e  in 
quelle  tutte,  nelle  quali  d'  altronde  si  sappia,  che 
le  radici  immaginarie  non  ponno  essere  più  di  quat* 
tro.  Noi  ci  contenteremo  di  vedere»  come  ctòe- 
seguiscasi  nelle  Equazioni  di  quarto  grado  • 

197.  Sia  jr4+Bjr*'-!-C4fH"D=:or  Equa» 
2Ìone  data ,  che  per  maggiore  semplicità  pongo  pri« 
'   va  del  secondo  termine:  la  sua  Equazione  delle 
differenze  sarà  pel  (N.°85) 
y  -^Qy  •+-R/-4-S^J4-T/+V^  +  Z  =  o, 
avendosi 

—  16B  D—  26C*  , 

4-^  T  -  1 7  -h  24  B*  D  -  7  .  -I- 5  . 16  B  C% 
4^  V  =  4     -j-  2  .  27  C*  B» 8  .  27  C*  D 

—  3  .4*BD*-f-2-4*B3D, 

VZ  =  4^  DJ  — 2*,4*B»D*+4*.3*BC*D 

-+-4«  B* D— 4C*  W  — 31 0  . 
Ora  se  quest'  ultima  quantità  è  negativa  9  dive* 
nendo  negativa  la  Z,vedesi,che  la  nostra  Equa- 
zione in  X  avrà  necessariamente  due  radici  reali ^ 
e  due  immaginarie  (  N.^  prec. ,  195  )  »  Ma  se  la« 
r  '    le  quantità ,  e  quindi  la  Z  è  positiva  »  in  allora  se 

icoe^ 
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i  coefficienti  tutti  Q,,  R  ,  S ,  T ,  V ,  Z  sono  alterna* 
tivamente  negativi ,  e  positivi ,  le  radici  della  data 
saranno  tutte  reali  (  N."*  194)  ;  e  se  tale  alternazion 
non  succede  9  esse  radici  saranno  tutte  immaginarie 
(N.^prec.)  ' 

Supposta  la  quantità  Z  positiva  troveremo  ,  che 
i  termini  tutti  della  data  si  alternano  di  segno, 
se  sia  B  <0)  B* — 4D>oi  e  che  al  contrario 
questa  alternazione  non  accade ,  se  abbiasi  B  > 
oppure  B>  —  4  D  <  o  •  Dunque  trovata  la  Z  po- 
sitiva^ diremo  ,  che  tutte  le  radici  della  data  so- 
no  reali ,  se  abbiasi  B  <Oj  B*  —  4D>  o,e  che 
tutte  sono  immaginarie ,  se  qualcuna  di  queste  ul- 
time condizioni  non  si  verifica»  e  che  finalmen* 
te  due  di  queste  radici  sono  reali ,  e  due  imour- 
ginarìé ,  se  il  valor  della  Z  risulta  negativo* 

CAPO  DECIMO. 
Tnfrìttà  deUt  Radici  Mia  Unità» 

A 

i9f.  X  Abbiasi  l'Equazione  jjr'"=  i  ,  ossia  x"* —  r 
=  0  :  le  radici  di  questa  quelle  sono,  che  chia« 
mo  Ra£cf  della  Unstà .  Una  di  tali  radici  è  chia* 
ro  estere  T  uniti  medesima  »  ma  oltre  di  essa  ne 
dovranno  esistere  altre  m —  i;  sia  «  una  di  que- 
ste ultime  radici ,  sostituendo  avremo  a"  =  1 ,  e 
conscguenteracmc  «'"^^  i ,  ce.  9  a""  ^  i  • 

Dun- 
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Dunque  non  solatneme      ma  ancora  le  sue  po* 

tenze  «*  ,  ,  ce,  flt*  facendo  verificar  1*  Equazio- 
ne I  ,  saranno  tante  radici  di  essa  uguali 
però,  o  disuguali  fra  loro.  Supponghiamo  pre« 
sentemente  n  —m^  le  i»  successive  quantità 

9  «I  9€C*f  2'^'',  se  fossero  tutte  disuguali  fra  loro  ^ 
altro  non  sarebbero  ^  che  tutte  \t  m  radici  della 
proposta  jr*--i  =  o;  ma  se  ve  ne  fossero  delle 
uguali  ,  allora  non  ci  darebbero  ,  che  un  certo nu« 
mero  delle  radici  medesime  una  >  o  più  volte  ri* 
petute  • 

199.  Supposto  che  «  rappresenti  una  qua- 
lunque delle  radici  della  jr*  — 1=0  diversa dalP 

unirà  ,  e  supposto  che  m  sia  numero  primo  ,  le 
successive  potenze  oc  ^  a* ,  a?  ,  ,  ec. ,  a**  rutte  ci 
esprimeranno  le  diverse  radici  della  nostra  x*^  —  x 

Pel  (  N.^  prec.  )  avrò,  dimostrata  la  verità  dei 
Teorema  preseme ,  ogni  qual  volta  avrò  dimostra- 
to, che  ie  a,  a*  ,  ,  it'»  ,  ce. ,  a*  sono  tutte  disu* 
guaii  fra  loro.  Supponghiamo,  se  è  possibile,  che 
due  di  queste  potenze,  per  esempio  le  due  cif  ^ 
iK^-*-*  siano  fra  loro  uguali  »  essendo  /  <  ,  e  /+f 
non  >  m;  avremo  perdò  otf  =  a^'^^y  e  quindi  u 
Qra  giacchi  f  <:>»,  ed  w  è  numero  primo,  sarà 
«r  =  ^  ^  4-  r  ,  indicando  /u  le  volte  ,  che  q  conrie- 
nesi  in  w,ed  r  ciò,  che  avanza  dalla  di  vinone  di 
m  per  onde  r<q:  sostituendo  adunque  ^  la 
Jt*  ==  I  si  eangerà  nell*  altra  a'**"*"*'  =  =  i .  Con- 
tengasi la  r  in  1»  le  volte  v>  ed  /  ne  sia  V  avaa« 
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IO,  sarà  pe/ciò  a*  =:  at" =    zn  i  ,  avendosi 
/  <  r  <  f  •  Scia  parimenti  /  in  m  le  volte  tt,  e  sia 

/  il  residuo ,  si  avrà  z=  «""^^  =  =  i ,  Equa* 
zione ,  in  cui  ^  <  /  <  r  <  f  *  Proseguendo  nello 

stesso  modo ,  vedesi ,  che  si  avranno  successivamen- 
te le  Equazioni  a"  ==:  i ,  a*  ~  i  ,  ec. ,  nelle  quali 
gli  esponenti  // ,  z  ,  ec.  essendo  numeri  interi ,  ande** 
ranno  sempre  più  calando:  dunque  giungeremo 
air  Equazione  de  =  i  ;  ma  questa  è  impossibile ,  es« 
sendosi  supposta  la  «  diversa  dalla  unità  •  Dun* 
gue  ec. 

Supposta  5  per  esempio ,  r'^ —  i  =r  o  1*  Equazio- 
ne data  ,  ed  x  una  delie  sue  radici  diversa  dall' 
unità  »  le  a ,  a* ,  ce.,**'  pel  (  N.<^  prec.  )  espri- 
meranno tutte  le.  sue  radici ,  perchè  tutte  disug;uaf> 
li  fra  loro»  Se  due  quali  sì  vogliono  tra  esse  si  vo« 
lessero  uguali ,  se  si  volesse  per  esempio  =  «*■  ^ 
ne  verebbe  «5  =  i  ,  e  però  =     =  i: 

ora  oc^'^  —  a*»*-*-»  =  1  ;  dunque  sarebbe  =  i  >  il 
che  è  contro  V  ipotesi*  Dunque  ec. 

2  oc.  Qualunque  potenza  intera  della  ot  mag- 
giore della  mesima  ne  uguaglia  sennpre  -un'  altra  non 
maggiore  della  menma^té  è  per  conseguenza  una 
delle  m  radici  della  x*^  —  i  =z  o  . 

Elevata  la  ot  alla  potenza  q  m  +  r  erima  ,  essen- 
do f  ^  r  numeri  interi,  e  positivi,  ed  r  <  my  a, 
cagione  di  a»  =  i  avremo  a*'"^''  =  a'  •  Danque  ce» 
201*  Esprimendo  »  un  numero  intero  positi» 
VO  qualunque  non  multiplo  di  m»,  suppanghiamo 
st=^;  ne  verrà  «  u^aale  aJ  una  dcl}e  radici 

sim 
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fìme  della  Ora  pei  (  N.^  199,  200  )  a«  non  è 
che  una  radice  della  —  i  =  o  ;  tale  dunque  è 
anche  ^.  Per  conseguenza  se  da  una  qualsivoglia 
ndice  |S  della  i  =  o  astraggasi  una  qualun- 
que radice  nr/mif ,  purché  sia  n  non  multiplo  di 
'  m ,  uno  dei  valori  del  radicale  V  sarà  anch'  e$* 
so  radice  della      —  1  =  o  . 

202.  Avendosi  aÉ*r=  1,  sarà  «  =  =flr<*-M^ 

però  anche  le  potenze  negative  della  ^  faranno 
tante  radici  della  data  Equazione  • 

103.  Ritenendo  le  precedenti  supposizioni, 
se  venga  proposta  T  Equazione  x"^  —  V  =  Oy  c 
sia  V  V  ^Jn*  qualunque  delle  radici  mefime  della 
V  9  per  esempio  nella  ipotesi  di  V  razionale  »  sia 
la  radice  reale  »  che  ottienesi  con  V  attuale  estra- 
zione^ le  quantità  a  VV,  a*  VV,  yVytc.^ 
a"VV  altro  non  saranno,  che  le  i«  radici  della 
supposta  ^f*  —  V  =  o  . 

Sostituiscasi  nel  primo  membro  jt*  — V  in  luo- 
go di  la  quantità  a"  V  V  i  avremo  perciò  il  ri- 
sultato 4t*»  V— V:  ma  a  cagione  di  i  (  N.^ 
198  )  ne  viene  V  — V=  V  — V=  o .  Dun- 
que la  quantità  V  V  sarà  anch*  essa  radice  dtl» 
la  AT* — V=i:o;e  per  conseguenza  potendo  le  n 
lignificare  un  numero  qualunque  (  N.^  198, 199 1 
200  )»  se  moltiplicheremo  la  V  ^  P^^  ciascuna 
delle  m  potenze        »     ,  ec*  a**»  risultando  in 

tal 
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tal  modo  pel  (N/  igg)  m  numero  m  ài  quan* 
tità,  che  soddisfanno  ali*  Equazione  supposu,  e 
tutte  diverse  fra  loro .  verremo  ad  otteoeire  tutte 
le  m  radici  della  Jf*  —  V  =  o« 

Se  si  rappresenti  con  la  lettera  m  una  qualun* 
que  delle  m  radici  ,  ,  ft'  ,  ec« ,  la  quantità 
u  'y/  V  ci  esprimerà  in  generale  una  qualunque  del* 
le  radici  delh  x'* — V  =  o. 

204.  Suppongasi  ora  /«  numero  composto ,  e 
Sta  a»  essendo numeri  primi;  la     — i 

=  c  si  cangierà^in  questo  caso  nella  Jir^'-^  t  =o« 
Facciamo  r=  » ,  e  quindi  x  =  my%  (  N.**  prec.  ); 
avremo, elevando  a  potenza.  rW=  ,e  peiò  jt^  =  i, 
ed  jr'  =  »  ,  ossia  z.  ==  //^  »  ,  e  quindi  /.^  —  i  ; 
donde  si  vede  ^  che  la  x^*  —  i  o  è  risolubile 
nelle  due     —  1  =  0,     —  i=o» 

Sia  (^  una  delle  radici  della  %^  i  o  »  e  y  una 
di  quelle  della  ^1  =  0,  diverse  amendue  dal- 
la unita;  pel  (  N.°  199)  le  successive  potenze  jJ, 
^*  5  ,  ec,  jS*  rappresenterartrto  le  q  radici  della 
jtf  —  1  o  ,  e  le  y ,  y*  >  7*  ,  ce. ,  7^  esprimeran- 
no le  radici  delia  a^  i  =30 .  Dunque  avendosi 
jT  =  a  V  ,  dalla  risoluzione  delle  -a  x  ^  o  ^ 
a'  — 1  =  0  otterremo  tutti  i  valori  della  jr ,  com- 
binando ciascun  valore  della  os^ia  ic  quantità 
y  1  7*  5  7'  5  <*c. ,  7^  con  ciascun  valore  della  V  ^  > 
cjoè  con  le  Vi^>  V/^*  >  V/^^  »  ^^^f  V^*  >ossia  con 
le  il,  /5Si£i,ec.,^nN.«ioi  ). 

205  Dalle  successive  potenze  di  |S,  e  di  y 
considerate  separatamente  non  potremo  avere  che 

ce  un 
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un  numero  / + f  —  i  -di  ndici  differenti  della 
data  jr*  —  i  =  o . 

;  Giacché  uno  dei  valori  della  z>  (  N.^prec.  )  è 
=  pongo  que';ro  valore  nella  r  —  »  ^  z  ,  e 
divenendo  essa  perciò  at  =: jv,  vedesi ,  che  le  suc- 
cessive potenze  della  y ,  essendo  valori  della  u 
(  N.^  prec.  ) ,  saranno  ancora  valori  delia  ^r,  e  ra« 
dici  però  della  jt*  —  i  =  o  :  ma  tutte  le  possibili 
potenze  della  y  non  danno  che  un  numero  pAi 
valori  diversi  (  N.*  198,  199,  200  ),  dunque  dal- 
le potenze  della  y  non  avremo,  che  un  numero 
f  di  radici  della  —  i  =  o.  Essendo  ora  7^=  i 
valore  della  pongasi  questo  nella  x  =  u  V^» 
e  risultando  da  ciò  ir  =  y  ^  ,  e  quindi  Jr  =  |^ ,  ^  ^ 
jJ>  ,  ec. ,  (  N.'  201  ,  prec.  ),  avremo  dalle  potè»» 
ze  della  ^  altre  q  radici  delia  x"*  —  i  :=:o  ,  coni* 
presavi  T  unirà  corrispondente  alla  jS*  :  ma  questa 
viene  anche  data  dalla  podestà  /^//W  della  y:  sot* 
traendola  adunque»  le  diverse  radici  della  ^r" — i 
=^  o  9  che  ottengonsi  dalle  varie  potenze  di  |S ,  e  di 
7  ,  verranno  ad  essere  di  numero  f~^q  —  i .  C .  d  •  d# 
2o5.  Se  Sì  prenda  un'  altra  r.idice  de  ila  at* 
—  1=0  diversa  ,  .e  dalla  unità  ,  e  dalle  potenze 
di  /S^e  di  7  considerate  separatamente»  e  facciansi 
di  questa  tutte  le  m  potenze  successive ,  esse  altro 
non  saranno,  che  tutte  le  m  radici  della  data# 

Chiamatasi  «  simile  radice ,  affine  di  dimostrare 
questo  Teorema  non  avrò  che  a  dimo  trarc,  sic* 
come  nel  (N.°  199),  che  tutte  le  potenze     **  , 
ecj^"*  sono  fra  loro  Uisuguaii*  Ora  perese« 

guir 


gui'r  questo ,  nipponghiamo  9  che  due  quali  si  vo« 

Irliono  fra  loro  siano»  se  è  possibile,  tra  loro  ugua- 
i,  che  sia  per  esempio  =a^-*"  »  avendosi  r<mf 
ti  r-4-/  non  >jw;  sarà  quindi  =  i ,  e  però 
sarà  la  radice  della  x"'  =  i  :  ma  la  /  non  può  es* 
sere  uguale  nè  all'  unità  ,  nè  alla  p  ,  nè  alla  ^, 
poiché  airrimenti  si  avrebbe  oc  o  uguale  all'  uni- 
o  radice  di  una  delie  due  st^  ^1=^0^  —  z 
o  contro  la  supposizione  .*  dunque  essendo  /  pri* 
mo  ad  mi  N.^  204  ),avremo       jui  /  -f-  ^»  e  però 

I  ,  es«;endo  1*  avanzo /</.  Proseguen- 
do ora  ii  discorso  come  al  (  N»^  199  )  >  giunge- 
lemme  finalmente  ad  ottenere  «e  =  i  contro  la  ipo* 
tesi.  Dunque  essendo  impossibile  »  cbe  era  le  m 
precedenti  potenze  della  »  due  qualunque  ve  se 
siano  uguali  fra  loro ,  ne  segue  ,  che  ec. 

Sia  per  esempio  m^ó^  onde  abbiasi  p  —  ^^ 
éf'=- 2  ;  la  data  —  o  si  risolverà  in  questo 
caso  nelle  due  —  1  =  0,  «*  — 1  =  0  (  N«®  204)^ 
.e  giacché  dalla  prima  abbtanxo  »  =  i  ^  e  diviso 
il  primo  membro  della  seconda  per  ir — i  produ* 
Oesi  r  Equazione  s{*+*is4-iso,  e  quindi  si  à 

»  =  ^ — 2  j    Viene  »  che  avremo  p  =  — 

=  t  »  e  queste  ci  daranno  un  nuniero  3  H-  2  —  i 
=  4  di  radici  diverse  della  data  ).Ora 
affine  di  averle  tutte,  giacché  x^u  ^ %  (  N  °  204), 
e  nel  nostro  caso  x^h^     pun^o  io  vece  del- 

c    2  la  # 
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la  #  ii  suo  primo  valore  y  9  e  invece  della  2  il  va» 
lore  (i ,  e  risultandoci  ;if  =  y  V    =  X 

V- .  =  ^i-iVix  -  .  =  ±i^^ ,  «irà 

questo  pure  un  valore  della  x;  ma  esso  è  divei^ 
so  dalle  precedenti  potenze  della  jS^  e  della  7: 
posto  dunque  =  «k,  pel  (  N.**  prec.  )  le  sei  succes* 
sive  potenze 

altro  non  saranno  »  che  le  sei  radici  della  ^1 
=  o  • 

207.  Se  m  abbia  più  di  due  fattori ,  se  sia 
per  esempio  m^ab  c  d yt  però  ^r"*  =jr**'^^i; 
mediante  il  discorso  del  (  N.*  204  )  sciols^o  pri* 
ma  questa  Equazione  nelle  due  a&'rzi,  /'^'^i; 
poscia  col  discorso  istesso  risolvo  la  1  nel« 

le  =:  I ,  —  I  ;  e  finalmente  la  j'*'  =  i  nelle 
^*  —  I  ,  i:  onde  ,  risolta  così  H  data  ^"'rz  r 
in  tante  Equazioni  »*  =  i,*^  =  i,ji' 
quanti  sono  i  fattori  19^,1/9  avremo  come  nel 
(  N.^  204  )  dalla  combinazione  fra  loro  delte  ra- 
dici di  queste  Equazioni  tutti  gli  m  valori  della 
ar  :  e  di  fatti  combinando  ie  radici  della  ^  i  ^ 
con  quelle  della  y  =:  i  ,  otterremo  tutte  le  ed  ra« 
dici  delia  s**  ^  1  ;  in  seguito  combinando  queste 
con  k  radici  della  «r^  =  x  «  ricaveremo  le  tei  ra- 

'  ^  dici 
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dici  della  f*'^=  t  ;  e  finalmente  moltiplicando  c/a^ 
scuna  di  queste  ultime  con  ciascuna  radice  della 

-  I  ,  tutte  ci  risulteranno  le  ahcd=m  xadicì 
della  proposta . 

208.  Poiché  le  radici  della  z*  —  i  o,  »*  —  i 
s:  o  9  ec*  sono  finalmente  akrettanti  valori  della 
ne  viene  9  che  potrò  scrivere  la  x  medesima  in  luo* 
go  delle  Zi  >  ec ;  e  i  primi  membri  delle  Equa* 
zioni  —  I  =  o ,  jf*  —  1  =  o ,  ec.  saranno  unti 
fattori  della  Equazione  data      — 1  =  0.^ 

209.  Nelle  radici  della  unità  la  loro  somma, 
la  somma  degli  ambi , la  somma  dei  terni,  ec.  ugua« 
gliano  Io  zero,  ed  il  loro  prodotto  è  =  IS:  prea« 
dendosi  il  segno  superiore ,  quando  m  sia  di^ri» 
e  r  inferiore,  quando  m  sia  pari» 

Mancando  nella  a:'^  —  i  o  tutti  i  termini  a 
riserva  dei  primo,  e  dell' ultimo;  paragonata  que- 
sta con  V  Equazion  generale  jr"»  -4-  A  x^^  -h  B  x"*-^ 
H-C<je^*-l-  .  +V=  o, diverrà  ciascuno  dei  coef- 
ficienti A ,  B ,  C ,  ec.  uguale  allo  zero, e  V  ultima 
V  =  —  I  •  Dunque  pel  (  N.*  3 1  )  ec.  • 

210.  Supposto  k  un  numero  qualunque  in« 
tero,o fratto,  positi vo,o  negativo,  purché  non  mul- 
tiplo di  mj  avremo  sempre  S  jr*  =  o  ;  e  se  vo« 
gliasi  k  multiplo  di       satà  2:^*=iw.  ^ 

i.^  Sc  k  è  numero  intero,  positivo ,  e  minore  di 
•w,riponjro  pel  (N.^prec.)  lo  zero  in  lùogo  dei 
cotfS  ien ri  tutti  A,B  , C,^ec., P  nella  ( F )  (N.^  34);  " 
e  otterremo  ^  .r*  :=  o  . 

1.*  Vogliasi  4  =:  1»  » + i,  essendo  b  <m*A  cagio- 
ne 
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ne  di  i**'*  =  A'"^  I  (  N.^  198  )  ,  avendosi  «"'**^*  = 
K«*        >  non  è  difficile  a  vedersi ,  che  sarà 
incora  S  jr**"*'*  =  S  jr*  ;  ma  pel  (  prcc»  i.*  )  2 
=  o .  Dunque  sarà  ancora  2  ap****^  =  o . 

^  Abbiasi  i  »  «2  ;  poiché  per  eisere  =  a*  , 
sì  à  ^  jf"*  =  S  r*";  e  poiché  riponendo  io  zero  in 
luogo  dei  coefficienti  A  ,  B  ,  C  ,  ec. ,  e  —  f  in  ìuo^o 
di  V  (  N.*»  prec.  )  nella  Xx^'-^-A^  a-—^  +  B  ^ 
+  C2;r»-*-l-ec.  H- V=  o  (  N.'^jó),  si  ottiene 
24P*  — ii»  =  o,  e  però  Sx^^^m^  sarà  ancora 

4.**  Essendo  a^'*-'r=  a/*  X  ,  è  chiaro, 

cht  quanto  dicesi  di  5!  ;rf'"~'  dicesi  ancora  di  at"^; 
ma  supposto  p  tale ,  che  «1  <  / ,  pei  (  prec»  N.^  1 

J»**  )  abWamo  2  x^"»-'  =  1»,  se /  jw  -  /,  e  però  / 
è  un  numerò  multiplo  di  a»;  e  se  non  lo  è,  ab* 
biamo  S  =  o  :  dunque  saHk  eziandio  2  x-^=m 
nel»  primo  caso  ,  e  2^^'=  o  nel  secondo. 

211.  Queste  medesime  proprietà  si  apph'ca* 
no  ancora  ali'  Equazione  x*» — V=o,  poiché 
e  V  Equazione  istessa^e  le  sue  radici  (N^^aoj) 
sono  simili  affatto ,  e  alla  Equazione  »  e  alle  ca* 
dici  della  unità . 


CA- 


.^'i^ui^uu  Ly  VjOOQle 


I 
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n 

Vili 
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41 

45 

51 

5^ 
67 

68 

90 
94 

99 
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lOj 
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6  a  sposte 
iz  ep  —  bmn 
IO,  13  L 
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Imeé  Errwi 
11,  Il  6b^  +  II** 


—    17, 18  y-i- ce.  =  o 


—  IO 
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in 
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linea 

I  fil 

i66 

7 
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(  N.^  144)  (N.'^  14Z) 
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(«  —  a)  (211^2) 

-  mancA  in  margtnt  il  $tgm  (f  J) 

(N.«i8i)  (N.0X82) 

e  \/  I  tyj  —  I 

radici  della  data  radici  reali  della  data 

8000  un  numero  sono  di  un  numero 

—  7  .  2(5  —  7.  16 
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della  Qelie 
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CAPO  DECIMOPRIMO; 

Sgiuzìom  delle  Effuazìoni  AlrcLraìche  dcierminM 
dt  ursbo  f  e  quarto  grado  • 


etermiMr  le  fadici  dell*  Equazione 


avendosi     =  ^ ^ct}  =  i  ;  pel  (  N.°  203  ) 

flrVV,it*VV,  VV  saranno  le  tre  radici  richie- 
ste •  Se  sia  V  =  1 2  5  ,  tali  radici  saranno  V  1 2  5  =  5 , 

213.  Sciogliere  1*  Equazione 
(N)jp»  4-B;r-hC==o. Suppongo jr=?sB  +  <r,  sostituis- 
co ,  e  verri  »*-4-3iif»*-|-j«*»  -f.^J-f-BaH-Bi» 

-i-  C  —  o  ,  ossia  z.J  -h  /y^  +  C  4-  (  3  //    -f  B 

o.  Giacché  in  questa  Equazion  risultata  abbiamo 
due  incognite  %ffU^Y  una  di  esse  potrò  determinar- 
laad  arbitrio;  cerchiamo  dunque  di  determinare  la 
n  per  modo ,  che  risulti  3  uz-^ìi  =:  o ,  e  la  pre^ 
cedente  Equazione  divenga  perciò  -i-*^  C  =  o. 
Sciolgo  a  tal  fine  la  Equazione  3»z»  +  B=^o^e 

tvendost  da  essa  «r  =  —  ^  ,  sostituisco  questo  va- 

lore  neir  altra  «^  +  's'-i-C  =  o»e  otterremo  co* 

si  r  Equazione   ^  -H  C  =  o  ,  ossia 

z^  4- 
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Ca^  -  -j^  =  o  «^Cercando  presentemente  k  so* 
lozione  di  quest'  ultima  ,  suppongo      =jr;  so* 

stituisco  j  e  risuitandoji*  +  """JJ  ^  ^>  ver» 
j^' — r4-^(— +  — )  ovvero  jp=:/ 4- f, 
supposto  per  semplicità  di  scrivere  — ^  =  /  » 

l/       +  ^ ^ ^ *        chiamata  ot  una  qualun» 

que  delle  tre  radici  cubiclie  della  unirà,  pel(N.* 

prec.  )  dalia  »3  —y  abbiamo        ^^y.  Dunque 

sostituendo  sarà  a»  =  ^Vif-^l)*  Ripongo  questo 

B  B 
valore  nella  #  =  »  e  avremo   tt— - — r  • 

Giacché  =  i  »  moltiplico  il  numeratore  di  que« 
sto  secondo  membro  per  V  (/  —  f  )  »  ^  de» 
nominatore  per  V  (/~f)»  avremo  quindi 

ed  essendo  j»  =  —  +  ~  — ,  sarà 

3V(f*-f*-;r)  -37- 

Dnnque  riponendo  in  luogo  della  /,  c  della  f  j 

valori  corrispondenti,  poiché  abbiamo 

;t  r=  a& + *  =  ;r  V  (       )  4- V  ( J  )  1  n c  verrà 
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K(  — "T"^^^  ), espressione, 

t  mi  si  dà  il  nome  di  Formoia  Cardanica  »  dalla 
quale ,  collocando  successivamenie  in  vece  della 

«  le  tre  radici  cubiche  dell*  unità  ,  otterremo  tre 
valori  della  x  ,  cioè  le  ue  radici ^  che  domanda* 
Vansi ,  della  data  •  * 

214.  Nello  sdogliece  nel  (N^  piec.  )  V  E- 

quazione  -i-  —  —  =  o,  abbiam  tenuto  conto 
della  sola  radice  y  ^  —  ^+ (—  +  ); 

C        y  C* 
se  presa  avessimo  1*  altra^  ^  ^        V  ^'^'^ p^i* 

col  calcolo  isresso  del  (  N.®  prec.  )  giunti  saretn* 
mo  pel  valore  dtlJa  x  ali'  espressione 


«•        —  Y  ^      ~  )  ^  •  Ma  per  le  pro« 

prietà  delle  radici  della  unità  gli  stessi  tre  valori 
lìcavansi  sà  da  questa  ,  che  dall*  altra  espressione 
(  N.^  prec  )  •  Dunque  pel  nostro  intento  bastava , 

siccome  abbiam  fatto,  tener  conto  di  un  solo  dei 
valori  della     ,  trascurandone  1*  altro. 

215.  Risolvere  T  Equazion  generale  di  terzo 
grado  **-hA^*-i-  Bx+  C=o# 

d  d  Sup* 
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Suppongo  ;if  =:/  —       ridotta  così  la  data  ad  un* 

altra     +  B  ^  -i-  C  =  o  mancante  del  secondo  ter- 
■  mine,  sciolgo  quest*  ultima  equazione  col  metodo 
del  (  N.*"  2 1 3  ) ,  e  ottenuto 

della    il  valore  ;r  4-  — ,  e  invece  delle  B' ,  C  i 

3 

loro  valori  espressi  con  i  cocfiScienti  A  ,  B ,  C  • 
Avendosi  per  tal  modo  le  radici  della  data  ,  ve- 

•  desi ,  che  infine  la  soluzione  dell'  Equazione  ge- 
nerale di  terzo  grado  a  quella  si  riduce  della  (N). 

21^.  Determinare  un  criterio,  onde  conosce- 
f e  quando  le  radici  di  un' Equazione  di  terzo  gra-^ 
do  siano  reali,  e  quando  immaginarie.  ' 

Una  di  queste  radici  pel  (  N 54  )  tari  sera* 
pre  reale;  non  vien  dunque  richiesto  che  di  de*, 
terminare,  quali  siano  le  alrre  due» 

Se  i'  Equazione  data  sia  la     -  V  =  o  (  N.<>  2 1 2), 
essendo  il  valore  SJ  V  sempre  reale,  gli  altri  due 
,  «  V  V ,     V  V  saranno  sempre  evidentemente 
immaginar) . 

Che  se  l'Equazione  proposta  sia  la  (N),  chia- 
mate « ,  ,  7  le  sue  tre  radici ,  supponghiamo 
rappresentarsi  da  ^  la  radice  necessariamente  rea* 
le.  Avendosi  pel  (  N.^ji  )  «  +  ^-i-y  =  o,c  pe- 
rò «  =      ^  +  7} ,  sostituisco  in  luogo  di  «  il 

va- 
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valore  -  (  ^  +  y  )  nei  coefficienti 

B=  «/S  +  «y+^y,  C=  -«^y, ed  otterremo 

f  rr r  "t '  ^ = y  +  (5r» . ^evo 

01.  B  «1  cubo,  C  al  quadrato,  ne  verrà 

Molriplfco  il  pnmo  d,  questi  risultati  per  4 .  il 
modo    ^"  *  ricvandài  in  od 

xiduceaao  avremo 

M*  coi  divKleK  questi  quantità  posta  sotto  ia 
tentesi  per  jl— y  ne  viene  il  quoto  ^ 

J +  $ y 4- 2 7»  =  a  (/J»  +  ^y^-y. )^ j 
=     (  2  B  +  — -) .  Dunque  sarà 

17  C*  +  4  Bi  =  -  (  |S  -  y  ).  (  ,  B +1^/,  e  quindi 
(^-y)*=-i2£±ll\  * 


(2B-»-— J' 


Considerando  ora  qu«sta  frazione  ^7^*4-^  E» 

ctii  U  «IO  denominatole  (  2  B+iH)»  è  sempre 

dd  1  * 


po< 
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«  c 

positivo  a  cagione  della  quantità      +  —  sempre 

reale;  sarà  em  9O  positiva^  a  negativa»  o  zero, 
fecondo  che  tale  sarà  il  numeratore  >  7     H-  4  B'  • 
SuppongIi)ama  primieramente  27         4  ^o; 

/i  27C*4-4Ìi-\ 

avendosi  instai  caso  ^  -  y  =  y  L 

(2B  +  — 

ne  verrà  <^  -  y  =  ad  una  quantità  immaginaria, 
che  chiamerò  /;  e  giacché  poi  sommando^  e  sottra- 
endo le  due  Equazioni  jì  +  y^— «,iì-y  =  '»ri- 

sulta  jS  =  —  •  y  =  ,  ne  segue  »  che  in 

2  2 

questa  ipotesi  le  radici  /S,  y  sona  amendue  im« 
maginarie  » 

Sia  in  secondo  luogo  27C'+4B^<o;  aven« 
do  in  questa  supposizione  tale  quantità  un  valor 
negativo  , chiamata  esso  — ^N^  la  precedente  fra* 

zione  diverrà  (jS — y)*  =— — *  avremo 

da  ciò  ^--y=:  j/f-— -iì— )  —  ad  una  quan- 

tità  reale  ;  chiamata  r  simile  quantità  »  facciamo  la 

sommale  la  sottrazione  delle  due  iS-H7=  — *f 
|I—  7— rj  risultandoci  da  queste  operazioni 

=  ^      >  7  =  vedesi,  che  in  questo  et» 

a  2 

so  le  due  radici  fi^  y  saranno  entrambe  reali,  e 
disuguali  fra  loro. 

Ad* 


Google 
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Abbiasi*  finalmente  27  C*  -I-4  =  o,  divenendo 
jn  tale  ipotesi  fi — 7  =  o  ,  con  la  solita  somma  ,  e 
sottrazione  di  questa  con  1'  altra  £quazione 

/S-hy  =  —  «  j  otterremo  ^  ,  7  =  ;oil' 

de  in  quest'  ultimo  caso  le  due  fi  »  y  sono  rea* 

li ,  ed  uguali  fra  loro  . 

Ora  divjsà  la  quantità  2  7C*  -i-4B^  per  ^•iiy 

C  '  B 

Ae  viene  il  risultato  — -I  ,  quello  cioè*  che  è 

contenuto  nella  (O)  sotto  il  radicale  secondo;  e 
mentre  sia  maggiore  9  o  minore  i  od  uguale  allo  ze* 

C*  E* 

IO  27  C*     4    „  tale  diviene  pur  anche  —  H  • 

.  .  4  ^7 

Dunque  rimanendo  la  radice  ce  sempre  reale,  le 

altre  due  fi^Y  diremo  essere  sempre  immaginane  » 

se  abbiasi  1  >  o  ;  diremo  essere  tali  radici 

4  *7 

C»  B' 

sempre  reali  ^  e  fra  lor  disuguali ,  se  sia  — H  ^  <  o; 

4  ^7 

ed  essere  queste  finalmente  uguali  tra  loro  >  e  rea* 

C* 

li,  se  risulti  h  — =0.  Dalla  sola  ispezione 

adunque  della  quantità  posta  nella  (O)  sotto  il 

segno  radicale  secondo  avremo  la  sostituzione  del 

proposto  Problema. 

Se  finalmente  venga,  data  1*  Equazione  generale 
H-  A  ;r*  -h  B  jr     C  =  o;  la  soluzione  di  questa 

dipendendo  dalla    -h  B'  t-h  C  =  o  (  N.°  prec  )  1, 

Equazione  simile  alla  x^^Bx-^C^o  vie* 

ncj 
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ne  ,  che  toha  k  radice  sempre  reale  (       J4  ) , 

le  altre  due  saranno,  o  immaginarie  ,  o  reali ,  ugua- 
li,  o  disuguali  fra  loro^  secondo  che  la  quantità 

 1  diviene  maggiore ,  oppure  uguale ,  o  mi* 

4  .    ^7  . 

sor  dello  zero*  * 

117.  Da  quanto  abbiamo  detto  si  vede  9  che 

se  due  radici  della  data  Equazione  (  N.*  2 1  g  ,  2 1 5  ) 
sono  immaginarie  ,  la  Formola  Cardanica  viene  sot- 
to un'  aspetto  reale  ;  e  che  essa  apparisce  sotto 
un*  aspetto  immaginario ,  se  tutte  e  tre  ie  radici 
sono  reali  $  e  disuguali  fra  loro  •  In  quest*  ultima 
caso  la  formola  Cardanica  è  tale»  che  quantun* 
que  le  tre  radici  siano  tutte  reali ,  pure  non  si 
possono  mai  ottenere,  che  involte  di  quantità  im- 
maginarie, e  quindi  è ,  che  questo  ha  avuto  il  no* 
me  di  Caso  irreducibile . 

21 8*  Sciogliere  T  Equazione  X* — Vr:  o* 
Trasporto  la  V  nel  secondo  membro  »  estraggo 
dalla     =  V  la  radice  seconda ,  e  avuto  il  risul* 
tato     =  :3:  V  V ,  estraggo  di  nuovo  la  radice  me- 
desima, e  ne  verrà  jr=  1:  y^:2zV  V;  onde 

H-  j/TTv,  -t/-4-ì/  V,  ^l/—  ✓  V,  -1/— ✓V 
saranno  le  quattro  radici  deila  daca,  due  delle  qua- 
li ,  mentre  la  V  sia  positiva  »  sono  reali  ^  e  due 
immaginarie  • 

Se  V  =  2401 ,  le  quattro  radici  della  -  2401 
=  o  sarannno  7  ^  —  7,  7  j/--    — 7  y^'^  '  • 

2I^« 


2  f  ^.  Risolvere  la  Jt-^  -f-  B  ;c*  +  D  =  o  . 
Suppongo  x^—z^  sostituisco,  e  avutasi  V  £• 
quazionc  a*+Ba4-D  =  o,la sciolgo , onde avre- 

*  4 

Dunque  sostituendo  otterremo 

»=^/(-|^i/'(5:-D)). 

Se  B  =  -g4,Dz=225,er  Equazione  data  sia 
—  !4^*  +  225=0,  otterremo  le  quattro  radi» 
^  +  >f— $,  +3j— 3. 

2  2  0.  V  Equazione  a  risolversi  sia  la 
(P)jr^-hBjr»-hCjr+D  =  o. 

Ridotta  questa  alla  *4 B     =  —(  C  r -f- D  )  , 

aggiungasi  ad  amendue  i  membri  la  quantità. 

^ — Ti  essendo  %  una  nuova  incognita 
da  determinarsi  ;  ciò  fattOsavremo    •+  (  B  -H «) 
H-  (-^)*=*;r»+(-p)*--C  Jf-D,  ossia 

Ora  il  primo  membro  di  questa  Equazione  è  un 
quadrato  perfetto  ;  cercando  adunque  di  render  ta* 
le  anche  il  secondo  ,  procuriamo  di  determinare 
la  »  in  maniera  ,  che  questo  riesca  ,  e  possa  co» 
sì  da  esso  estraersi  la  radice  seconda ,  senza  che 
la  X  resti  involta  nel  radicale  .  E'  chiaro  ,  che  a- 
vxemo  1'  intento^  rendendo  un  quadrato  perfetto 

la 
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sta  farebbe  appunto  ule ,  se  il  quadrato  della  me- 
tà  dei  coefficiente  —  uguagliasse  1'  ultimo  termi- 

ne  C^-^^)^        j  supporrò  adunque  dipenden- 
temente  dalla  indeterminata  2.  1*  Equazione 
S.^^(2±lX^Z±^,  e  zvTtm  quindi 

x*+iB«»  ^?(B*  —  4n)*--C*  =  o, Equazio- 
ne dei  terzo  grado,  la  cui  soluzione ,  pel  ^N* 
21$  )  a  noi  cognita, ci  darà  tre  valori  della  uno 

di  questi  sostituito  nella     —  —  ^  H  1 

la  renderà  un  quadrato  perfetto,  la  renderà  cioè 
;f»_£;f +  i^=Cx-^)*.  Espresso  pei  a 
uno  qu  alunque  di  questi  valori,  esso  cF  daA 

(     +  (x  -         ed  estraendo  lari- 

dice  quadrata,      +■  T?'  • 

ossia  x^nixji/  »  H — -i—  :i:  — =  =  o,  Equa^io- 
ne  dalla  cui  soluzione  abbiamo 
X  =  ±Vi  —  =P         ),  cspressio- 

ae  generale  diella     in  cui  il  segno  positivo  di  — 
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combinasi  col  negativo  di  ^  /  ,9  c  viceversa;  ed 

ambedue  poscia  i  segni  di  <ju«te<}oamiA  così  com- 
binate corrispondono  «egualtnente  sì  all'  uno  ,  che 

tir  altro  dei  9tgnì  della  t/(-i^±±'qi  -£-;) 

onde  avremo  coti  simili  combinazioni  1  quattro  va« 
lori  della  x .  Giacché  poi  dall'  Equazione 
aB«*  +  (B»-— 4D>i&'  — C*  abbiamo 

^       "    .  ■  I  ■■  ■       ^ j  costituendo  nella  for- 

C 

mola  ritrovata  in  luogo  di         questa  quantità 

ouerremo  per  le  chieste  udicL  i' alura  espressione 

2, 


i/c 


2  B  H-    _  V  f     -4-  2  B    4-  B'»  —  4 


2  2  1*  Potrebbe  sembrare  a  taluno  9  che  aven- 
do la  2  tre  valori  diversi ,  a  ciascuno  di  questi 
corrisponder  potessero  quattro  valori  diversi  della 
ar,  onde  la  data  venisse  cosi  ad  avere  dodici  diver- 
se radici  contro  del  (  N.*^  2 1  j)  :  ma  questa  illusio- 
ne svanirà  ben  pre$to^  riflettendo  ,  che  chiamati 
«' ,  z  i  tre  valori  deJla  »,  quei  valori  della 

A*,  che  cornspoiédono  a  z\  quegli  stessi  òcno  , 
che  corr'^poniono  a  ss",  ed  a  as"  •  Imperciocché 
non  avendo  noi  facto  altro  nella     +  B 

e  c 
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=  —  (CjfH-D),che aggiungere  nell* un  membro, 

e  nell*  altro  la  medesima  quantità  Jr*  +  (  )*; 

qualunque  sia  il  valor  della  %  »  non  turbandosi 
quindi  T  Equazione ,  non  vengofio  perciò  a  tur- 
barsi neppure  le  radici  della  data;  il  restante  del 

precedente  raziocìnio  non  serve ,  che  per  dctermi* 
narefra  gli  infiniti  valori  della  z>  quei, che  rendono 

jr*  —    «■  +•  un  quadrato  perfetto, 

tali  ritrovandosi  essere  i  soli  tre    ,  %* ,  • 
2  22.  La  soluzione  della  precedente  Equazio* 

ne  di  quarto  grado  dipende  dalla  soluzione  della 
Equazione  in  *,  che  è  di  terzo  grado.  Dunque 
andando  quest*  ultima  pel  (  N.*  2i5)  soggetta  al 
caso  irreducibile,  al  caso  medesimo  andeà  aog* 
getu  anche  T  altra  di  quarto  grado  • 

22)*  Risolvere  T  Equazione  generale  di  quar» 
to  grado  x^-i-Ajf*  +  B.v*-hCAr-hD-o. 

Suppongo  jr  =  r  — — ,  sostituisco  »  e  ridotta  co- 

4 

si  la  data  ad  un*  altra  della  forma  +  B'  +  C'# 
H-D'  =  o  risolvo  quest^  ultima  col  metodo  del 

(  N.*  220  )  :  ciò  farto  ,  pongo  di  nuovo  in  luogo 
della  / ,  e  dei  coefficienti  B' ,  C  ,  D'  i  corrispon- 
denti valori ,  e  avremo  così  la  soluzion  dimandata* 
224.  Le  nflessionì  istesse  dei  (  N.^  221  ,  222  } 
riguardanti  T  Equazione  del  (  N.*  220),  è  chiaro, 
che  si  applicano  egualmente  anche  all'  Equazione 
genefàle  del  (  N.*^  piec.  ).  • 

225* 
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225»  Se  V  Equazione  proposta  supera  il  quar* 
te  grado  »  non  possiamo  aver  metodo ,  onde  otte* 
nenie  la  soiuzion  generile  algebraica  .  Gioverà  pe» 

lò  il  fare  le  riflessioni  seguenti  • 


CAPO  DECIMOSECONDO . 

Mk  Sùh%iùne  algebraica  ricavoìa  a  priori  JcIU 
Equaziom  determinate  dt  terzo  ^  c 
fuarto  grado  • 

22&  C^hiamasì  Algebraka  quella  quantitì^,  la  qua- 
le contenendo  un  numero  finito  di  termini  finiti , 
dipende  pienamente  ,  e  solamente  da  alcune ,  o  da 
tutte  le  sei  operazioni  dell'  Algebra  ,  o  deli'  Arit- 
metica :  tali  sono  tutte  le  quantità  considerate  fi« 
nora  9  e  cali  quelle  »  che  andiamo  considerando 
continuamente  in  questa  Teoria  »  quelle  eccettuate 
dei  (  Capi  17  ,  18  )  •  In  conseguenza  di  questa  de- 
finizione diremo ,  che  una  data  Equazione  resta 
risoluta  per  una  soluzione  Algebraica  ,0  Algebrai- 
camente  ,  ogni  qual  volta  il  valore  delle  sue  ra- 
dici ottienesi  espresso  da  quantità  Algebraica  • 

127.  Ciò  posto ,  mentre  vogliasi  sciogliere 
Algebraicamente  un'  Equazione  determinata  di  un 
grado  qualunque  ,  è  chiaro ,  che  no  'i  potremo  fa- 
re che  riducendo  essa  ad  un'  altra  Equazione  di 
grado  inferiore ,  o  dello  stesso  grado  »  di  cui  ci 
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fia  nota  la  soluzione  ^  e  dalie  radici  della  quale 
possiamo  in'  seguito  deiermiiHirf  o.  mediatamente  , 

o  imniediaramcnre  le  radici  delk  proposta  ;  ma  le 
radici  della  Trasformata  sono  funzioni  delle  radi- 
ci della  data  (  N.°  S8  )  ;  dunque  per  la  soluzione 
Aigebraica. delle  Equazioni  altro  noo  facciamo^ che 
'  detecmiiure  delie  (unEfoni  delle  radici  della  Equa* 
zione  proposta  tali ,  che  l*  Equazione  ^dalla  qua* 
le  esse  dipendono ,  abbia  le  proprieii^  accennale  • 
Moki  sono  i  metodi  a  questo  fine  proposti ,  e  tut- 
ti  si  riducono  a  questo  solo  principio:  si  può  crò 
vedere  facilinente  nelle  piecedtfiti  soluzioni  delie 
Equazioni  di  terzo ,  e  quarto,  grado  (  N.^  213» 
«15:,  21^9  t20.)  ..  Esseiido  però  quelle  state  ri* 
trovate  con  particolari  artifizj ,  e  come  suol  diraa 
M  posteriori  ^  cercheremo  titJ  capo  presente  di  dt» 
terminare  esse  medesime  a  pnorr ,  e  con  tutta  la 
generalità;  onde  venghiamo  così  a  conoscere,  co* 
sa  insegni  T  esposto  principio  nella  sokisioa 
ffraerak  Algebraica  dr  tutte  le  Equazioni  « 
3it.  Abbiasi  f  Equazione  di  terzo  grado 
(N)  ar*+B.r  +  C=ro  mancante  per  maggiore  sempli- 
cità del  secondo  temine.  Affine  di  averne  la  so« 
lozione  a  priori  ^  cercherò  primamente  di  ridurla 
ad  un'  altra  di  grado  infcr.ore.  Ma  se  si  cooside* 
ri  la  funzione  /(  x'  )(  jr"  X  Jr"  )  esprimente  in  ge* 
Aerale  le  cadici  di  qualunque  Trasformata  della  (N> 
<  N.*88^)  ,  sappiamo  dal  (  N.<*  92  )  ,  che  «a  ge- 
tierahrente  parlando  ,  mentre  sia  razionale,  e  de^- 
teiirjznaòile  per  un'  Equazione  del  ^rado  1.2*2 

=  6 


zzi 

di  cui  le  radici  sono 

(I )  ,  V (  ^'  )(    )(     ) ,       C )(  ^'  X X  ) , 

)(  )(  at' ) ,  4.V (  ^' X  )(  ^"  )  , 
5.Y(  X  jr' )(  r'"  ) ,  6//(  A-'"  X  ^" X^' ) . 
Dunque  per  otteoere.  la  soluzione  ceicata^  ossia 

un  tale  abbasiaroento^  supposta  per  ora  la  nostra 
liiosione  costantemente  raitonale  converrà  ,  che 
delle  esposte  sei-  radici-  ve-  ne  siano  delle  uguaii  fra 
loco  :  ori  svcaiìt  uguaglianza  deve  succedere  indi- 
pendenremenrc  dal  vilore  pnrricohre  deJJe  x' ,  jr", 
x"  (  N.?  ),  giaccbè  la  data  non  è ,  che  un'  £qua« 
xione  generale, Equazione  perconseguenza^.la  quale 
presf  inde-  da  qualunque  valore  paiticolare  delle  sue 
tadfcf  dunque  questi  sei  valori:  dovendo  essere 
uguali  tra  loro  per  la  forma  della  funzione  (  N.^ 
88  )  5  converrà  ,  che  siano  fra  loro  uguaii  a  rre 
a  tre  per  lo  meno;  onde  in  allora  due  soltanto 
divenendo  i  valori  diversi  della  funzione»  la  Tras- 
formata! non  ascenderà  che  ai  secondo  grado  •  Sup* 
ponghiamo  perciò  la  funzione  l^  ^t.^  yóoì  sup- 
pongiiiamo ,  che  la  funzione  i.^-  resti  la  medesima 
trcsportando  la  radice,  che  occupa  P  ultimo  iuo- 
*  go  nel  primole  avvanzando  le  altre  due  neiia  po« 
sizione  ,  in  cui  si  trovano  .  Questa,  proprietà  de- 
ve pel  (  97  )  competere  anche  alle  altre  radi-* 
ci; dunque  avremo  la  z^  =  3-*  ,4.*-  =  5.'  ,  j.*  i  ^ 
ma  per  la  ipotesi  sì.  à  i**  =  a»*  ,  e  presentemente 
abbiamo  i.*  —  3.*  /  dunque  sarà  la  funzione  i.*  — 
2.*  =11  3.*  ,  c  cosi  fa  funzione  4-*  ^  5.*  =  6.*  .  Una 
lèle  supposizione  pieiunio  soddisfaià  alla  condizio- 
ne 
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ne  cercata ,  e  si  otterrà  per  suo  mezzo  un*  Equa* 

ziooe  del  grado     ^  ■  =  i . 

129.  Infinite  sono  le  funzìont ,  che  godono 
di  questa  proprietà  :  volendosi  però  esprimerne  in 
generale  la  forma ,  prendiamo  un'  altra  fuQ^one 
qualunque  delle  x"^  x"yda!t  esprimeremo  con 
la  caratteristica  ^,  e  le  tre  fl)  ( Jt')(jr")(y"), 
(^{x'"  )(  X  )(  V  ) ,  (!>  (  x"){  x'"  )(x'),  che  corrisi 
pondono  alle  tre  precedenti  funzioni  i.*  ,  2.* ,  j.» 
(  N.*  prec.  ),  si  disegnino  con  le  lettere  a",  z",  e 
con  le      jk",      «i  disegnino  le  altre  tre  funzioni 

1> X ^'"X ^"h (p ( ^")( X  X x"), ^ ( ^"'x ^"X 

corrispondenti  alla  4.*  9  5.*  »  6.*  «  Ciò  fatto  ^  io 
dico  che  sarà  in  generale  la  precedente  funzio* 

ne  I.*  =  F  (  z\  z"  5  )  ,  e  la  4.*  =  F  (  ,  , 
u")'  Imperciocché  potendosi  evidentemente  una 
qualunque  funzione  delie  x  ,  r",  x'"  considerare 
sempre  come  composu  di  altre  funzioni  delle 
radici  medesime  ;  di  più  essendo  la  1/  una  fiui* 
zione  non  soggetta  ad  altra  condizione  »  che  « 
quella  di  restar  la  medesima  pel  cangiamento 
del  (  N.^'prec.  )  ,  e  finalmente  per  simile  can- 
giamento non  facendo  le  5&"'  che  permutar- 
si fra  loro»  e  cosi  fra  loro  le  u\  m  \  u"  ;  quia* 
di  ne  segue»  che  qualunque  suppongasi  la 
4>  (  *'X  *)(*"'),  F  (  .«.•''^) .  F  (»•..".."'  ) 
saranno  appunto  sempre  tali ,  che  soddis&ranno  in 
generale  alla  condizione  del  (  N.^  prec.  )  e  però 
avremo  la  funzione  i.*=:2.*  =  g,»=F(»',       ") , 
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e  la  4-;=      =  5.*  =F(«'  u"  u")  .  Sia  per  esetn- 
J!;  avendosi  perciò     =^9,«"=9.  , 

pio  supporremo  F(  «'  as"  )  =  »  -f-  +  "  ]^ 
iiinzioiie  —     ^^4-  —  stià  «pponeo  quale  è 

stata  richiesta  nel  prec.)  la  i.»  =  /'(jr'XJt"Xj^'"), 
e  non  avrà  che  i  due  valori  diversi 

*r'*       jif"'*      x"*      -v'*  jr"» 

130.  Giacché  Je  F  (  z\  z\z'"  )  ,F  (  u  ^"  u'\ 
qualunque  essesiensi,  qualunque  forma  si  dia  alla 
?  (  ^  )C  )(  x'^'  )  ,  e  qualunque  permutazione  si 
facda  tra  le  x\x'\  x"  ,  non  possono  mai  acquista- 
le che  due  valori  diversi  (  N  ^  prec.  chiamiamo 
h  prima  di  queste  funzioni  y  y  la  seconda  y" ,  ed 
(II)jF* -4- S  y-(-T  =  o  r  Equazione,  da  cui  dipende 
il  loro  valore  .  Dpterminari  mediante  il  (  N.**  105  ) 
i  coefficienti  S  ,  T,  scioi^hamo  la  (//),  ed  otte- 
nuti per  tal  modo  i  valori  delie jr',y' espressi  pei 
coefficienti  della  data, non  rester)  pel  (N*^ 227)1 
chea  trovare  in  conseguenza  di  questi  il  valore 
richiesto  delle  x'  ,  x*' ,  jr'" .  Ma  essendo  la  x' 
una  funzione  della  forma  y"  (  )(  jr"  ,  x*'"  )(  N.** 
10^  )  ,  la  sua  determinazione  in  conseguenza  di 
uno  dei  due  valori  y  ,  ^"devc  pei  (N,**  log  )  ne- 
cessaria ti  ente  dipendere  da  un' Equazione  del  te£« 
so  grado»  ed  anzi  dalla  stessa  jc^  +  B  ;r  +  Cr^q  t 

poi- 
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poiché  di  ulc  Equazione  non  solo  deve  etser  radice 
Ux\  ma  anche  le  altre  due     ,  x"  (     9}  )•  Duo- 

qde  non  sapendosi  quesra  risolvere ,  e  di  più  ttoo  sa- 
pendosi risolvere  in  generale  le  Equazioni  di  terzo 
grado»  se  non  se  mentre  sono  della  forma  Z>  —  M 
^OyUe  viene, che  inutile  sarebbe  il  cercare  immedia* 
tamcnte  dalle  ^',y'  il  valore  delie  x'^  f"\f'\^ 
in  vece  converrà  cercare  dalle  stessey»      prima  il 
valore  di  altre  funzioni,  le  quali  divengano  radici  di 
Equazioni  di  terzo  grado  non  aventi,  che  il  pri- 
mo ,  e  T  ultimo  termine,  e  da  queste  già  cono* 
aciute  potremo  poscia  pel  (  N.®  144  )  dedurre  il 
valore  delle  x\  x\  x  \  sciita  ricorrere  ad  altre 
Equazioni  di  grado  ma^iore  del  primo. Chiama* 
ta  Z  questa  nuova  funiione^  siano.  Z' ,  Z  '  t  Z" 
i  suoi  tre  valori ,  che  corrispondono  ad    >  e  pe- 
lò alle  tre  permutazioni  i.*  ,  2  ' ,  ^*  (  N.*  229  )  J 
siano  V',  V  ,  V"  i  valori  corrispondenci  alia  , 
e  però  alle  altre  tre  permutazioni  4.' ,  5  *  ,      ;  e 
siano  finalmente     —  M  =  o  ,     — N  =  o  k  due. 
Equazioni  »  di  cui  queste  funzioni  sono  radici  • 
Sciolgo  la  prima  di  queste  due  Equaatoni ,  ed  a« 
vendosi  pel  (  N  <>  2 12  )  Z  =  V M  ,  «  V  ^  ,  a*  \/M, 
posto  Z  =  V  M.sarà  Z  -xy^      Z  ,  Z  VM 
=;^*Z;  e  nei  modo  istesso  trovasi  V   — V  , 
V'"  =  flt*  V'.  Dunque  la  funzione  Z  pel  nostro  in- 
tento non  potrà  già  essere  qualunque  ,  rr  a  dovrà  es- 
ser tale  9  che  i  suoi  valori  Z'  »  Z'  »  Z  "  corrispon- 
dendo alle  I.* ,  2.S  ^*  ;  e  gli  altri  V,  V",  V;'  alle 
4/  ,  S*%^»*  %  SI  abbuaoie  quantità  Z 


uguali  rispettiVimeme  alle  TI  V ,  moltiplicate  le 
prime  due  per      le  seconde  per  a*  • 

231.  Tutti  i  metodi  adunque  di  soluzione  per 
le  Equazioni  di  terzo  grado  dipendantt  dall'  Ipo* 
tesi  dd  (  N.^  aiS  )  a  questo  neceaiaikmeiite  ridu- 
coosì  9  di  teovacc  cioè  da  prima  una  supposizione , 
che  renda  le  funzioni  del  (  N.^  228  )  uguali  fra 
loro  a  tre  a  tre,  e  di  determinare  in  tal  modo 
un*  Equazione  ^*  -f^  -f-  T  =  o  ,  di  cui  siano  ra« 
dici  le    =  F  y  =  F  c  > 

(  N.^  129  9  ajo  )  9  essendo  la  %  una  Àinzione  qua* 
lunquc .  Deierminati  poscia  con  la  soluaione  del* 
la  y Sjf-|-T  =  o  i  valori  delle  radici  y\  y , 
prendesi  un'  alerà  Funzione  Z  dotata  delle  proprie- 
tà accennate  nei  (  N prec.  )  ^  si  determina  dal  va- 
lore  y  il  coefficiente  M,  oppure  da  y  T altro 
il  cfaie  può  sempre  farsi  razionalmente  pel  (  N.^ 
145  )  ;  e  Molra  in  fine  una  delie  due  Equazioni 
—  M  =  o  ,  V*  —  N  =  o,  e  conosciuto  cosi  il  va* 
lore  de  ile  Z',Z",  Z"',o  delle  V,  V",V'",da 
cadauna  delle  prime,  o  delie  seconde  di  queste 
quantità  deducesi  corrispondentemente  il  valore  di 
ciascuna  delie  .radici  x\  x\  x"\  e  questo  può 
sempre  effettuarsi  mediante  la  formola  (  M  )  (  N.* 
144).  Come  un  tale  andamento  abbiasi  seguito 
4  fotnriori  nella  soluzione  del  (  N.*^  2 1  j  ),  io  ve- 
dremo fra  non  molto ,  ma  prima  cerchiamo  di  coni* 
^  piere  la  soluzione  medesima ,  che  ci  starno  propos* 
ta  a  friori  (  N.^"  228     e  di  fare  alcune  ulteriori 
nflessioni  • 
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2}2«  Potendo  la  funzione  «  avere  una  fot^ 
ma  9  ed  un  valore  qualunque  (  N.^  229),  suppon* 

ghiamo  per  mas;giore  semplicitl^  s&=:  Z,  onde  in 
vece  di  attendere  a  due  funzioni  diverse ,  non  ab- 
biasi a  tener  conto,  che  di  una  sola;  sarà  quin-* 
di  =M)  =  N,  z"  ^acz  j  z"  =  a^  f  m"  xs. 
m$i ^  nr'"  =  m  (  N.^  230  ).Ciò  presupposto»  dia* 
mo  alla  % ,  ossia  alla  Z  questa  ferma  P  +  Qjc' 
H-Rjf  "  ,  che  è  la  più  semplice,  e  supponghia* 
mo  le  quantità  P,  Q^,  R  costanti,  e  da  determi- 
narsi per  modo ,  che  si  vengano  a  verificare  le 
condizioni  precedenti  (  N.^  228 ,  230.)  Essendo 
pertanto  »'  =  P  jf' Òix' 4- R  x"' ,  ne  verrà 
=  P ^ d^'  +  R  x' ,  = P +  a*"'  + 
R  ;ir' ,  c  però 
Pje'''  +  a^'  +  R;t-  =^(pyH-Cl.r'  +  Ry''), 
P  at"  -4-  Qjc  "  +  R^'  — a»(P  .r  h  -4-  R  )  . 
Paragono  ora  insieme  i  termini  omologhi  dì  que« 
ite  Equazioni  »  ed  ottenendosi  P==«R,Q^=«P, 
R=«(ì,P  =  «*CLi  (Ì-«*R,  R  osser- 
vo ,  che  abbiamo  con  tre  indeterminate  P ,  Q.,  R 
sei  Equazioni.  Dunque  alcune  di  esse  o  sono  iden* 
tiche  con  le  altre,  o  sono  assurde  .  Se  fossero  que- 
ste assurde ,  allora  la  supposu  P  a-  4-  Q,^'  -f-  R  x" 
non  potrebbe  servire  air  intento/  che  se  siano 
identiche  »  la  funzione  sari  opportuna  •  Colloco  in 
luogo  delle  QL,  R  i  due  loro  valori  •«  P,  P  ot* 
tenuti  dalle  Q^=«P,  R  a*  P  ;  divengono  per- 
ciò identiche  tutte  le  precedenti  Equazioni ,  e  la 
P  cesta  indeterminata.*  dunque  la  Px'h-CLx"-^ 

R 


^^7 

Rx  "  è  stata  opportunamente  suppostile  datpal« 
la  P  p^r  maggior  semplicità  il  valore  i ,  avremo 

=  a'  (  f  '  4-«  ^''  -^oc*  x"  ).  Quello,  che  si  è  det- 
to deUe  7b  ^  %"  ^  dicendosi  egualmente  delle 
0  ^  u  %  ff  sarà 

(Ar'-f-a^'"     a*      ).  Supponghiamo,  che 
z,'  2,"'  z"  ,  «'  «"  u"  siano  le  due  funzioni 
P  (*' ,  ),  F ,    ,  u'"  )  /ne  verrà  . 

y  =     2^"      =  a3  (  ;r'  -f-    a:"  -i-  A* 

=  C         ^'  '  -f  ^*  ^"  y  ,  e  posto  per  brevi- 
tà jr' H-«x  x"'z=ir,  x'^ctx"'^ùL*x" 
avremo  nella  (W)  il  coefficiente  S=— (r^-h/M, 
eT  =  r>/3. 

233.  Affine  presentemente  dì  determinare 
questi  coefficienti,  e  però  1*  Equazione  in  j|Os- 
servo ,  che  abbiamo 

=xi  -hsotx'^x'-^ja^x'^x'"  +  3«»y  x"* 
-+6  x'  x"  y "-f-  3  «r*  H-  3  «  at' *  jc"' 

X*  =  ar'i  +  3  ot*  ;r  »  Ar"+  3  oc  ;r'*  jif"'H-  3  «  jr'  jr"*  + 
6x'  3  a»  y  jr'"*  -+3  a*  x  ^  x'" 

^^otx''  x'"*  H-  3, 

onde  sommando^  e  ponendo    t  m  vece  di    +  » 
"^i  f  £  2  giac- 
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ptl  (  N.*  209  )  1  =  o ,  ne  viene 

H  ^.  X»  =:  2  (  A-'a  +  jr'"0-4-  i*     x*'  x'" 

j  (  x*x"-^  x  x"^+  x  ^  x'"^  jt'a-'"*-*-  at"*  x"^ 

Dunque  a  cagione  di  A=o(N*  228)  aveiidosi  pei 
(  N.»  J5  ,  24,  4O  S  3  C,  at'  x'  x'^^C^ 

2  ;r*  X  =  -f-  3  C  ,  sostituendo  otterremo 
S  =  — (r»  =-4-6C-f-i2C4-9C=H-27C; 
c  con  simile  artifizio  ci  risulterà  T=  H  /*  =—27  B> . 
Colloco  questi  valori  nella  jf*-H#j4-.T  =  o,c 
divenendo  essa/  +  27  CjP/-  27  B>  ==  o  ,con  la  so^ 
luzione  ricaveremo 

),  .  posto 

questo  valofe  per  maggiore  semplicità  =  ^  /  > 
àviemoy  =  ir  +  /,y' =      /  . 

2}  4.  Dalla  determinazione  delle  y  ,  con» 

verrà  passare  a  quella  delie  quantità  M,  N,on* 
ée  conoscere  le  due  Equazioni  —  M  =  Oj  V* 
—  N  =  o ,  e  ciò  in  generale  sempre  otterrebbcsi 


immediatamente  pel  (  N.°  preced.  )  M  ^  y  —  ^ 
I^=y'  =7r-./,e  però  4         -  tt  — /, 

ossìa  =::ir-H^,  =i7C  —  bcioita  ora  una  di 
queste  Equazioni,  da  ciascuno  dei  tre  valori  del- 
la ft^O  della  #  ricaveremo  pelCN.^'a}!)  ciascun 

na 


M  éeUt  chieste  ndki  x\r  ì  *»t  per^pi* 

facilmente  otterrannosi  nells  seguente  maniera. 

Avendosi  (  jr' +  *  jf"  +  a' jf  '  )*  =  5r-(-/ , 
(x'-hct  x'"  -f- x"  )»  =  TT  -/» ,  ed  Jc'  +  x[-i-  x"' 
=  o  ,  sommando  le  tre  Equazioni 

f  ///  ì  *'  -t-  V  (  « + ?  )  »     <^  « 

^         V(  'T-/) .  «'  -»-*"  -4-*"^  =  o  ,  pel  (      209  > 
otterremo  g  *' =  VC  "  + /)  +  V("— ^)»  « pcrò 

deUe  (  ///  )  per  ft^  9  la  seconda  per  « ,  le  sommo 
tutte  e  tre ,  e  diviso  ti  risultato  per  3  ,  ne  vertk 

nalmente  la  prima  delle  (///)  perdt^la  seconda 
per     y  €  proseguito  il  calcolo,  come  di  sopra  » 

sti  saranno  i  tre  valori  delle  radici  cercate ,  e 
ponendo ,  che  a  significhi  una  qualunque  delle 
ue  radici  cubiche  dell'  unità  9  vedesi»  cha  avre* 
mo  pel  valor  generale  della  x  . 

j 

Collocando  io  luogo  delle  ir ,  /  i  rispettivi  valod 
 —  ^    — (N.^  233  ),ne  viene 
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Dunque  Mtituéiido  sarik 

y/^^SL^^  (  ^ 4-  )  formoh non  pùn^ 
to  diversa  dall'  ottenuta  nel  (N.^  213  )  n  t^ff^ 

riorì  * 

1J5.  Se  r  Equazione  data  (N.«  118)  aves- 
se avuto  il  secondo  termine  ;  chiamato  A  il  suo 
coefficiente  9  si  sarebbe  fatto  ii  discorso  medesimo , 
ponendo  però  8;^=:  —  A,Sjr^  =  A*-2B, 
Sx5  =  3  AB-A»  -  3C(N.^35  )c  avremmo  m 
egual  maniera  ottenuti  i  valori  corrispondenti  del* 

là    ^  •  T  J    11  '   

Estraendo  la  radice  cuba  dalla  y  — 

(  N.°  232),  abbiam  ricavato  y       ^'H-  ot  x' 
Sjf  "  H-a»  y  :  ma  tre  devono  esse- 

re i  valori  di  queste  radici; tenendo  dunque  con* 
to  di  tutti ,  avremo  SJy  =  (  ap' + «  ^"  +        )  > 

(/j^"  =  «*  (  X  H-  **  Jf"  ) .  Tutti  questi  vaii 

lori  però  nulla  alterano  la  soluzione  precedente; 
poiché  paragonando  insieme  i  valori  ^  che  si  cor* 

ris- 


rispondono,  conseguiremo  gli  stessi  risultati  del 

237.  Abbiamo  nel  (  N.**a28)  supposte  le 
(!)  tali,  che  risulti  la  i.*  =  2.*,  e  ne  abbiamo 
così  dedotta  la  soluzione  (N); facciamo  presen* 
temente  allo  stessa  fine  un'  altra  supposizione  di* 
versa  ;  supponghiamo  per  esempio  k  !•*  =  4.*%  Di* 
venendo  perciò  la  2.*  ==5.*,  la  3.*=^.*,  le  (/) 
saranno  tra  loro  uguali  a  due  a  due ,  e  saranno  per 
conseguenza  determinabili  per  un'  Equazione  del. 
tcizo  grado  (  N.^  99  ) .  Ma  »  acciocché  la  fatta 
supposizione  possa  servire  alla  soluzione  della  no- 
stra Equazione,  pel  (N.**2jo)  è  necessario ,  che 
conduca  ad  un' Equazione  della  forma  j/' — T^O  p 
essendo  y=  i.*       =  2.*  ^y'"  =      .  Dunque  le 
(/)  dovranno  esser  tali  »  che  abbiasi  non  solo  la 
=  4.'  ,  la  2.*  =  5.»  ,  la  j.*        ,  ma  di  più  pel 
(N.^  230),  che  ne  venga  y*  :=»y  ^  y**  =A*y  • 
Ora  è  egli  ciò  possibile? 

Per  la  ipotesi  fatta  la  i.^  :^f(x')(x")(x"'  )  pel 
(  3  )  divenendo  /  (  jr'  )(  jt" ,  x'"  ) ,  vedesi ,  che 
ayremoj  — /(jr  Xa-  ,  r  ),y  =zf{x  )(x,x)y 
y"  =/ (  x"  )(  X  ) .  Ciò  posto  moltiplico  la  se* 
conda  di  queste  Equazioni  per  y  e  la^  terza  per 
a,  risultando  da  ciò  a,*  y"  =  fix"Xx\  x"  )  ^ 
ocy  "  -X-  )(  Y  ,  AT  ) ,  Je  quantità  y  ^  x  y 
saranno  evidentemente  tali  ^  che  non  cangiano  va« 
lore  per  la  permutazione  in  quanto  alla  prima  di 
X  in  x'\  e  in  quanto  alla  seconda  per  la  |[>ermuta" 
acne  di  x  in  x"**  Ora  avendosi  j"  =  ^y'^y  y'i 

ne 
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*  1J2  ^ 

ne  viene  /  =-f=c,-y\y  =  -y 

(N.'  20I  ):  dunque  anche  la  funzione  /  non  cari'- 
«erà  valoce  per  quesci  cambiamemi  di  x'  In  x  » 
Tdi  X  in  Jr  ";  «a  lt  y  è  già  tale,  che  resta  U 
medesima  per  la  perautazìone  di  x'  in  x  ;  dun- 
que essa  y  non  cangeii  mai  di  v«k)ie ,  qualnn* 
que  cambiamento  si  faccia  fra  tutte  e  tre  le  *  > 
m       dovendo  quindi  pel  (  N 3  )  essere 
=/(  Jt' ,  x",        ,  ne  verrà  y        =y   ,  il 
che  è  on  assordo  (  N.^  2  r  r  ,  119)-  Dunque  ce* 
138.  Da  ciò  segue  che  nelle      —  M  =  o  , 
\j%  ^  N  =  0  (  N.*  230  )  non  potrà  giammai  esse- 
re M  =  N  ,  poiché  se  ciò  fosse ,  le  due  *Z»  —  M 
Q  V*  —  N  —  o  si  ridurrebbero  alla  sola      — M 
5=  o  •  e  da  ciò  seguirebbe  1*  assurdo  dei  (  N.^  prec). 
Dunque  la  Z  del  (N.^230)  deve  sempre  avere 
necessariamente  sei  valori  differenti  tra  loro. 

2  j  9.  Supponghiamo  ora  le  (!)  tali  »  che  In 
1*  oltre  di  essere,  come  nel  (N.^in)  «g««le 
alla  4-'  sia  anche  uguale  ad  un'altra  di  esse  fu n* 
zioni  per  esempio  alla  6.*.  Divenendo  perciò  la 
i  •  =  -  4.»  ,  la  3.»  =  6^  =  5.*  ,  le  (  /)  saranno 
tutte  iguali  fra  loro,  e  la  /(  )(  x  '  )(  x'  )  divcmc- 
rà  della  fonna/(  x  ,  x"  ,  x"  ) .  a«e$ta  ««PP^^j^io- 
ne  Dotrà  essa  servire  allo  scioglimento  della  (  N  )? 

Fatta  secondo  ii  solito  la  nostra  f{x  yX  ,x  ) 
zzzy^  là  sua  determinazione  pel  (  N.*  10  i  )  con- 
durrà sempre  ad  un'  Equazione  raziona  1 R  — 
Volendo  presentemente  da  questo  valore  della 


'3ì 

JF=:R  ricavare  il  valore  delle  radici  x',x"  x" 
per  quanto  si  è  detto  nel  (N.»!^©),  non*potA 
CIÒ  eseguirsi  immediatamente ,  ma  sdo  col  deter- 
minale da  prima  le  radici  di  nn'  £qaa.zioiie  Z>  — 
M  =  o. Essendo  dunque  necesiaria  la  determina- 
none  di  questa  Z»  —  M  =  o ,  converrà  dal  vai  ore 
R  ricavare  quello  del  coefficiente  M Ora  la  Z 
à  necessariamente  i  sei  valori  Z',  Z",Z"'  V'  V"  V'" 
•ed  il  prodotto  dei  primi  tre  è  =  M  *«^iido  il 
secondo  uguale  ad  uo  altra  quaatiA  N  (  N.i  s,o 
2j8  )  .Dunque  per  la  determinazione  della  Mfa! 
A  duopo_  cadere  ta  un*  Equazione  di  secondo 
gra<to ,  di  CUI  siano  radici  Je  due  quantità  M ,  N 
(N.  147).  Ma  nella  ipotesi  del  (N°2ji  )  ab- 
biamo M  -  y  ,  N  .  essendo  >,/  «4i  della 
/M,  Equazione  derivata  dalla  supposizione  del 
t  N^2  28  )  .cioè  dalia  suppostone  dèlia  funzione 
iV  *  Ounque  la  ipotesi  presente  ci  dà  bensì 

U  soluzione  della  (N),  ma  ce  la  A\  conducen- 
dosi  alla  supposizione  istessa,  che  abbiamo  Atta 
sin  da  principio  (N.'iiS). 

rh«  J''"«"«>  Pemnto  fiancamcnte  asserire, 
che  poteado  le  (/)  essere  tra  loro  uguali  o  a  due 
a  due,  o  a  tre  a  tre,  o  a  sei  a  sei,  il  soioca- 
to,  in  CUI  esse  si  uguagliano  a  tre  a  tre,  quello 

Sella'  d.u  f  STI"'"""  *^ 

A  *  A*  )  fonzione  razionale  (  N»  2  2  8  )  :  vo- 
gli«a  pteseniementc ,  che  sia  incommensurabile . 

S«  _  On- 
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Oode  avere  la  soluzione  delta  data  »  sappiamo  do* 

vere  la  nostra  f{x  ){ x'  )(  x"  )  esser  tale ,  che  ser- 
va a  due  fini  :  V  uno  cioè  di  condurre  ad  un*  E- 
quazione  in  y ,  di  cui  conoscasi  la  soluzione  in* 
dipendentemente  dalla  data  (N.°  227  ),  T  altra 
di  far  sì  ,  che  dai  valori  yl  ^y"  possansi  dedurre  i 
corrispondenti  della  jr  ,  o  della  Z(N.^2jo). 
Ora  se  la  /(^  )(jf")(jr  '  )  èirrazionale,  T  Equa- 
zione  in  ^  divenendo  del  grado/ 15^  ),  il 
primo  di  questi  fini  riesce  sempre  più  difficile  ad 
ottenersi  ,  e  pel  secondo  dall'  irrazionabilità  del- 
la/(  V  )(  at"  )(  jr"  )  non  ricaviamo  vantaggio  ve- 
runo (N.^  258  ).  Dunque  la  supposizione, che  lit 
f  ix)( x"  )( x'"  )  sia  irrazioaale , essendo  una  sup- 
posizione al  nostro  intemo  per  Io  meno  inutile  » 
potremo  pienamente  abbandonarla  .  Lo  stesso  af- 
fatto si  dice  di  qualunque  altro  grado  si  sia  V  £• 
quazione  data  a  risolversi. 

a4i«^  Se  r  Equazione  (  N  )  à  due  radici  ini* 
magi  nane,  le  qualità  y  »  y"  saranno  necessaria* 
mente  reali  ;  saranno  poi  queste  immaginarie ,  men- 
tre le  x\x"  yx"  siano  tutte  reali,  e  disuguali  fra 
loro;  che  se  finalmente  due  delle  x\x'\x'  so- 
no  reali ,  ed  uguali  fra  loro  ,  in  allora  le  jf  >  J 
divengono  anch*  esse  uguali  fra  loro  »  e  reali  • 
,  Potendo  la     rappresenure  una  qualunque  del- 
le tre  radici  della  (N),supponghiamo,  che  ci  es- 
prima la  radice  reale ,  che  deve  sempre  necessa- 
riamente esistere  (N.**54);  le  altre  due  ^  j 
potranno  essere  rcaiii  od  immaginarie  ^  uguaiii  o  di- 
suguali  fra  loro.  ^  Sia- 


235 

* 

Siano  em  primieramente  reali,  ed  uguali;  av- 
remo da  ciò      -f- ajr" a*  y  =     -4- a  A-'" 

208  )  ,e  avremo  eguain,erte  ;r  — jr"  =: Dun* 
que  in  questa  ipotesi  le  V/»  Vj'"  >cperòlej 
fitanno  reali,  ed  eguali  tra  ioro. 

Abbiansi  le  x" ^  x"  reali,  e  fra  lor  disu- 
guali; risultando  in  questo  caso 

4.       +    x'"  =  y  H-  ;r"X  + 

(x-  +  ar-)-4-(;r'"^y')ì^=      ' ,  vedesi , 

che  le  V  jf' ,  ^y" ,  e  quindi  le  y  ,  y  saranno  ne- 
cessariamente disuguali  fra  loro,  ed  immaginarie. 

3 Supponghiamo  finalmente  le  x'\x"'  imma- 
ginarie; dovendo  esse  pel  (  N.°  187  )  avere  neces- 
sariamente la  forma  //+  f  \/  —  i ,  J — ^y/ —  j  ^  gyp, 
ponghiamo  r"  —  i  ,jr  "  nni^eV—i; 

quindi  risulterà  a*'  -f-  a  Jt"  H-     ;r"'  =  ^  « 
( ^M- r V^—  ,)  4-  a*  (d'-eV—  I)  =  jr' H-(M-«»)  iT 

nel  modo  istesso  x  -f-  4-  x"  —  —  r 
^  ?  =^  Vj'  5  e  per  con^jp^uenza  avremo  in  questo 
caso  le  quantità  V  v  ,  V y'  5  e  peruò  le  y' ,  ^"  rea- 
li,  e  disuguali  tra  loro.  Dunque  ec. 

24 j.  Ciò  stesso, che  abbiamo  dimostrato  nel 


(  N.*>  preo  )  ripjàrdo  le  y\  y"  del  (  228  )  si 
verifica  eziandio  in  generale  rapporto  alle  quanti^ 

tà  M  ,  N  (N.^  2^0  ). 

Attribuitasi  alla  Funzione  Z  (  N.®  1^0)  una  for- 
ma qualunque»  e  Qualunque  perciò  divengano  ie 
Nyè  chiaro,  che  dovranno  esse  risultar  sem* 
pre  due  funzioni  delle  x\x"fx"  simili  alle^', 
y  ;  dunque  volendo  determinar  quelle  per  queste 
dovremo  ricorrere  alia  (M)  C      144  )  f  e  ottcr- 

remo  così  due  valori  della  forma  M  =  ILltlf 

^^iyu        supponendosi  pel  (N.'i44) 

J>* -4-^jf-4-f  =  o  r  Equazione  determinata  in  yy 
c  supponendosi  a  =  H  i ,  b  =Hi/+H2.  Ora 

con  la  divisione  ci  risulta  M  =  —  H-  — ,7  % 

N  =  — .  H  -.^ —    e  frattanto  le  a.     p  sono 

tutte  quantità  reali,  e  non  può  giammai  essere 

2  i  —  4/  =t  o,  poiché  allor  ne  verrebbe  M  =  N 

contro  del  (  N.^  238  )  •  Dunque  «come  facilmen* 
ce  conoscesi  dalla  semplice  ispezione  dei  valori  ot« 
tenuti,  quali  sono  le  quantità  y\y" ,  se  reali  cioè, 
o  immaginarie,  uguali,  o  disuguali  tra  loro,  tali 
saranno  pur  anche  fra  loro  le  M,N,  e  per  conr 
sequenza  ec 

244.  Poiché  qualunque  artifizio  adoperisi  per 
la  soluzione  della  (  N  ) ,  sempre  dobbiam  cadere 

a  de- 
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1  determinare  le  x  ,  at"  ,  at'"  dipendentemente 
dalle  Z',Z",Z'",  oppur  dalla  V  ,  V"  ,  V"  (  N.» 
^^o»  2^9,  240),  c  poiché  il  valore  di  queste  Z', 
Z"  ,  ec.  dipende  dal  valore  delie  quantità  M ,  N  ; 
quindi  ne  viene  pei  (N.^  144,  2^0% che  le  radi- 
ci x' ,  x"  y  x^'%  se  tono  reali,  e  disuguali  fra  loro , 
verranno  sempre  ad  essere  determinate  per  quan- 
tità immaginarie  5 e  se  due  fra  queste  radici  sono 
immaginane,]!  loro  valore  »  prescindendo  dal  va« 
lore  di  A{biJ*  ut)  in  esso  contenuto  y  verrà  seni* 
pre  a  determinarsi  per  quantità  reali»  Da  questo 
si  vede,  f  he  qualunque  metodo  si  adoperi  nella  so- 
luzione generale  delle  Equazioni  di  terzo  grado, 

non  potremo  giammai  evitare  il  caso  irreducibile 
(N.**2i7). 

a45»  Passiamo  ora  a  vedere  giusta  il  (N* 
tji  )y  come  la  soluzione  della  (N)  data  a  foste* 

fiori  (  N.®  2ig)  segua  esattamente  Y  andamento 
accennato  nei  (  N.^  prec  )  ► 

Fatta  nel  (cir.  N.°  227  )  la  supposizione  x=2&+iVf 
e  ricavate  le  due  -i-  C  =  o  ,  3  «  s  -h  B=o, 
sostituisco  nella  prima  il  valore  di  is  ricavato  dall' 
ukima  di  queste  Equazioni  -  Avendosi  perciò 

^  =  ~>sarà**  — Y=:o,e«=-j  ± 
1//  B 

y  V  ~ +  —)•  Volendo  presentemente  tener  con- 
to di  un  solo  dei  valóri  della  % ,  lascio  innanzi 
dtl  radicale  il  solo  segno  ,  e  colloco  in  vece 
dtUa  4P  il  valore  a-'  ,  e  in  luogo  della  B  il  suo 

vaio- 
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valore  x  x*  -4-  x'  x"  +x"  jr'"  ^  ossia  »  a  cagione 
di  x'-^x"^  x"  =  o,  il  valore — (x'*-¥x'  W*).- 

operando  in  tal  modo  ^  e  riduccndo  ,  otterremo 

i  +  — 2,x  H  ^ — ^  ,  e  giacché 

jf '     — x""  —  Jt  "  ,  sostituendo  di  nuovo,  sarà 

2  5  2  J 

^  ^    ^  ^  ,  supposto  = «  (  N.* 

ai2);  elevo  questo  valore  al  cubo, e  poiché  ne 

viene  z,*  =^  (  x'  -^ux"  +  a*  x'"  y  ,  e  poiché  pel 

(N.^  232  )  abbiamo     =  jr»  ci  risulterà  finalmea* 

te  ^  =r  —  (  Jf'     «  Jt"  +  <K»  jr  "  )* .  Dunque  la^  dei 

(N.^213  )  altro  non  è  che  una  funzione  delle 
jr  ,  V>:r'")perfectan)eme  ugualea  quella  del(N.* 

230),  supponendo  P=  —  (N.''  232 ) .  Due  per- 

tanto  essendo  i  valori  della  y  (N.®  228),!  duecioè^ 

che  ricavansi  dalla  /H-Cjf  :=:o(N**  113), 

converrebbe  ora  pei  (N.®  230  )  da  essi  determi» 


239 

iiaf«  lé  quantità  M,  N  ,  coefficienti  delle  Z>  —  M=o, 

Vi  — N  =  o(N.^  220  ).  Nel  (N.*  232  ), supposto 

....    T-i^'    ti    1 1 1 


avendosi  nel  (  N.'  2 1  j  )  =  jf ,  vedcsi ,  che  anche 
questa  supposizione  equivale  precisamente  a  quella 
del  citato  (  N.®  232).  Finalmente  dai  tre  valori 

3&  ",  56  'secondo  il  (  N.®  230)  conviene  determinare 
corrispondentemente  i  tre  x\  x\  x"  ;  e  ciò  di  facci 
eseguiscesi  nella  (O)  (  N.''  213  )  »  poiché  9  essendo 

questa  nata  dai  sostituire  nella ;r'=:»4-«  =  *'-^~ 
il  valore  della  i^^xS/y^  e  pei  (  N.^  212,232) 

avendosi  g^^^"'^^""^       "  = 

2  '  2 

se  in  essa  (  O  )  fatò  «  =  i ,  diverrà  »  =  ver^ 

tò  così  ad  ottenere  la  radice  dipendentemente 

da  %  :  se  farò  x  =  ^  •  risultandomi 

'  2  ' 

*  =     '  ^  «'  =  jft" ,  verrò  a  ricavare  da  que- 


sto  valore  »  '  il  corrispondente 
nendo  finalmente  ol  =  ^- — ^  ,  e  però 

»  =  "'"/"^^    =  »' ' ,  ci  risulterà  il  valore  di 

x'"  da  25'" .  Dunque  V  artifizio  adoperato  nel  (  N 
21 3  )riducesi  in  fondo  a  quello  stesso  »  che  cisia^^ 
mo  proposto  ^  e  che  abbiamo  usato  nel  (  Capo 

prc- 
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presente  )  :  colà  però  abbiamo  trovalo  un  ule  ar« 
tifizio  indiretumence,  e  come  a  tentone;  ma  qui 
ricercandolo  avvedutamente,  e  direitamenie. 

2  45.  Venga  richiesta  a  priori  la  soluzione  dell* 

Equazione  generale  di  4.*  grado 
( P)     4-  B  jr*  +  C -f-D  =  o  ,  che  pongo  ,  come  nel 
(N®22o),  priva  del  secondo  termine. 

La  funzione  generale  derivante  dalle  sue  radici 
si  è  k  /(  ;r'  )( x^)i  x"  )(  x  "  )  determinabile  per  un* 
Equazione  del  grado  i  •  2  •  3  •  4  =  2  4 .  Affine  adun« 
que  di  determinare  una  trasformata ,  che  serva  aU 
lo  scioglimento  della  (  P) ,  converrà  pel  (  N.^  227  ) 
tra  le  infinite  forme  di  questa  /(  x  )(  x"  )(  *•'")(  x^) 
quella  trovare ,  nella  quale  i  risultati  5  che  prò* 
vengono  dalle  varie  permutazioni  tra  le  x\  x'\ 
x'" ,  x  ,  riescono  uguali  fra  loro  ad  otto  ad  ot- 
to ,  poiché  in  àilora  la  trasformata  diviene  del  gra^» 

a  24 

do  -g-  =:"3* .  Ora  supponghiamo  essa  funzione  del- 
la forma  /((  a:'  ,     ) ,  ( x  " ,  a-"))  ,  i  suoi  valori  di-  • 

versi  sono  appunto  di.numero       =  3  (R<»io2)i 

2  •  2  2 

tale  forma  adunque  sarà  oppoituaa  all'  ioteato» 
e  le  radici  delli  trasfomuu  saranno  le  ^ 

«.'/(('',       ('"',  ^■')) ,  x"\ 

'  *  >*  (*•  ">     ))  '  Dovendo  presentemén« 
te  determinare  questa  funzione  (  N.^  227  ) ,  pren« 

do  a  tal  uopo,  siccome  nel  (  N.*  229  )  un*  altra 

funzione  delie  x\x'\  x'" ^  ;c"^,che  disegno  con 

laca* 
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b  etratterisfica  p  t  chiamo  z ,  faccio  in  essa  tuf 

te  le  permutazioni  analoghe  alle  già  fatte  neIJa  firn- 
zione  disegnata  con  la /,  e  queste,  opciando,co» 
me  nel  (  cit.  N.«  229  ) ,  ci  daranno  in  gcnende  j 
valori  delle  funzioni  i.*^  a.",  g.». 

Poiché  pel  (N.'^aa^)  la  s  può  avere  una  for- 
«a  qualunque,  per  maggiore  semplicità  suppon- 
ghiamo,  che  abbia  U  iornià  <p  (x  x"  x'^\  « 

aia  f  (  X'  ){x''\ x'^)  =  ,  ^(^'"^  *"X*V' ì 
=  »  ;  osservando  in  queata  ipotesi  h  natura  del- 
le noftrc  funzioni,  ed  oaservando  inaiarne  quanto 
n  diaae  nel  (N.^aip),  vedesi  non  difficilmente, 
che  potremo  sempre  esprimere  la  nostra  funzione 
per  V  {z  y  z"  ).  In  egual  modo  posto 

4> ( ^ , ^ X'" )  =  / ,  f  ( ;r", x"'Xx' x^)  Jl  \ 
ac  verrà  la  a.»  =  F( #' ,  nr'^  ) ,  e  la  3/  ==  p    ,  ^ 
^  VT  n*^''  Pwsegoendo  r  operazione  secondo  il 

^  —y  >    C  ^  j  ^  ,  converrebbe  pel  (  N:^  105  ) 

IT)  determinare  V  Equazione  ^>  +  S ^*H-T  y  H-  V  =  0 
aciogiicre  quesu,  c  conosciuto  il  valore  delle  sue 
radici ,  determinare  dipendentemente  da  una  di  lo. 
'^V  ff^  ««mpio,  dalla  y'  il  valore  di  una  quan- 
tità  M  coffficiente  di  un' altra  Equazione  Z^»  -A4 
=  0  (  N.«>  230  )  ;  ciò  fatto  ,  converrebbe  dalla 

~J!^  "^n.  determinare  il  valore  delle  quantità 
Z  ,  Z  ,  Z  ,  Z'  9  e  da  queste  dedarre  finalmen« 
te  in  corrispondenza  il  valore  richiesto  delle  radi- 


Ci  x^x  .x  \x'^ 


^  b  2481 
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14È.  Ma  per  essere  4  1*  esponènte  dellt  (P) 

potremo  in  altro  modo  giungere  al  nostro  fine  , 
spezzando  cioè  essa  (  P  )  in  altre  due  Equazioni  di 
secondo  grado.  Supponghiamo  infatti  un'  equazione^ 
di  cui  siano  radici  le  quantità  »  >  >  e  tale  lia  la 
(F)  «*-4-M»-l-N=:o. 

Avendosi  il  coefiGciente  M  =  —  (  as'  )  = 

F(a&' ,  Zr"  ),  non  sarà  questo  ,  che  un  valore  del- 
la ji'  ,  e  però  come  la  y  dipende  da  un'  equa* 
,  ssionedi  terzo  grado  (JF) ,  così  parimenti  da  un' 
equazione  di  terzo  grado  dipenderà  la  determina* 
?rone  di  esso  coefficiente  M  :  conosciuto  cos)  il  va* 
lore  della  M  ,  dipendentemente  da  questo  conot» 
cer  potremo  ii  corrispondente  della  N  (       144  )f 
e  deterorinau  in  ul  modo  V  Equazione  (  F) ,  dal- 
lo scioglimento,  di  essa  ricaveiemo  i  valori  delle 
»9  »\  Ciò  posto  supponghiamo  »'z=(p(x  jx") 
(x"\     )  ==  «  (r',  y '  )  -h  o  (x"  +  x')  =  ^  (x\  x), 
ne  verri  «  '  =    (     ,  at'^)  ,  e  la  determinazione  di 
queste  z,\  z"  è  chiaro,  che  dipenderà  da  un'  E- 
quazione  simile  alla  precedente  (  F) .  Ora  se  sup* 
pongansi  le  x\  x^'  radici  di  un*  Equazione 
x»+/;rH-^=:o,  e  le  x"  y  x'^  radici  di  un'al- 
tra x^       r-hk^o  ;  avendosi  /=  —  (x  -^x'  ) 
-p(x\x"),b=z^(r"^      )  -  ^  (x"  ,  y  "  )  , 
queste  quantità  sono  del  genere  delie  precedenti 
i^'^<|>(*',jr"),»'=(})(jr'%jr'^),  e  determina, 
bili  per  conseguenza  per  un'  equazione  di  secondo 
grado  (  r)  ,  i  cui  coefficienti  dipendono  da  un' 
Equazione  dd  grado  terzo  ^  e  inoltre  >  conosciu* 

te 


V 
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te  queste  /,  J ,  dalla  prima  di  esse  può  sempre 

determinarsi  la  ^  ,  dalla  seconda  la  i  (  N.**i44). 
Dunque  con  la  soia  soluzione  di  un*  Equazioue 
di  secondo ,  di  una  di  terzo  »  e  di  altre  di  primo 
grado  potremo  sempre  determinate  i  coefficienti 
/j  *  >^  >  *  >  e  però  le  Equazioni  jc»  -H/jr-t-^  =:  ©, 
jr»^-**'+*-=o,  onde  i  valori  ricaveremo  del- 

Qiieste  due  Equazioni      -f /r -f-^  =  o  , 
jif*-f-ÌJC-+-*=o  equivalgono  alle  due 

C  ^ 
j^=o  del  (N.^  22o)y  essendo  fsz^^^z^ 

4-^,ei  j  — . 


CAPO  DECIMOTERZO. 
ILifieììiom  intorno  alla  SoImmou  generaU  " 

D,  :  :  "V  ■  '  /  "Ti 

ata  sia  a  risolversi  1*  Equazióne  generale 
jr*"  +  A  AT^-"  4^  B  jr*- * -h ec  =  o 
Dovendosi  al  nositfo  inNìitd  pd  (      tif  )  de» 
terminar  d«  principio- una  Trasformata  di  grado 
inferiore  al  numero  m ,  o  ad  esso  uguale ,  purché 
risolubile  indipendentemente  dalia  data ,  suppon* 

h  h  2  ghia« 
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ghiamo  essere"  questa  la 
(  /  j  y**  ^  s  y'-'  -f-  T y"-^     ec.  =  o  ,  avendosi  n  nume« 

10  non  roaggiore  di  Per  la  determinazione  di 
una  simile  Trasformata  preoda  la  funzione 
/(V)(*')(;r")...  (jr-^),  e  gidtchè  il  suo  valo- 
re ,  generalmente  parlando  dipende  da  un*  Equa* 
zione  del  grado  i  .  2  .  3  . . .  i« ,  che  chiamo  w ,  con* 
verrà,  che  da  prima  io  cerchi  quella  forma  di  es* 
sa  %  per  cui  tutti  i  suoi  it  valori  riescano  tra  iora 
uguali  ad  2. 3. ••(»— i  ad 
i.a;j,.^(«—i)(m-i)  poiché  in  allori 

11  grado  della  Trasformata  diviene  per  V  appunta 

~  i.2.3...(/i  — i)(«-4-i;..«'» 

Supposto  di  aver  ciò.  fatto ,  chiamo  y'  ,y'  ^y" ,  ec«, 

i  risultati  diversi  della  nostra  Unzione  (  N.« 
1^5  )  %  determina  col  loro  mezzo  i  coe£Scienti 
Sy  T,ec.»ed  ho  cosi  la  Trasformata  (I)  9  di  cui 
già  conosco  la  soluzione.. 

Effettuata  questa  pertanto,  e  conosciuti  i  valori 
delle  y ,  i\y"\  ec,  ^^"^ ,  poiché  generalmente 
parlando ,  qui  pure  si  replica  quanto  si  disse  nel 
(N.^  230  )  9, veggo ^  che  in  generale  da  questi  nott 
potr&.  determinare  1  valori  delle  x\  x'\x"^^tCé^ 

i  ma  che  saià  necessario  determinar  prima ,  co* 
me  nel  (cir.**  N 230  ) ,  dipendentemente  da^'  una 
quantità  M  coefficiente  di  un*  Equazione  corris- 
pondente Z* — M  =  Of.  oppure  da  y"  una  quan* 
tità  N  coefficiente  di  un*  Eouazioae  V*  —  N  ^o 
cornspondemè  ad  jr"  ^  e  coA  cu  seguito  •  Ciò  aduQ? 

que 


*4S 

qm  eseguisco  ,  e  scioira  una  di  tali  Equazioni, 
per  esempio ,  la  Z*  —  M  —  o  ,  dagli  p»  valori ,  che 
si  ricavano  VM^fl^V A4  j^*VM,<c.  (  N.**  20 j), 
deduca  finalmente  in  corrispondenza  i  valori  del*  * 
le  retici  y  x'"  »  et.»  jt^*^ ^  e  avremo  cod 
sciolta  la  data  (D)« 

250*  Se  m  fosse  un  numero  composto ,  e  fbs* 
se  m  ^  nfy  sembrando  allora  non  aver  più  luo- 
go r  inconvemente  del  (N."*  230)  odagli  «r  valo- 
ri della  y  pare  >  che  potremo  cercare  immediata^ 
netice  gli  m  della  deducendo  da  f  ì  primi  ^ 
corrispondenti  valori  x  ,  x' ,  ec.  >  Jf^),  da  y"  i 
secondi  jc^^'^,  x^'*'^)^  ecji  e  cosi  in  prò» 
gresso* 

2  s  1%  Osservando  la  soluzione  della  (  P  ) ,  (  N.» 
246  ottenuta  con  lo  spezzamento  dì  essa  nei  due 
fcttori  ;r*H-/4P-h|r=r  o,  ;r*-4-*jr  4-i  =  o  (N.« 
248  )  ,  potren^mo  noi  credere,  che  esista  un*  al- 
tro  metodo,  onde  sciogliere  le  Equazioni  differen- 
te dal  primo  (N.*248  ),  quello  cioè  di  spezzare 
la  (D)  in  due  fattori  -4- iiJf^*-H 
=  o ,  jr»-^  +^ 4f-^*-*  +  ec*  =  o  ,  la 

soluzione  dei  quali ^  essendo  già  cognita»  ci  dia 
il  valor  domandato  delle  x  y  ^  ,  x\  ec.  ;r^'*>'; 
ma  da  quanto  si  è  detto  nel  (  N*^  227),  e  da 
quanto  diremo  nei  seguenti ,  vedremo  che  questo 
suovo  metodo  >  allorché  ha  luogo  »  dipende  tocab 
mente  dal  primo  » 

252.  Per  la  determinazione  di  un'Equazione 
n  Af*  +  b  x^^*  +  cc«     o  I  di  cui  voglioosi 

ladi* 
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radici  le  /  qtianmSt  x  ,  x"  ,  x" ,  ec»  4r^>  raditi 
della  data  (  D  ),  converrà  determinare  i  coefiGciend 
b  y  ec,  j  ciascuno  dei  quali  sia  funzione  della 
forma  f  {x  9  x"  ^  x'" , • . ,  ) .  Ora  la  determi- 
nazione di  una  tale  funzione  sappiamo  dal  (  N.* 
104)9  che  non  può  ottenersi,  se  non  dipenden* 
temente  da  un'  Equazione  del  grado 

O    (.^,4:0 ,  Espresso  dunque 

per  brevità  con  la  lettera  X  questo  numero ,  il  va* 
•forcdel  coeffidente    dipenderà  da  un'  Equazione 
r(  H  )  4^     M  N  a^^"-  -4-  ec.  =  o  :  perchè  poi  gli 

attrt  coefficienti  i^c,ec»  non  sono ,  che  altrettan* 
te-  funzioni  somiglianti  alla  funzione  a  »  saranno 
tutti  pel  (  N.^  144)  determinabili  razionalmente 

dai  corrispondenti  valori  di  questa.  Dunque  la  de* 
terminazione  della  -{-a  xf-^ -4-  ec.  r=  o ,  ossia  lo 
spezzamento  accennato  nel  (  N.^  2^1)  non  può 
effettuarsi  9  se  non  dipendentemente  dalla  soluzione 
di  un*  Equazione  -4-  M  a^^*+  N  41^""*  -f-  ce.  =  o, 
la  quale  dipendendo  affatto  dalla  proposta  (D), 
non  ne  sarà  infine ,  che  una  sua  trasformata . 
2S3.  Se  sia  fznm  —  i ,  ovvero /  =  x  ne  vie- 

ne  \ — Y§  *c  ficaasi  ^  =  jw  — 2,  oppurc/=  2, 

ne  risulta  x=2Ì^nlì.  f=m  —  if  iw— -4, 
ec. ,  ovvcrp  /  =  3  ,  4 ,  ec. ,  ottienesi  coirispon* 

j  ^       m(m  —  1  y  m  —  2  ) 

dcmemcnte  x  =  /  ^  
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X  =  '  il— 2-  ^  e€«  >  ma  a  cagione 

1.2.^  4 

di  /<ff»9  niuno  di  questi  risultati  è  inferiore  ad 
m.  Dunque  generalmente  parlando  »  ignou  essen* 
doct  la  soluattone  della  (  D  ) ,  non  sapremo  neppnr 

risolvere  la  (//)  ,  e  quindi  non  sapremo  neppu* 
re  spezzare  essa  (  D  )  ^  come  ci  siam  proposti  nel 
(N.<»  2$I). 

2)4.  Ho  detto  generalmenfH  parlando ,  poiché 
esister  ponno  benissimo  dei  casi  particolari  y  in  cui 
la  (i/)  possa  abbassarsi  di  grado,  e  per  tal  mo» 

do  risolversi.  Nel  (N.*  248),  ove,  a  cagione  di 
m  =■  4,  ^  =  2,  deve  essere  X  -  2  ,  j  —  6  (  N*  253), 
abbiamo  ritrovato  diper  d  re  il  coefficiente  che 
corrisponde  al  nostro  a (  N.'^'  251  ),da  un*  Equaaio* 
ne  di  secondo  grado ,  cioè  dalla  +  M  »+  N 
e4]  coeflfeienrp  M  abbiam  veduto  dipendere  da  un* 
altra  di  terzo,  equivalendo  poi  evidentemente  amen* 
due  queste  Equazioni  considerate  insieme  ad  una 
di  sesto  grado. 

155.  Qualunque  metodo  adunque  si  osi  per 
lo  scioglimento  della  data  (  D  )  ,  saremo  sempre 
condotti  a  quello  del  (  N  *  249  ).  Ma  è  egli  que- 
sto sempre  possibile  P  Abbiam  vedurq  che  sì ,  ogni* 
qualvolta  non  sia  m^^;  ma  se  m>^^  che  cosa 
allora  succeda  ,ce  Io  diranno  le  riflessioni  seguenti* 

255.  Chiamo  FemnttéMw  ttmplicc  quella  fin 
cui  le  radici  9  che  la  compongono,  devonsi  muo* 
vere  tutte  simultaneainente  dal  loro  luogo.  Sem- 
plici dunque  saldano  le  permutazioni  ^  per  cui  non 

cam« 
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cambiali  valore  le  funzioni  —,  4-      ^  7?*'  ^ 

iig^^x  x'       4-  ^  '  >  restando  la  secon- 

da di  queste  la  medesima  al  ca  ìibiaTiento  simul" 
Uneo  di  in  x  ^  ^  e  di  x  '  in  x  %  e  la  prima  a 
quello  di  x  io  jr'%di  x  in  *%cdi  ;r  ''  in  x  "; 
e  semplice  sark  parimenti  la  permutazione  di 

/(X  )(;.  )(  x"')(y^)(x-)  in  /(x")(x'")(t'^) 
(j^^  )(.>:).  Che  se  la  permutazione  è  tale ,  che  il 
cambiamento  fra  alcune  delle  sue  radici  può  aver 
InofOf  e  simuluneameme  »  e  non  simukaneamea« 
te  al  cambiamento  fu  altre  delle  medesime  prese 
o  disgiuntamente,  o  unitamente  alle  prime ^*  allo* 
ra  alla  permutazione  daremo  il  nome  di  eomf^tté* 
Sarà  quindi  Composta  la  permutazione ,  per  cui 

non  cangiano  di  valore  la  funzione      ^„^,^  , 

C  l'  altra  f{x\x\x"\  x^KxJ)it  tale  sa  A 
pur  anche  la  permutazione  di  fix'  )(x")(jr"'  )(x'^) 
in /(jc")(Ar')(x'^)(Ar  '),  mentre  il  cambiamento 
di  X  in  x"  possa  aver  luogo  separatamente  dall' 
altro  di  x'"  in  x'^  • 

as7*  Due  generi  distingueremo  di  Permuta- 
zionisemplicij  Diremo  del  secando  geiffrfcutìltj  wàr 
le  quali  >  mentre  alcune  delle  radici ,  cne  le  fef* 
mano  >  cambiansi  fra  di  loro,  altre  si  cambiano  fra 
loro  disgiuntamente  dalle  prime:  di  questo  gene* 
re  è  la  permutazione  t  per  cui  resta  la  medesima 
la  precedente  funzione  x"  x'"* 4-  x'"  x"  x'^ • 
Diremo  poi  Permutazioni  del  ^rimo  gmfn  quelle  » 

nelle 
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nelle  quali  non  pcisono  alcune  delle  radici  cam* 
biarsi  fra  loro  separatameate  dalle  altre:  tari  del 

primo  £inere  la  permutazione,  per  cui  rimane  la  stes^ 

sa  la  funzione  -jr+"7'  +  —  (      prec,  ) ,  e  tale 

farà  V  altra  di'" /(/)(^" X^")(;r'^)(x^)  in 
/Cy')(y")(x'^)(;t'X*')- 

258.  Nelle  permutazioni  semplici  del  setonJo 
nere  ,  e  nelle  composte  chiameremo  Femiutuxioni 
€Ofnpncnti  quelle  ,  le  quali  esegui sconsi  separata* 
mente  daite  altre.  Considerando  nelle  due  funzio» 

nt  -^jnr — 1-  — —  f  permutazione ,  per 

cui  esse  non  cambiansi  di  valore  ;  nella  prima  le 
due  componenti  saranno  la  mutazione  di  x'  in  4r'^, 
e  quella  di  x"  in  x'"  ,  nella  seconda  la  reciproca 
fra  le  tre  radici  x"  ^  x  "^  ^  x^^c  T  altra  fra  le  due 
x'  j  x" .  Nelle  Permutazioni  semplici  del  seeonio  g§^ 
nere  è  chiaro,  che  le  componenti  non  possono  ,  che 
essere  semplici  del  primo. 

259.  Le  Permutazioni  composte  distinguonsi 
in  tre  generi.  Il  genere  primo  comprende  quelle, 
nelle  quali  niuna  delle  radici  esistenti  in  una 
qualunque  delie  permutazioni  componenti  può  pas« 
sare  tra  le  radici ,  o  nel  luogo  occupato  dalle  ra- 
dici di  un'  altra  .11  abbraccia  quelle,  nelle 
quali  le  radici  di  una  pernìurazion  componente 
possono  passar  tutte  ad  occupare  il  luogo  già 
prima  occupato  dalle  radici  di  un'  altra  ,  senza 
pecò  »  che  le  radici  della  prima  si  framischino 

i  i  a  quel* 


s 


Digitized  by  Google 


a  quelle  della  seconda  •  Il  tip%o  ilnafaneme  compiende 
le  Permutazioni  »  in  coi  le  radici  di  una  delte  conr- 

ponenti  possono  passare  a  mescolarsi  tra  le  radici 
di  un*  altra  •  Se  vogliasi  la  f{  x){  x"){  x'"  ){x^  ) 
{x'){x")=f(^x"%x"){x  %x')^x'Xx^')  compc 
sta  >  tale  permutazione  sarà  composta  del  primo 
genere  ;  poiché  è  dessa  formata  dalla  semplice  di 
x\  in  jr^di  x"  in  jr  ^di  V"  in  Jf' ,  e  dall' altra  di 
x'^  in  x^'^  e  non  entra  frattanto  nella  prima  di  que* 
ste  alcuna  delle  radici  ,  che  formano  la  permu* 
tazione  seconda  .  La  Funzione  del  (;N.^  245  > 

(  {x\  x'%  (x"\x"'))  resta  la  medesima  per  una  per* 
mutazione  composta  del  mondo  genere^  poiché  aven- 

dosi/((y ,  x\{x%  x"'))^f((  x"\  y^)  ,  (  x\  x"  )), 
le  radici  x'^x"  della  prima  permutazione  compo* 
nente  senza  mescolani  colle  radici  x"\  x"'  della 
seconda,  passano  in  essa  ad  occuparne  il  loro  luo* 
gO.Che  se  si  yogìmf(x)(x%x'")(x''  )(^'')  = 
~f(x)(x'\x^)(x''%x"  )yq[iQstQ  due  funzioni 
si  uguaglieranno  fra  loro  per  una  Permutazione 
composta  del  terzo  generai  imperciocché  nei  secon- 
do risultato  in  luogo  di  x  '  radice  della  prima 
permurazion  componente  collocandosi  la  x"'  radi- 
ce delia  seconda,  e  in  luogo  di  x^  radice  spet- 
tante a  quest'  ultima  permutazione  ponendosi  la 
Af'"  radice  della  prima  ,  noi  abbiamo  mescolate 
insieme  le  radici  delle  due  Permutazioni  compo* 
nenti  • 

tóo.  Nelle  permutazioni  composte  del  /rrWa 
geMfff  le  radici  9  che  passar  deggiono  a  vicenda 

da 
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uM  delle  pennutmoni  componenti  ali*  altra , 
devono  in  -cfaisciina  di  queste  esser  tempre  di  nu* 

mero  uguale.  Imperciocché  se  ciò  non  fosse,  co» 
me  nella  permutazione , per  cui  non  cambia  di  va- 
lóre la  funzione  f{(Xjx')^{x"^x"'jx'));ào- 
vendo  in  allora  risultare /((  jr' ,  Jr"  ),(  x'^yx^)) 
:^fiix\x''),(x\x\x^))  (N.;'^  con  la 
x^  radice  appartenente  alla  permutazione  seconda 
andercbbonsi  a  mescolare  le  x  y  x"  radici  deik 
permutazione  prima  contro  del  (  N.*  prec.)  • 

25i.  Se  la  funzione  y  ^  f{  x  )(x"  Xx'"  ) 
(x'^){  x^)  ...  (x^"^)  è  tale,  che  per  la  sua  forma 
uguaglia  il  risultato  )  che  deriva  da  essa  per  una 
data  permutazione,  se  sia  per  esempio , 

=/ ( jt"  X*  "X^'")(  ^^)(  ^'  )..  •U^"'0;.rinnovai>i 
do  successivamente  la  permutazione  medesima  su 
i  nuovi  risultati  9  che  ne  vengono  ,  finché  ritorni  il 
primo,  tutti  questi , saranno  uguali  fra  loro. 

A  cagione  del  (  N.°  97  )  ciò  si  dimostra  affat- 
to, come  nel  (  N.**  228  ).  Perciò  se  questi  risulta- 
ti fra  loro  uguali  son  di  numero  p;  tutti  i  ir  ri^ 
•ultari  dalla  y  (  N.''  92  )  saranno  fira  loro  uguali 
a  /  a  e  dovrà  per  conseguenza  essere  sr  esat- 
tamente divisibile  per  Chiameremo  questo  nu* 
mero  f  il  grado  di  uguaglianza  della  nostra  fun* 
zione  • 

i6i.Se  nella  data  y=^fix'Kx  ")(,x"'X^'^). 

(  ar^  )(  ar""  )  •  •  •  (     )  eseguiscali  una  permutazioa 

i  i  a  Sem'» 
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femplice  qualsivoglia  del  frim§  genen  9  té^  CSM  me» 
dcsima  si  replichi  quanto  sì  può;  tutti  i  risultiti  « 
che  quindi  si  ottengono ,  tanti  dovranno  essere  di 
numero  »  quante  sono  le  radici  implicate  nella  Per* 
mutazione  • 

Supponghiamo  9  che  nella  nostra 
^  =  /  (  /)(  x"  )(  X-  )(     X  )  ;  .  •  (  ^<;>  ) 

permutinsi  le  cinque  radici  XyX  ^ 
e  fissiamo  V  attenzione  sulla  prima  x' .  Tolta  e©* 
sa  dal  suo  posto,  venga  questo  occupato  da  un^ 
altra  delie  radici  »  per  esempio  ,  dalla  x"  ;  la  x 
non  potrà  passare  al  quinto  posto  »  poiché  se  ciò 
fossetta  permutazione  di  at'  in  sarebbe  disgiun- 
ta  dair  altra  fra  le  x'\x'\x"  contro  la  suppo» 
sizione  (  257);  sia  pertanto  il  quinto  posto 
occupato  da  un'  altra  delle  tre  radici  x"  ,  x  , 
per  esempio  ,  dalla  V  ;  neppure  in  luogo  di 
questa  x"  potrà  collocarsi  la  x  ,  imperciocché  in 
tal  caso  le  x' ,  x"  ,  x"  si  camberebbero  fra  loro 
separatamente  dalie  x"  y  x"  contro  la  Ipotesi.  la 
luogo  adunque  della  x"  entri,  per  esempio ^  la 
x''  ;  invece  della  x^'  dovrà  per  la  stessa  ragione 
entrare  non  già  la  x  ,  ma  la  x" ,  e  la  x'  occu^ 
peA  finalmente  il  posto  di  quest'  ultima  radice 
jr":  ciò  fatto,  ne  verrà  il  risultato 

2.V  (     ^  )(    )(  ^  ^  X    )('")•••(  ^^-0 

Considerando  la  natura  della  nostra  permutazio» 

ne,  dal  primo,  e  secondo  risultato  vedesi  nasce- 
re questo  da  quello  col  trasportarsi  nei  primo  pos* 
to  la  radice  >  che  occupava  il  quinto  ^  coi  pone 

nel 
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nel  quinto  la  radice ,  che  occupava  il  terzo ,  con 
lo  scrivere  nel  terzo  la  radice  de!  sesto,  metten- 
do nel  sesco  la  radice  del  secondo,  e  nel  secon- 
do finalmente  la  radice  del  primo  •  Ora  repiicao* 
do  y  siccome  in  (  III  )  questa  medesima  Operazione 
sul  risultato  secondo,  poscia  sul  terzo»  e  cosi  di  se- 
guito, io  dico,  che  dopo  del  quinto  la  tornerà  im* 
mediatamente  al  suo  primo  posto:  e  di  fatti  per 
la  natura  della  permutazione  essa  vi  tornerà  subì" 
to  dopo»  che  à  occupato  il  posto  quinto:  ma  a 
questo  quinto  posto  non  vi  può  passare  »  se  non 
dal  terzo  »  e  al  terzo  non  può  andare  »  se  non  dal 
sesto,  ed  al  sesto,  se  non  dal  secondo*  Dunque 
essa  X  tornando  al  suo  primo  luogo  solan^entc 
dopo  avere  percorsi  gli  altri  tutti,  vedesi  chiara* 
mente  »  che  vi  tornerà  solo  alla  quinta  permuta* 
zione  »  ossia  dopo  il  quinto  risultato  •  Ma  fissan- 
do r  attenzione  sulle  altre  radici  x"  , ,  x^ ,  x"' 
trovasi  in  egual  modo  che  la  x*'  torna  essa  pure 
al  secondo  luogo  nel  tempo  stesso ,  che  la  ^  tor- 
na nel  primo,  e  così  la  x"  nel  terzo,  la  nel 
quinto,  e  la  x""  nel  sesto  •  Dunque  alla  quinta 
pecmutazione  tornandosi  ad  ottenere  il  risultato 
primo ,  ne  viené ,  che  i  successhri  risultati  richiesti 
dovranno  essere  in  punto  cinque  ,  ossia  tanti,  quan» 
te  sono  le  radici  impiegate  nella  permutazione  : 
ciò  vedesi  in  (iii).  Ora  questo  discorso  medesi- 
mo ha  luogo  egualmente,  qualunque  siasi  la  sem« 
plice  permutazione  supposta ,  e  qualunque  il  nu- 
mero delle  radici  impiegatevi  •  Dunque  si  verifi* 

cherà 
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cherà  aempre  »  che  co 

!.•/(  Ar'){;r')(Ar"  ....(*<•>) 

*"  )(        a:'-  )(;«•')....  ( x<->  ) 

4.V*"X     X*'  )( *")(*"  )(*')....  ) 

j.»/  (  x"  X     X*'  )(        x'){x- ),...{ ;r<-)  ) 

2<5^.  Da  questo  teorema  ncavasi  :  iP  che 
una  delle  radici  implicate  nella  permuuzione  pre- 
cedente occupando  un  dato  luogo  in  uno  dei  ri« 
suluti  {III)  ,  non  potrà  giammai  occupare  il. 
luogo  istesso  in  un'altro  qualunque  dei  medesimi. 
La  radice  per  esempio  x'  trovasi  nel  quinto  luo- 
go del  risultato  primo;  ma  in  nessuno  degli  altri  ri^» 
sul  tati  può  il  quinto  luogo  venire  occupato  daila 
stessa  , 

2.^  Se  vogliamo,  che  la  nostra  y  (  N,^  prec.  )  si 
conservi  dello  stesso  valore  per  una  permutazione 

semplice  qualsivoglia  del  ^riwo  genere  tutti  gli  i,  2. 

3  m  —  ^  valori  di  essa  saranno  uguali  fra  loro 

a  tanti  atantii  quante  sono  le  radici  ,  che  impiegansi 
nella  permutazione  supposta;  così  che  se  queste 
radici  son  di  numero  f ,  il  numero  dei  vabri  diit 

ferenti  della  j  sarà  ^  ^=y-*Sesiaiiit=|, 
ì  primi  risultati  tra  loro  uguali  saranno  1  tre 
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e  i  valori  differenti  della  y  sarano  in  numero  di 
1.2.^.4.5  _  120  

j.*  I  ir  valori  della  y  per  una  permutazione  sem* 
plke  del  frimù  genere  non  potranno  al  più  ,  che 

essere  uguali  fra  loro  ad  m  ad  w ,  e  ciò  quando 
nella  permutazione  tutte  si  muovono  dal  loro  luo« 
go  la  radici  •  Nel  caso  di  1»  =  { ,  il  maggior 
numero  di  risultati  uguali  fra  loro  ad  una  peroni* 
fazione  semplice  non  potrà  essere ,  che  di  cinque» 
e  ciò  mentre  si  cangino  fra  loro  tutte  le 

t*^f(x")(x"'  )(x'')(xn(  x  ) 

"'3-V(^"'X^")(^^  Xx'  )(x") 
4.-fix^)ix-)ix'  )ix'  Xx") 

5^^f(x^)(x')ix")(x"')(x'^) 
4.**  Se  una  permutazione  ci  dà  i  n  valori  della 
y  tra  loro  uguali  a  pàp,  essendo     >  f^^tale  per- 
mutazione non  potrà  essere  ^  che  composu  > o  sem* 
plice  del  teeondo  genere. 

264.  Determinare  il  grado  /  di  uguaglianza 
nella  y ,  mentre  essa  conservisi  la  medesima  pei 
una  permutazione  semplice  del  secondo  genere . 

Supponghiamo  primieramente  9  che  come  nella 
ipotesi  di 

/(*')(*"  )(  X  X  )(  X  X  ) 
/(    X  *'  X  *"  X    )(    X     X     X *  '  ) 


U  nostra  permuMzione  sia  fermata  di  due  'to- 

le  componenti  (  N."  158  ),  la  prima  di  quattro ,  e 

la  seconda  di  sci  radici  •  Replicando  su  '1  risul- 
tato secondo  ,  poscia  su  'I  terzo  ,  e  co<:ì  di  se. 
guito  «  r  operazione  medesima  ,  ne  veiianno  i  ri* 
sultati 

/(X'  )(*")(*"')(*"X )(*"')(*"") 

l/fix'"  )(*'  )( X  )( X  X  -  )C*  "  )( )( 

(x')( 

(*'X*")  ' 

4.<>/U"x^"'K  A-"X  x'  )ix^  "Kx"  X  X'  X^') 

$.» /(*'X»"X''"X'"X«"'X*"X  *'X*") 

<S.» /  ix"  )(     )(  x"  X     X     X  *'  X  *  '  X  ) 
(x"')ix') 

I  7-V "  )C      ^'  X*" X  *'  )( ^" Kx" X ) 
(*"X*M 

8../ )(  x'"  )( x" X *'  X )(     X  )( 
(x'Xx") 

9'' /(*'  X  *"  X  Jf'"  X    )(    X     X    X  *") 

(  )(  *"  ) 

IO.»/         )(    )(    Kx )C        X  ) 
(*'X*") 
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V  (      K^"  X    )(  V  X  V*  )( ;r*  )(       x'^'  > 

n.V(^"  X     X  ^'^  )(    X    X    )C     X  ^^'^  ) 

tutti  uguali  fra  loro ,  e  questi  dovranno  essere  tan« 
ti  di  numero 9  quanti  se  ne  ottengono,  finché  ri* 
torna  il  primo,  ossia  finché  le  radici  delle  due  com« 
ponenti  tornano  tutte  insieme  alla  prima  lor  po« 

sizione  :  ora  Je  radici  della  prima  componente  pei 
(N.^  258,  i6i  )  vi  ricornano  ad  ogni  quattro  ri* 
suluti,  e  quelle  della  seconda  vi  ritornano  ad  o« 
gni  sei;  dunque  sì  le  une, che  le  altre  di  lalira* 
dici  non  potranno  tutte  insieme  ricuperare  la  po- 
sizione loro  primiera  ,  che  dopo  un  numero  di  ri* 
solfati  multiplo  del  4,  e  multiplo  del  6;  ma  il 
numero  minore,  che  gode  di  questa  proprietà  si 
é  il  12  come  é  facile  a  vedersi  »  a  cagione  di 
4—  1*1  f  di  6=  !•  del  a  massimo  comun 
divisore  fra  questi  due  numeri  496*  Dunque  do* 
dici  saranno  i  risultati  (r),e  12  il  grado  lichie* 
sto  di  uguaglianza^ 

Se  siano  i  le  radici  »  che  impiegansi  nella  prima 
permutazione  componente,  c  quelle  della  secon« 
da ,  e  se  sia  ^  ngy  €^nb ,  essendo  n  il  loro 
massimo  comun  divisore  ;  nel  modo  medesimo  tro* 
veremo  dover  essere  f  multiplo  tanto  del  nume- 
ro    ,  come  dell'  altro  c  ,  ed  essere  perciò  f-==Lngb* 

Se  la  nostra  permutazione  contenga  tre ,  quat« 
tcoy  ce*  permutazioni  componenti  »  e  se  h^$fdf 

k  k  ec« 
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ce»  ci  esprimono  ì  numeri  delle  rispettive  radi* 

ci  ;  supposto  »  li  loro  massimo  divisor  comu- 
ne ,  e  supposto  h  ^  ngy  c  —  nh^d^nìy  ec. , 

vedremo  egualmente  dover  essere  p  —  ngh  'f  

20^.  Determinare  il  grado  di  uguaglianza  , 
allorché  la  /  conserva  il  proprio  valore  per  una 
permutazione  cpmposta  del  jfrimù  genere. 

Sian<>  àùe  le  permutazioni  componenti  »  sia  G 
il  numero  dei  risultati ,  che  ottcngonsi  dalla  y 
mediante  la  prima  di  queste  considerata  da  se  so^ 
la,  e  siano  H  i  risuluti,  che  nella  stessa  guisa 
ricavansi  dalla  jr  col  mezzo  della  seconda  «Poiché 
pel  (  N**  259)  le  nostre  permutazioni  competenti 
sono  in  tutto ,  e  per  tutto  indipendenti  fra  loro» 
trovati  tutu  i  G  risultati ,  che  nascono  dalla  prima 
di  esse  ,  è  chiaro  ,  che  sù  ciascuno  dei  medesimi  po- 
trò eseguire  la  permutazione  seconda ,  ma  per  ta- 
le openoione  da  ciascuno  dei  G  valori  se  ne  ot* 
tiene  un  numero  H;  dunque  sarà  OH  il  nume- 
ro totale  di  questi  risulati  »  e  per  conseguènza 
sarà  /  =  GH. 

Se  sia  =  5  ,e  per  una  permutazione  compos- 
ta del  jpnmo  genere  vogliasi /(jr'  )(^"  )(^  )('^'^  )(-^  ) 

^  =/J^^"X^'X^''X^  '  X^  'ì^^nde  si  abbia  G  =  a, 

120 

H  =  3, sarà  fzzx.j:=z6,t  Perciò == 

Nella  ipotesi ,  che  tre  ,  quattro ,  ec»  siano  te 

permutazioni  componenti,  e  che  I,  K,  ec.  ci  es» 
primano  corrispondentemente  i  risultati ,  che  nas« 
cono  dalia  y  per  la  terza  >  la  quarta ,  ec.  dì  queste , 

nella 
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nella  m«ttiera  medesima  troveremo  dóver  estere  m 
corrispondenza  /  ^GHI,  ^  =  GHIK,  ec» 

166.  Chiamato  f  il  numero  totale  delle  radi- 
ci )  che  impiegansi  in  una  data  permutazionfe ,  per 
cui  la  ^  non  cambia  di  valore  ^  se  questo  ^  sia 
sumero  primo» la  permutazione  supposta  non  po- 
trà giammai  essere  semplice  del  genen  Mondo  • 

Se  ciò  si  nega, sia  la  permotazion ,  che sf vuole 
semplice  del  secondo  genere  ,  formata  di  due  sole 
componenti,  la  prima  di  un  numero  h  di  radici, 
e  la.  seconda  di  un  numero  €  , cosicché  ^  +  jr, 
A  oagione  dì  f  numero  primo»  e  devono  es* 
sere  due  numeri  ptimi  fra  loro:  m*  il  grado  di 
uguaglianza  f  (  N.®  t6t  )  deve  esser  multiplo  di 
amendue  questi  numeri  (  N.®  2^4  )  ;  dunque  dovrà 
essere  p  =  bc.  Nel  modo  istesso ,  se  tre  »  quattro^ 
ep  sono  le  permutazioni  componenti  »  e  se  £  »  r , 
d;  i^Cyd^o;  ec  sono  rispettivamente  i  numeri 
esprimenti  le  loro  radici ,  troveremo  dover  essere 
f:=zùcily  f^hcde^  ec. Mà  se  /  à  questi  va- 
lori ,  è  facile  a  vedersi  dal  (  N.'  26^  ) ,  che  la  per- 
mutazione è  composta  del  frifnogtmro.  Dunque  ec« 
257.  Da  ciò  segue  evidentemente,  che 9  se 
una  funzione  y=f(x' )(  x"  )( x'" )( x  ^ )(  x^  )  è  di 
tal  forma  ,  che  abbiasi  f(x'Xx"Xx"')(x"'X^'') 
■=f(^  K  x'  X  )(  )(  )  ,  ciò  non  potrà  suc- 
cedere 9  che  per  una  permutazione  composta  del  /r/« 
mo  genere  , e  quindi  sarà  ancora  f{x'){ x"  Yx") 

(    X      =/(  X  X X'  Xx"'  X )C . 

x6i%  Lasciando  nella  j>recedente  funzione  y 
k  k  2  la 


i6o 

la  jr*  sempre  a  suo  luogo  »  fiu:damo  tutte  le  pos«^ 
sibili  permutazioni  fra  le  altre  j  —  i  =  4  »  * 
scriviamo  nella  tavola  (VI)  (*),  in  una  prima  colon* 
na  veccicale,  tutti  ì  risulrari  ,  che  ne  derivano.  In 
seguito  portiamo  in  ciascuno  di  questi  risultati  del- 
la prima  colonna  la  prima  cifra  nell'  ultimo  luo- 
go,  fitcendo  retrocedere  tutte  le  altre  come  si  rro- 
vano:  replichiamo  questa  operazione,  quanto  è 
possibile ,  e  scriviamo  tutti  t  valori ,  che  ne  nas- 
cono in  tante  colonne  verticali.  Ciò  fiitto  ossei-' 
vOjChc  la  prima  colonna  è  composta  di  i.  2.^.4 
24  risultati  diversi  fra  loro,  osservo  inoltre, 
che  da  questi  si  anno  i  .2  .3  .4=  24  fila  orizzon- 
tali, in  ciascuna  delie  quali  i  valori  vengon  pro- 
dotti per  una  permutazion  semplice  del  ginercfrimo 
fra  tutte  le  5  radici .  Dunque  in.  ciascuna  fila  tro- 
vandosi 5  risultati  diversi  (  N.®  lói  ),  la  somma  to- 
tale dei  risultati  (  VI  )  sarà  1.2.3.4.5  =  24.5  = 
120  ,  e  questi  per  conseguenza  saranno  i  valori  tut- 
ti,  che  ottengonsi  dalla  jr ,  nel  £ini  sù  di  essa  tut- 
te le  possibili  permutazioni  ^  come  nelU  Tav*  (  ; 

t6g*  Supposte  «,  ^,  y ,  *,  ijf  ce.  le  radici 
della  data  (  D  ) ,  abbiasi  di  esse  una  funnone  »  la 
quale  non  cambi  di  valore  per  una  qualunque  per* 
mutazione  semplice  à€Ìprif?2o  geniere  ^  per  quella  ,  a 
cagione  di  esempio,  fra  le  prime  cinque  radici  di 
M  in  y  y  óì  y  in  yj y  di  VI  in  di  i  in  ^,  e  di 
jS  in  Poiché  le  lettere  x* ,  jp",  x'"  ,  ^f'^ ,  ,  ec., 
di  cui  ci  serviamo  a  rappresentar  le  radici  »  sono 

per 

I*)  Ycdi  h  Tavola  posta  ad  fips  di  qutsto  Capitolo  * 
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per  se  indifferenti  a  rappresentarne  piuttosto  alcu- 
ne, che  altre;  espressa  con  la  at^  una  qualunque 
delle  ^  9  7  >  ^  T'/  9  P^r  esempio  la  ^ ,  denominia* 
mo  x'  quella  9  che  nella  permutazione  va  ad  oc* 
ciipm  il  luoeo  della  ^ ,  doè  la  a  ;  esprimiaino  con 
ar"  quella,  eoe  va  a  porri  invece  della  cioè  la 
y;  chiamiamo  x"  V  altra,  che  và  al  luogo  della 
y,  cioè  la  Ky  e  finalmente  chiamiamo  .r""  quella  , 
che  portasi  ai  luogo  delia  >?,  cioè  la  ^«Ciò  £at« 
te ,  nello  fcrivere  giusta  il  (  N.^  a  )  ima  funzione 
qualunque  delle  x' ,  x"y  x'" ,  ce. ,  essendo  eviden- 
temente indiflfereme  lo  scrivere  prima  una  delle 
radici,  che  un*  altra,  potremo  esprimere  la  fun- 
zione data  fra  le      ^,       ec»  con  la 

/(J^')(J^"X^"  X^^X^M  ..,  e  ciò  eseguito  la 
permutsusione  supposta  ci  darà 
ni)  f<ix'Xx")(x*'^Xx''y{x^)....z=:  . 
f(x*Xx"'){x'\x'')(x).... 
Dunque  se  una  funzione  delle  radici  della  data  è 
tale ,  che  non  cambi  di  valore  ad  una  permutazio* 
ne  semplice  del/r/iiM^fjy#iv  fra  cinque  delle  radi- 
ci i  tale  funzione  ^  e  tale  permutazione  ^  qualunque 
siansi ,  potranno  venir  sempre  espresse  dalla  (  VII). 
Se  il  numero  delle  radici ,  che  impiegansi  nella 
permutazione ,  è  diverso  dalie  cinque ,  vedremo  in 
cguai  modo ,  che  la  funzione  »  e  U  permuuzione 
corrispondente  possonsi  sempre  rappresentare  con 
espressione  simile  alla  precedente  •  - 

270.  Restando  i     =  120  valori  della 
/U'X^"X^"'X^'^X^^)  fta  loro  uguali  a  p  a 

f  per 


lól 

j  per  Qna  permatazione  composta  del  secondo giuert 
(  N."»  259  ), determinate  il  valore  del  numero  /• 
Essendo  cinque  soltanto  le  radici  della  funzio- 
ne supposta i  dal  (  160  )  è  chiaro,  che  nella 
permutazione  composta  del  secondo  genere  ciascuna 
delle  componenti  non  potrà, che  contenere  due  so- 
le radici  •  Dunque  la  nostra  y  non  cambiando  va- 
lore per  una  simile  permutazione»  applicato  qui 
pure  il  raziocinio  del  (  N."*  prec.  )  »  potrà  tempre 
ridursi  alla  forma  f{(x\x  )y  (x'"  or'^)  )  (x^) 
(  N.®  3  ) ,  e  quindi  9  per  questa  avremo  i  •  2  •  2  • 
=  8. 

Che  se  oltre  la  forma  precedente  si  volesse  »  che 
la  nostra  y  fosse  tale ,  che  potesse  acquisure  an« 

che  V  altra/C^-  Ar-)):alIo. 
ra  avendosi  nella  Tavola  (VI)  il  risultato  i.®  =51 
ne  verrebbe  per  la  forma  supposta  a  principio  es« 

f{{x\x"')y{x^  ,x"))(x"),t  però  la  y  non 
resterebbe  più  la  medesima  per  una  permutazione 
composta  del  genere  secondo  f  ma  per  una  del  tersbù 
(  N.^  a  59  ) ,  il  che  è  contro  la  supposizione  •  Dunque 
nella  nostra  ipotesi  non  può  la  che  avere  il 
Valore  8. 

271.  Determinare  il  numero  f  allora  quan* 
do  1  120  valori  della  nostra  y  rimangono  fra  lo- 
ro uguali  ^er  una  permutazione  terzo  genere 
composta ,  in  cui  la  phnu  delle  componenti  sia 
semplice  ^e  comprenda  tutte  insieme  le  cinque  tar- 
dici deUa  funzione  •  Qua* 
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Qualunque  siasi  la  seconda  permutazione  coni* 
ponente,  espressa  la  prima  pel  (  N.°  269)  con  V 
equazione  (  VII  ) ,  tutti  i  cinque  risultati  della 
prima  fila  nella  (  Tav/  VI  )  riduconsi  per  està  al 
solo  N.^«5i  )f  tutti  i  risultati  della  fila  se- 
conda riduconsi  al  solo  2°  ,  e  così  di  seguito  ; 
dunque  per  questa  prima  permutazione  i  valori 
tutti  della  y  si  ridurranno  infine  a  quei  soli  della 
prima  colonna  verticale  ^  i  quali  non  sono ,  che 
di  numeio  1.1.3.4  =24  (  N."^  268  ),  e  nei  quali 
tutti  la  trovasi  immobile  nell'  ultimo  luogo  • 
Passando  in  seguito  a  considerare  la  permutazio- 
ne seconda;  supponghiamo  primieramente ,  che 
questa  pure  sia  semplice  »  e  poiché  essa  può  aver 
luogo  fra  due ,  o  tre ,  o  quattro ,  o  tutte  le  cin- 
que radici  della  y  ,  supponghiamo 

i^^Che  abbia  luogo  fra  due ,  e  queste  saran- 
no le  x'  -^x",  onde  il  i.°trai  valori  (  T/)  di ven* 
/C  at',  X  X  x'  X  )(  ) .  Pel  (  N.o  97  )  il  ri- 
sultato diventerà  /(  jr",  x'"  )(  x''  )(  X  ^'  )l 
ma  questo  risultato  25.*  a  cagione  della  prima  per- 
nitttazion  componente  non  solo  è  uguale  ,  ma 
«  identico,  ed  uno  stesso  col  risultato  i.**.  Dun- 
que se  il  2 5.^ non  cambia  di  valore  ,  come  non 
lo  cambia  di  fatti ,  alla  permutazione  di  in  x"\ 
non  lo  cambieià  neppure  alla  permutazione  me- 
desima il  I.*,  e  per  conseguenza  esso  i.**  restando 
«  medesimo  non  solo  pel  cambiamento  di  x  in  x'\ 
ma  per  quello  eziandio  di  x"  in  x'"  ,  acquisterà 
i*  forma x\x  \  x")(  x''  )(    )•  W  Multato  !$.• 

dive- 


1 


divenendo  peicify  fix\x'*\  jr'^  Xx  \  resterà 
il  mederimo  alla  permutauone  reciproca  fra  le 
x'\  x"\x^  •  Dunque  per  la  ragione  ora  addotta  do- 
vendo alla  permutazione  istessa  fra  le  steste  tre  ra- 
dici x\  x"\  rimanere  li  medesimo  anche  il  risul- 
tato primo,  esso  diventerà /(  x\  x"y  x"\ )(  at^  ). 
Ora  proseguendo  Io  stesso  raziocinio  »  si  trova , 
che  in  fine  il  risultato  i.°  ,  ossia  la  ji  aver  deve  la 
formai  /  (  x\x[j x"\  x' , )  •  Dunque  in  questo 
primo  caso  avremo  ^  =:  !•  2.  j.  4. 5  =  no •  . 

1.^  Supponghiamo,  che  la  permutazione  secon- 
da riguardi  altre  due  radici  diverse  dalle  precedeo- 

X9X  9^tt  esempio,  le  due  x\x"\  oppure  le 
x'^x*  s  onde  si  abbia  il  risultato  i.*"  =  6.** ,  ovve- 
ro esso  ^^S*"^  ^^1  primo  di  questi  casi  avendosi 
per  la  permutazione  prima  il  risultato  r=i  jo.®  ; 
sarà  ancora  il  i  =^  o.**;  ma  se  ciò  succede,  ne  viene 
pel  (  N.°  lóó  )  il  i.°  =  2.®  ;  dunque  la  y  acquisterà 
la  forma  /(  x',  x"  )(  x"  ){x''  Xx^).  Nel  secondo 
poi  dei  supposti  casi,  se  il  risultato  primo  non  cambia 

valore  al  cj^mbiamento  reciproco  delle  radici  «che  • 
occupano  il  secondo,  e  il  quinto  luogo»  non  Io 
cambierià  neppure  il  25.*  alla  mutazione  reci> 

proca  delle  radici  x\  x"  (  N,**  97)  ^  ma  il  2  5  > 
dunque  al  cambiamento  medesimo  di  x  in  x"  , 
esso  I  *  non  cambierà  neppur  di  valore,  e  quin- 
di avendosi  il  —  6.°  ,  questo  si  ridurrà  al  caso 
precedente,  e  però  la  y  acquistando  ancor  quivi 
fa  forma  /(;r>")(x  "  X^^'  X^r^  )  sempre  ci  d*- 
ri  /  ^  I  •  2  •  3  . 4 .  j  =  120  (prec  i.*  )•  Lo  atea* 

so 
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so  sempre  si  ritrova,  se  le  due  radici  a  permucac- 
si  sono  diverse  dalle  cQfisideraie  finora  • 
.      Su9ceda4a^^onda  peiniutazioae  componen* 
te  fr^  tre  radici ,  cioè  fr4  le  tre  x  ix\x:'\co8Ì 

<QÌ)e  ài  abbia  il  risultato 

In  'èonseguenza  di  ciò  il  risultato  1 5 rimarrà  io 
stesso  alla  permutazione  semplice  fra  le  x"  ^  x'"  ^ 
x" i'tnB,  cjùc^td  i^*^  per  la  prima,  é'i^  monda 
permutazioft  compoDeiite  è  identiVò ,  ed  uno  col 
col  j.**,''c'fol  4'.*:  dunque  eseguendo  fra  le 
stesse  x"  y  x'"  y  x'^  la  permutazione  medesin^a  ne* 
gli  accennati  i.®,  ^.*»,e  4,*  risultali,  nessuno  di 
essi  per  questa  cambierà  di  valore^  Ora  per  tale 
proprietà  risultato  3*^  non  cangia  valore  alla 
permutazione  semplice  tra  le  radici,  che  occupa» 
no  il  primo,  il  secondo,  e  il  quarto  postole  ^1 
risultato  4*  non  lo  cangia  alla  permutazione  is» 
tessa  fra  le  radici, che  sono  nei  posti  primo, ter- 
20 ,  '  e  quarto  ;  Dunque  pel  (  N.^  98  )  aiiche  ti  rì« 
sultato  i*^  resterà  il  medesimo  alla  permutazione 
semplice  delle  tre  radici,  che  occupano  i  posti 
primo,  secondo,  e  quarto,  e  per  quella  delle  ra« 
dici ,  che  occupano  i  posti  primo ,  terzo  ,  e  quar« 
io;  ma  tal  risultato  i.^  ,per  quanto  abbiam  detto» 
Itsta  anche  il  medesimo  per  la  permutazione  sem* 
plice  delle  radici,  che  esistono  nei  luoghi  primo, 
secondo I  e  terzo,  e  per  V  altra  delle  radici  esis- 

1  1  tenti 
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teoti  nei  lao^hi  secondo  ^  ferzo  i  e  quuto.  Dun* 
que  se  nel  risultato  i.^  trovtiuno  tutte  le  combi* 

nazioni  a  tre  a  tre  delle  x  ,  x* ,  x" ,  x'^ ,  e  se 
sopra  ciascuna  di  queste  combinazioni  pratichiamo 
la  nostra  permutazione  semplice  »  sempre  esso  i*^ 
conserverà  il  suo  valore»  Ma  queste  combinazio* 

ni  sono  in  numero      '  ■    4 1  e  corrispondente* 

2  •  5 

mente  a  ciascuna  di  esse  praticando^  e  replican- 
do 9  quanto  è  possibile ,  la  supposta  permutazione 
semplice  »  ottengonsi  dodici  risultati  »  nei  quali  cu^ 
ti  la  x^  occupa  1*  ultimo  luogo  •  Dunque  per  ta- 

le  permutazione  i  24  valori  della  prima  colonna 
dovranno  essere  fra  loro  uguali  a  12  a  12 ,  aven* 
dosi  cosi  il 

criilj  r.^  =  j.*  -  4.*  =  17.^  =  tu^  =  19.*  =:ii**  =10." 
==i4.o=8^*  r  a4.*  =  22.*  ed  il  a.*  = 
=  2}.»=i5.*=  ij  •  =  9.*  =  7.«  =:  2o.*=  li** 

:::::  18.0  =  ,  e  per  Conseguenza  a  cagione  del- 
la permucazion  prima  in  questo  terao  caso  avre« 

niO         I2.J  =tfo» 

4*^  Siano  pur  anche  tre  le  radici  delk  permn^ 
fazione  seconda ,  e  siano  queste ,  per  esempio ,  le 
^'  5  x"  ,  x"  onde  divenga  il  risultato  i.^  =  19.® 
=  12.''.  Effettuando  questa  permutazione  sù  quel* 
la  fra  i  cinque  risultati  della  prima  fila .9  nel  qua* 
le  la  x''  resu  esclusa  dalla  permutazione  medest* 
ma^cioè  nel  nostrocaso»  sù  *ì  7^.'^;  vedesitcht 
questo  7^.°  non  cambieiì  di  valore  al  cambiamene 
to  fra  le  radici  x"*  ^x^x\  Dunque  alla  mutazio* 


d  by  Google 


2^7 

ne  medesima  fra  le  stesse  x^^  x\  x  '  ^  non  can* 
giindo  neppur  di  iralore  i  precedenti  tre  risultaci 
19.®  5  potrò  sù  di  essi  replicare  il  ra- 

ziociofo  medesimo  del  (  prec*  j*"^  )  i  e  però  anco* 
Ki  in  questa  supposizione  ricaveremo  /  ==  5o  •  Che 
le  x*' ,  jr'^»  JT^  son  le  radici  date  a  permotarsi'; 
il  risultato  97.°  restando  perdò  il  medesfhio  al 
cambiamento  fra  le  x\  x'"  ^  x'^^tak  rimarrà  an^ 
Cora  il  risultato  i.**,  mentre  in  esso  s?  cambino 
fra  loro  le  stesse  y^;r'",x'^; dunque  questo  ca^ 
so  A  ridurrà  al  precedente»  e  per  conseguenza  qui 
pure  otterremo  f^6o.  Lo  stesso  trovasi  in  egual 
modo  in  tutti  gli  altri, in  cui  tre  siano  le  radici, 
che  impiegansi  nella  permutazione  seconda. 

5.'  Siano  quattro  le  radici  della  seconda  permu- 
uzion  componente  9  ed  essendo  questa  seipplice 
del  sHénJù  gf»ere%  vogliasi  il  risultato* 

/  (  ^'  )(  ^'  )(  Jr'"  )(  jr*^  )(    )  = 

Per  questa  seconda  permutazion  componente 
dovrà  il  25.^  restare  il  medesimo  alla  mutazion 
simultanea  di  in  x'',edi  je"  In  (  N.*»  ri); 
dunque  a  cagione  del  25.^  identico  col  i»*,  per 
quanto  abbiam  detto  precedentemente,  dovrìk  es« 
sere  questo  5 ,  e  però  —  3.''  ?  poiché  per 

la  prima  permutazion  componente  il  51.*=  3.®. 
Ora  il  3.^  nasce  dal  i.^  per  la  permutazione  sem* 
plice  fra  le  sole  tre  radici  x' »  x'*  »  x" ,  dunque 
questo  caso  racchiude  quello  del  precedente  caso 
2.^  •  Ma  questo  preccdencc  z»""  dandoci ,  come  si 

1  1  i  vede 


25S 


vede  111  (V7n)\  fi  mrieato  i.«=  8.^  racchttidt 

il  terzo  caso  ora  supposto.  Dunque  i  nostri  due 
casi  2.**,  e  g.**  sono  identici  fra  di  lorOjC  quin* 
di  anche  in  quest*  ulrimo  si  verificheranno  le  ugua- 
glianze (  VII!  ) ,  c  sarà  fz=z6o.  * 

6*^  Se  la  precedente  permutazione  seconda  (  Cà« 
sb  5i^)  sia  tale  9  <ffae  abbiasi  \\  cisultato 
troveremo  in  egual  modo  dover  essere  ^tstfo  :  ma 
se  per  es;a  divenga  il  risultato  1.^  =  24.**;  allora 
replicando  i  soliti  raziocinii ,  sopra  qualunque  dei 
risultati  della  prima  fila  si  applichi  questa  permu« 
razione  supposta ,  e  qualunque  nuova  permutazio* 
ne  venga  perciò  a  generarsi  nel  risultato  i.^,  da 
esso  non  si  producono  mai  altri  risultati,  chef  que« 
gli  esistenti  neli*  ultima  fila .  Dunque  i  risultati  in 
questo  caso  uguali  al  primo  essendo  quei  soli  delle 
fila  prima  ,  ed  ultima,  vedesi ,  che  avremo /=r  io» 

Che  se  poi  in  questa  permutazione  seconda  in* 
vece  di  una  fila  delle  prime  quattro  ladidy  per 
esèmpio ,  invece  della  x  -  entra  la  ;  effettiXando 
allora,  come  nel  (caso  4.**)  tale  permutazióne  sù 
quello  dei  cinque  risultati  della  prima  fila  ,  nel 
quale  la  resta  esclusa  dalla  permutazione  me- 
desima 9  nel  nostro  caso  sopra  del  97.^  j  vedo ,  che 
in  esso  tal  cangiamento  viene  a  prodarsi  fra  le 
X  f'-x' x"^  x^ .  Dunque  a  cagione  di  questo 
97.''  =  s*^,  dovendo  pel  cangiamento  ist^so  fra 
le  stesse  radici  x' ,  x" ,  x'"  ,  at'*  rimanere  il  me- 
desimo anche  il  risultato  1.®, vedesi,  che  la  per- 
mutazione supposta  fra  le  quattro  radici  j  compre- 
savi 
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savi  la  x""  5  si  riduce  infine  ad  un'  altra  fra  quat- 
tro radici  5  nella  quale  la  x''  resta  esclusa  ,  e  pe- 
fò|  che  tutti  questi  ultimi  così  riducendosi  sem- 
pre ai  precedenti  (5-^9  t  6.^}  sempre  ci  daran* 
no  /  =  60 ,  oppure  /  r=:  10  • 

7.**  Rimanendo  quattro  le  radici  della  seconda 
permutazione  componente  sia  questa  una  semplice 
del  genere  primo ,  e  sìa  perciò  il  risultato 

^.V(^"X^')(^"X^"'X^^). 

poiché  in  conseguenza  della  supposizione  fatta  cs» 
ler  deve  il  i.""  =  8.°  »  e  poiché  quesu  uguaglian* 
^.quella  si  è»  che  abbiamo  sopposta  nei  (  prec. 
Caso  5.^  );  ne  segue  evidentemente  9  che  dovrà 
essere  ancora  il  nostro  risultato  =  .  Ora  ta- 
le uguaglianza  del  i.^al  unita  ali'  altra  del  i.® 
al  25.°  pel  (  prec.  Caso  3.**  )  ci  dà,  che  la  nostra 
funzione  deve  eziandio  restar  la  medesima  alla  per* 
mvitazipne  semplice  delle  tre  radici  9  che  occupano 
i  luoghi  secondo,  terzo,  e  quarto.  Dunqàe  do* 
vrà  essere  ancora  il  risultato  7.**  =  20.**  =  2.**  ;  ma 
il  7.**=ri.®;  dunque  sarà  esso  i.**=2.°5e  però 
la  acquistando  ia  forma  fix\  x"  )(x"'  )(x"'){x'')^ 
4ivejrrà  taicsqual  fu  la  suppostane!  (  Caso 
ma  in  questo  caso  trovammo  »  che  essa  y  finalmen*' 
te  aver  deve  la  forma /(x',  jr"  ,  jf  " ,  x'^^  x^); 
dunque  tale  funzione  avrà  la  forma  medesima  an- 
che 
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che  in  queste'  quarto  ctso»  e  qui  pure  per  eoa* 
seguensa  avremo  /  =  i.2.3.4.5=:i2o* 

8.**  Per  la  permutazion  precedente  (  Caso  7.*) 

possonsi  dare  ancora  du^  casi  diversi  dall'  accen* 
rato  5  nei  quali  entrano  le  sole  prime  quattro  ra* 
dici,  e  tali  sono  quelle  del  i.*=ri.*,  e  l'altro 
del  1.®  =13.**  9  per  cui  risulta  il  i.^  =  it.®  =22.* 
=  i8.* ,  ovvero  esso  i.®  =  ij.^  ==  a4.*  =  ao.^ . 
Nel  primo  di  questi  casi  avendosi  il  i.^  ==  2 1 ,  rin« 
nevato  il  discorso  precedente  (  Caso  7.®  )  pel  (  Ca- 
so  6.*  )  troveremo  120,  ma  neli*  altro,  a  ca- 
gione del  I.®  =  24.**  5  non  è  difficile  a  vedersi  dal 
(Caso  6.^  ),  che  do.vrà  essere  /  =  20.  Nel  modo 
stesso  poi ,  che  abbiamo  accenoafo  sul  fine  del 
(  Caso  6.^  ),  troveremo»  che  dovrii  essere  sempre 
/=i2o,  ovvero  f^i^  anche  allorquando  fra 
le  quattro  radici  appartenenti  alla  seconda  permuta* 
zioae  viene  compresa  la  x"* , 

9.**  La  seconda  pfrmutazion  componente  essen^ 
do  semplice  del  fnmo  giMéré  riguardi  tutte  dn* 
que  le  radici  della  jr.  Dovendo  per  quesu  la  jt^ 
muoversi  dal  suo  luogo»  il  risultato» che  dal  t.^ 
immediatamente  deriva  »  non  potrà  esisrere  nella 
prima  colonna.  Ora  tal  risultato  vedesi  dalla  Ta« 
vola  (Ti),  che  deve  esistere  o  nella  i.»  fila,  o 
in  qualcuna  delje  seguenti  3.*  ,  4.*  ,  g.*  ,  io."  ,  12.*» 
»4«*f  17-*  >  '9'*f  2 1.*  .  Se  esiste  nella  , 
come  nella  ipotesi,  che  ne  venga  il  risultalo  t.^ 
=^71.®;  avendosi  aliosa  per  la  permucazìon  pri« 
ma  il         2j**=:4^**  =  73-'*=^7.*»  e  per  la 

se- 


Digitized  by  Google 


2^l 

•re  saratmo  ideifticbe  fra  di  loro ,  e  non  potran» 
no  però,  che  darci  /  =  5  •  Che  se  il  risultato  prò-  ' 
veniente  dal  i.** ,  che  dirò  risultato  secondo,  esi- 
ste in  qualche  altra  delle  fila  ora  accennate  ^  allo» 
li  osservo  nella  fila  iscessa  il  miilnco  »  che  gli 
corrisponde  nella  prima  colonna  verticale  :  ma 
quest*  ukirna  è  sempre  tale  ,  che  nasce  dal  primo 
per  una  permutazione  semplice  fra  tre  sole  radici, 
O  per  una  semplice  del  secondo  genere  fra  quattro, 
come  apparisce  dai  precedenti  numeri  espricnemi 
le  fila  paragonati  coi  numeri  (FIU).  Dunque  a 
cagione  delk  permutazione  prima  essendo  quest* 
ultimo  risultato  identico  col  secondo ,  se  repliche- 
,  x«mo  qui  Io  stesso  raziocinio ,  che  abbiamo  fatto 
pel  (Caso  5,*»)  troveremo  in  modo  eguale,  che 
il  caso  preseme  riducesi  sempre  ad  uno  dei  quat- 
(  3-*>  4*,  S-**>  ^•**)  j  e  però,  che  avremo 
f/=zSo.  Avvertasi,  che  tu  le  fila  sopraccennate 
non  avendo  luogo  la  24  * ,  non  potrà  giammai 
Wete  quivi,  come  nel  (Caso  ^/)/=io« 

to»^  Se  finalmente  anche  la  seconda  permuta* 
zione  componente  sia  delia  classe  delle  composte  : 
essendo  in  allora  questa  pure  formata  di  altre  com- 
ponenti, in  ciascuna  delle  quali  entreranno  o  due, 
o  tre ,  o  quattro ,  o  cinque  radici  ;  è  facile  il  ve* 
deie  dai  (  Casi  prec*  )  che  la  /  dovrà  acquistar 
impie  uno  dei  valori  sieguenri  120,  1^0,  20 « 

272.  Con  raziocini]  simili  ai  precedenti  pa« 
tiemo  sempre  determinare  il  valore  del  numero 

ti 
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/,  anche  aUorquando  il  oumero  delle  radici» che 
formano*  1«  prima  «permutazion  componente  »  sia 
minore  di  cinque. 

■  2^7-  Eseguita  nel  risultato  i .®  (  Tav.  T/ )  una 
permutazione  qualunque ,  quella  per  esempio  di 
X  in  x"  y  e  osservato  quali  radici  vengono  smos* 
se  per  tale  pectnptazione  in  ciascuno  dei  risultati 
delta  prima  fila»  cioè  net  nostro  casa  le  due 

neltrijnhuto  25.*»;  le  x\  x""  nel  49.%  le 
ir'^,  jt'.  n<l  7}.** ,  e  le  x^ ,  x'  nel  97  °  se  sap* 
pongo  la  y  tale  ,  che  U  risultato  i.®  resti  sempre 
il  medesinjo,  mentre  la  permutazione  supposta  si 
eseguisca  in, esse  fra  due  qualunque  delle  accennate 
radici  5  cioè  ira  .le  due  x' ^  x'\  oppur  fra  le  due 
x\  x'*^  oppure  te*  9  cosicché  ne  venga  esso 
i»  =  2.**  =  i5.*=  3J.**=  10}*^;  10  dico, 
che  in  simile  caso  dovrà  sempre  ricavarsi  tal  ri- 
\    sultato  i.o  —  25.**  •  ' 

1.  ®  Eseguisco  in  questa  prima  sopposizione  la 

!»ermutazionc  seconda  sul  risultato  i*"*  »  e  avuta 
*  Equazione  i.*.^}»*",  e&ttuo  sà  questo  j.**  U 
permi^ione  'tersa  ;  ottenuto  così  il  7.* 
faccio  sù  del  7.*  la  permutazione  quarta  ,  ma  qufn« 
di  ne  nasce  il  ^.^rs^j,®^  Dunque  sarà  ancora 

il  I.°=I2S.*» 

2.  °  Siano  le  permutazioni  componenti  di  tre  ra* 
dici  9  e  giusta  T  enunciato  del  Teorema  suppon« 
gasi  perciò  il  risaltato  =  3.*  io.*  =  zSJ^  =r 
38.**:==  8o,«.  Applicando  al  risultato  h  per- 
mutazione terza  ne  viene  esso  3.<>  =  25.*>.  Dun- 
que ec. 
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3.  *  Supposte  quattro  le  radici  da  permutarsi  »^ 
eiasctìna  permutazion  componente  supposta  sem- 

plice  del  fecondo  genere il  risultato  i.*=2  2.* 
=  45.°  —  1 =  g5.®  -  1 1 5.°  :  dall*  Equazione 
36.**  =  4j.®  si  ricava  il  =  j."*  ,ed  il  iij.®  ;=52.**i 
ma,  dalla  115.^  si  vede  dover  essere  il 

S2.^  =^  80.^  9 e  però  il      =  28.<^  •  Dunque  appli- 
cando quest^  ultima  permutazione  al  risultato 
ptterremo  il  g.*»=25.**,  e  però  ce. 

4.  ®  Siano  quattro  rutt*  ora  le  radici,  ed  essen* 
do  le  permutazioni  componenti  semplici  dei  gene* 
ffi  frìmo  ,  si  abbia  il  risultato  i  =  7.*  =  26  •  = 
29*  =  40  •  =  57.*  •  Per  le  Equazioni  16.^  =  29.% 
40«^  =  57.»  abbiamo  corrispondentemente  le  altre 
1.**  1=^.0,  I,®  =  28.^  •  Dunque,  come  nei  (  prec. 

ne  verrà  il  3,**  =  25.** ,  e  per  conseguenza  ec« 
Essendo  cinque  le  radici  esistenti  in  ciascu- 
na permutazione,  suppongbiamo  il  risultato  1.^^ 
tj.^  =  34.<»  =  5 2.«  =  ^2.«  =  104.*  •  Poiché  dalla 
52.®  =  104.*  ottienesi  j1  34.°  4^.®,  sarà  il  i.®  = 
^Z*  ;  ma  per  la  52.*=62.°  si  ricava  il  43.**  82.®; 
e  quindi  si  à  il  i*'' =  28. Dunque  risultando  il 
3.*     2s** ,  ne  viene  9  che  ec. 

6.^  Tutti  gli  altri  casi  essenzialmente  differenti 
tra  loro,  e  differenti  dagli  esposti  fin' ora  ^sù  de* 
quali  si  verifica  quanto  è  stato  supposto  neir^enun- 
ciato  dei  Teorema,  sono  i  seguenti: 

Mentre  in  ciascunj|  permutazione  impiegansi  due 
radici ,  il  risultato  i.^  =6.^  =  33.^  ^  $6**  =  i  j*"* 

m  m  Mcn« 
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Mentre     impiegano  tre  radici,  il  risultato 
x.«  =  i7.<>  =5o.^  r=  19.0  =  45.**  =  59.^  . 

Quando  le  radici  impiegate  sono  quattro  ,  ctas« 
cuna  mutazione  è  semplice  del  setonio  genere , 
ti  risultato        8.^^  =  j  !.•=:  5  8  *=  7^  •  = 

Allorché  con  quattro  radici  eseguisconsi  delle 
permutazioni  semplici  del  genere  primo , 
il  risultato  i.»i=:  1 1.*  =  $4-**  =  7 1  =  " 4-°  =  61? 

Quando  finalmente  le  radici  a  permutarsi  sono 

cinque  il  risultato  i       75.*=  82.*=  100.*  = 
iio.°  —  32.* . 

Ora  io  tutti*  questi  casi  possonsi  sempre  eseguire 
dei  discorsi  simiii  ai  precedenti  (  Casi  i.^^  2»% 
3.^  5  4.®  5  5.®  ) ,  come  può  ognuno  vedere  non  difc 
ficilmente  da  se  medesimo.  Dunque  ciascuno  di, 
essi  ci  darà  sempre  il  risultato  i.**=:2  5,*. 

Se  le  permutazioni  componenti  fossero  compos* 
te  esse  pure^  vedesi  facilmente  doversi  anche  al* 
lora  verificare  il  nostro  Teorema  « 

274.  Da  quanto  si  è  esposto  nei  (  N.^  161^ 
161  j  i6j^  271  )  dedurremo  non  diflSciimente ,  che 
se  la  y  =./  i^x  )ix"  )ix"  X  x'^'Xx^  )  resta  lame* 
desima  per  una  permutazione  qualunque >  in  cui* 
non  esista  alcuna  pennutazion  componente  seoH 
plice  del  frimo  genere  fra  tutte  cinque  le  x  , 
x"  y  x"\  x'^  y  x"^  ;  dedurremo  ,  dissi,  non  difiSciN 
mente ,  che  in  allora  il  grado  dì  uguaglianza  /  non 
potrà  giammai  essere  multiplo  del  s*^* 

»7|. 
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27$*  Pff  qualunque  penuutasione  voglianst 
fra  loro  uguali  i  tto  valori  della  nostra  non 
potrà  mai  il  numero  f  acqui^ure  i  valori  i  j  ^ 
30 ,  40. 

Se  ciò  fòsse  possibile ,  a  cagione  dei  numeri  15^ 
30,  40  tutti  e  tre  mulupli  del  5,  dovrebbe  pel 
(N;^  274)  nella  permutazione  supposu  esistere 

una  componente  semplice  fra  tutte  cinque  le  ra- 
dici; ma  se  questa  succede ,  il  numero  /  non  può 
acquistar 9  che  i  valori  f^^zo  960^  io,  20  ( 
a62 ,  271  ) .  Dunque  ec« 

2  75.  Volendosi  msformare  un'  Equasion  ge* 
aerale  4lel  quinto  grado  in  un*  altra  di  grado  in-* 
fcriore  al  suo  proprio;  dai  (N.*  275,99,  roj) 
apparisce,  che  potrò  bensì  ottenere  delle  Trasfor- 
mate del  primo  t  oppure  del  secondo  grado  >  ma 
Don.  ne  potrò  ottenete  giamm^  alcuna  del  quar* 
to  y  o  del  tefzo . 

277.  Se  vogliasi  Z  radice  di  un*  Equazione 
della  forma  —  M  =r  o  ,  e  funzione  insieme  del- 
le radici  di  un'  Equazion  generale  del  quinto  grado 

io  dico 9  che  essa  Z  dovrà  avere  i  suoi  120  vaio- 
li (  N."  92  )  tutti  disuguali  tra  loro. 

Espressi  con  k  lettere  Z\  Z" ,  Z*%  Z'^,  Z\ 
V  ,  Z''",  Z"",cc-  i  valori  tutti  della  Z,  econ 
le  prim^  cinque  rappresentate  le  cinque  radici  nel« 
la  Z('--.M=:oi  cjbiamO'^  una  delie  .fidici  quin«, 
te  della  unità  differtme  dalla  unità  medesima .  Do*- 
vendo  pei  (  N.^  2 03  )  aversi  Z  =  V M,  Z"  =  «  VM, 

m  m  1  Z  " 


Z"  V  M,  Z  '  =  V  =  V/  M ,  e  chit- 
ro,che  sarkZ"  =  «Z',Z"'  =  **Z',  ZT'^^^^Z', 

—     Z' 5  che  questi  primi  cinque  valori  sono 
.  già  tutti  necessariamente  fra   lor  disuguali  (  N.^ 
199),  e  che  posson'  essi  rappresentarsi  con  i  Cin- 
qi:e  i  •  ,  2  5.»  ,  49.*»  73.^\  97-**  <  Tav.  ) 

(  N.*  25o  ).  rappresentando  con  gli  altri  della  Ta- 
voia  messa  rum  f  susseguenti  Z.  »  Z  ,  Z  ,  ec* 
uguali ,  o  disuiBfualt  fra  loro.  Ci^*  posto,  se  non  si 
vuole,  che  i  120  valori  della  Z  siano  tutti  fra  lor 
differenti ,  supponghiamo ,  se  è  possibile  ,  che  due 
per  esempio  dei  medesimi  siano  fra  loro  uguali* 
Es5endo  la  (  Q^)  un*  Equazion  generale ,  ed  es- 
tendo la  Z  .^oz'oae  deiie:  sue  radici  «  vedest ,  che 
la  supposta  uguaglianza  non  pottìi  aver  luogo , 
quando  eid^  non  dipenda  dalla  forma  della 
fi'x'Xx")(r"*)(x''}(x^).  Supponghi^mo  per- 
tanto  essa  tale  ,  che  Z'  non  cambi  di  valore  dlla 
permutazione  di  x  io  x'"  :  per  questa  ipotesi  la 
Z"  non  dovrà  cambiar  di  valore  àlla  mutazione 
di  xl  in  x'^  9  la  Z'"  tion  dovrk  canobiarlo  a  quel* 
la  di  y "  in  ,  la  2/^  ali*  altra  di  jr"*  in  x\  . 
e  la  Z'  a  quella  di  in  V .  Ora  altro  non  cs» 
sendo  le  quanrità  Z",  Z"',  Z'',Z^,  che  la  stes- 
sa Z  moltiplicata  m  corrispondenz j  per  le  a  ,  a*  ^ 
i(<  )  >  è  chiaro^  che  se  quelle  rimangono  ns*- 
liectivamente  ie  fne<iesime  alla  mutazione  reiipto 
ca  deiic  x\  jt'», delie  x%Jt\  delle  x\  jr'^,  c 
delle  x" ,  JT^ ,  éovri  ancora  la  Z'  rimanere  li  me- 
desima àiU  amuuont  lu  cisa  delie  stesse  radici  ^ 

cioè 
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cioè  per  la  mufaziòne  fn  loro  delie  x" ,  x'^ ,  e 
per  qmìh  dellà^'  ' ,  ,  e  per  quella  delle  x  , 
e  per  r  altra  finalnìenrc  delle  x  \  x""  ;  ma 
-  se  questo  succede  pei  (  N.^  27:^  ,  761  ),  deve  se- 
guirne il  risultato  T  —  25.0  —  49,0  •— .p^o*^ 
Dunque  sarà  ancora  Z'.  =  Z'.'  ==  Z'."  ==  Z'*  =  Z'^  j . 
il  che  è  impossibile  . 

^Se  due  ,  ò  più  dei  valori  della  Z  ^oghami  fra 
Iwro  ugualf- per  altre  permutazioni  quali  si  voglio- 
so diverse  dalla  precedente;  rinnovato  V  esposto 
discorso  pel  (  cit*  N.°  27 ^  )  sempre  si  giunge  nel- 
k  maniera  medesima  a)  medestnio  assurdo  dì  do- 
ver essere  Z'  =  z"  =:  Z =  Z*^  =  Z^ .  Dunque  sa- 
là  impossibile ,  che  i  120.  valori .  della  supposta  Z 
non  siano  tutti  -disuguali  fta  loto  • . 

278. ' Ptrtamo»  il  coefficiente  M  della  nostrti 
2^ — M==o  dovrà  avere  24  valori  tutti  differen- 
ti ,  e  chiamati  questi  M  i  ,  M  2  ,  M  3  ,  M  4  ,  ec^ 
M  24  ,  i  120  valori  deUa  Z.saran  contenuti  nel- 
le 24  equazioni  Z«  —  M  1  =0,  Z*  —  M2'=o, 

'Mj  =0,  cc.^  Z»  — M  i4  =  o, 

279.  Essendo  Z'^  Z%  Z",  Z^;  Z^  le  r»*^ 

diri  della  V —  M  i  ^o  ,  poiché  abbiamo  '  '-^ 
Z I  =  M  I ,  Z">  =  M  .  ,  Z  s  ^  M  I ,  =  M  I, 
Z^^  ^  M  I  ,  e  Doif  hè  Dcl  (  N.^  277  )  dalla  (  1  av.» 
VI  )  abbiamo  Z'  =  ns.«»  i  ,  Z'!  =  25.** ,  Z  "  =  49.^ 
Z  -  7<-** ,  Z»  =S97»  Srirì  aneòra  Mi — (  ns^t 
,  •  ;i  n  5  )r  =^  (  49  «  )»  =  (  7  3 .0  )s  =  (  97.^  )i  5 
e  quindi  sì  vede  ^  che  anche  la  M  è  una  funzio- 
Jie  ddle  x\x\x  '^x^^x''^  ma  una  funzione 

cale  9 
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tale ,  che  non  cambia  valore  per  la  permutazione,  - 
da  cui  produconsi  nella  nostra  Tavola  i  risultati 
della  prima  fila.  Corrispondendo  adunque  i  24  vft* 
lori  diversi  ddk  M  m  24  della  prima  colonna  ves» 
ticale ,  nA  M.^      rifc*  i.*  )S  M  »  =  (  )S 

2S0.  Trasformata  pel  (  N.^  175  )  la  (  nella 
Equazione  di  secondo  grado  ^  >  -h  «  —  o  , 
cercare  dipendentemente  da  questa^ se  èpossibiie» 
la  soluzione  della  proposu  (QJ« 
.1  Con  lo  scioglimento  di  questa  Tnisfonnata  oc- 
renuti  1  valori  delle  sue  nidict»  che  chiamerò  y  , 
y"  5  non  avremo,  onde  risolvere  il  nostro  Proble» 
ma ,  che  a  cercare  dipendentemente  da  essi  i  va- 
lori delle  x' ,  x"  ,  y,  x'^  ^  ^  ma  ,  per  quanto 
si  disse  nel  (  N.^  ajo  ) ,  ciò  non  può  eseguirsi  im- 
mediatamente; converrà  dunque  procurare  di  far* 
lo  .mediatamente  5  cercando  in  primo  luogo  »  co- 
me nel  (citi*  N^*  2^0  ),  dipendentemente  da  y\ 
oppure  da  y"  il  coefEciente  M  di  un*  Equazione 
— M  =  o,  e  poscia  dai  cinque  valori  Z' ,  Z", 
5t'",:Z'^,  Z^  deducendo  in  corrispondenza  i  cin- 
que  x\  x  \  x*\  ^  .  Ora  per  la  ipoteri  i 
Ito  valori  deUa  y  riduconsi  a  due  soU 

y  =    =/(  X  )(  x" )(  x"  )(  xx-), 

f.o  ,  5.^ ,  N.<>  271  ) ,  e  pel  (  N .•  278  )  il  coef. 
fidente  M  à  necessariamente  24  valori  diversi 
corrispondenti  ai  24  della  prima  colonna  vertica- 
le nella  nostra  Tavola  (  N.<*279)»  Dunque  pec 
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la  determinazione  di  questo  coefficiente  M  dipen- 
dentemente dalle  quanrifà  /  , y"  dovremo  pel  (  N* 
147  )  cadere  in  due  Equazioni  del  12.®  grado,  la 
prima  delle  quali  pel  (  cit.®  N.*  1 47  )  a vrà  per  ra- 
dici ì  valori  Mi)M3^M4>Mi7|M2i|  Mip, 
Mi2,Mio,Mi4,  M22  ,e  la  se- 

conda i  valori  M  2  ,  M  5  ,  M<5,  M  1  ^  ,  M  15  , 
Mi^5  Mg  y  M73  M20,  Mii,  M18,  Mi5. . 

Prendiamo  a  considerare  più  parcicolarmente  i 
1 2  valori  della  M  dipendentemente  da  y  «  e  sia 
[IX)  M"+  n  M"-4- *  M^*  +  r      +  ce.  =  o 

l'Equazione,  che  li  contiene.  Essendo  necessario 
il  conoscere  almeno  uno  dei  valori  della  M,  ed 
essendoci  ignota  la  soluzione  generale  di  un'  Equa- 
zione del  12.^  gradoy  converrà:  pel  nostro  inten- 
to, che  la  M  sia  una  funzione  delle  x'^x'^x"'^ 
x*" ,  X*  tale ,  che  la  {IX)  sia  riducibile  ad  altra 
Equazione,  che  io  sappia  sciogliere,  e  dalle  cui 
radici  sappia  poi  ricavare  le  radici  sue. 

i»^  Supponghiamo  pertanto  essa  M  utt ,  che  la 
Equazione  (  /X  )  sia  riducibile  ad  un'  alua  di  quar^ 
to  grado ,  per  esempio ,  alla 

In  tal  caso,  determinate  colla  soluzione  df  que« 
sta  le  radici  N',  N",  N'!',  dai  valori  di  es- 
se cercherò  separaumente  le  radici  della  (  iX  ) , 
e  queste  croverò'pel  (  N.^  147  )  condotto  a  quat* 
tro  Equazioni  tutte  del  terzo  grado. 

Ma  è  egli  possibile ,  che  la  nostra  (IX)  sia  ri- 
ducibile ad  un'  Equazione  (  X  >  ?  A£^e  di  ciò  co* 

DOT 


no^ccM,  osservo,  che  dipendendo  i  valori  della 
M  in  (  /X  )  da  V ,  dalU  stessa  y'  dipenderanno 

ancora  i  valori  cfella  N ,  e  quindi  da  questa  firn- 
aionc  invece  .dei  valori  della  M  pocremo  ricavare 
immediatamente  quei  della  N .  Ora  quattro  di  que- 
sti  valori  dovendosi  dedurre  da  jr' ,  e  quattro  al; 
tri  da  y"  •  essi  sono  otto  di  numero;  dunque  la 
N  è  una  funzione  delle  x  ^  x  ^  x  ^x  tt- 
le»  che  à  il  suo  grado  di  uguaglianza 

fzzz  1$  >  €  ciò  mentre  i  suoi  otto  valori  sia* 

no  disuguali  fra  loro,  ed  à  poi  Io  stesso  grado 

fz=.       — jo,alIor  quando  si  voglia, che  i  suoi 
'4 

primi  quattro  valori  uguaglinsi  ai  secondi:  ma  sì 
V  uno,  che  V  altro  di  questi  valori  della  f  sono 
impossibili  (  27J  ).  Dunque  sarà  ancora  im- 
possibile una  funzione  delle  x  »  x* ,  x"  ,  x'^,  x"*  9 
quale  noi  la  vogliamo,  e  però  impossibile*,  che 
possa  la  (IX)  ridursi  ad  un'  Equazione  (  X  )  di 
quarto  grado. 

Se  non  ad  una  del  q^uarto,  veggìamo ,  se  pos- 
sa la  nostra  (/X)  ridursi  ad  una  Equazione  del 
terzo  grado ,  cioè  alla 
(X7)  NI -hp  N*  4- f  N  -h r=  o. 

Venendo  qui  pure  la  N  ad  esser  tale ,  che  tre  dei 
suoi  valori  dipendono  da  ^  ,e  tre  da  jr',o  i  pri- 
mi tre  fra  questi  vogUonsi  corrispondentemente 
Uguali  ai  secondi  tre ,  o  nò  •  Nel  primo  di  quesd 

casi 
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casi  ne  verrebbe  p=  ^^=z^oi  ma  ciò  pel  ( 

3 

27J  )  non  può  succedere,  dunque  se  è  possibile 
la  riduzione  della  (iX)  alla  dovranno  ì 

primi  tit  valori  della  N  ^essere  disuguali  xlai  le* 
coadt  tre»  *e  dovrà  per  conseguenza  riescice 

20.  Ora  pel  (  N.*"  271  )  è  bensì  pos- 
sibile un  tal  valore  della  / ,  ed  è  perciò  possibile 
r  esistenza  d' un' Equazione  di  sesto  grado,  da  cui 
dipendano  i  sei  valori  della  N;  ma  è  egli  poi 
possibile ,  che  tre  di  questi  possami  ricavare  da 

jp' ,  e  tre  da  y"  ì 

e  suppongiiiamo  nella  (  Tav.^  VI  )  di  cambiare  la 
/  in  9 ,  onde  abbiansi  in  essa  sott*  occbio  tutti  t 
risoluti 9  che  con  le  sòlite  permutazioni  ottengon- 
si -dalla  (p(^')(V')(;r"')(jr^^)(;c^). 'Se  col  mezzo 
delie  y  ,  y  noi  ricercassimo  tutti  questi  risultati, 
sessanta  dei  medesimi  dovrebbersi  ricavare  da  y\ 
sessanta  da  j  ,  e  pel  (  N."^  ^79  )  è  chiaro,  che  i 
primi  60  sarebbero  i  contenuti  nelle  fila  ^ 
4.* ,  i7.»  9  li,*  ,  i<p^  ,  II.» ,  IO.'  ,  14.*  5  8.» ,  24.% 
11.*,  i  secondi  60  quei,  che  esistono  nelle  fila 
2.»,  5.*,  5.*,  23.»,  15.*,  13.*,  9.S  7%  20.», 
it«*  »  i8.^ ,  •  Rifletto  presentemente,  che  a 
cagione  di  /  =  20  deve  la  nostra  (  x  )(  x"  )(  x'"  ) 
(jr"')jr»)  pel  (N.»  1274  )  esser  tale,  che  il 
dei  suoi  primi  sessanta  risultati  deve  necessariamenp 
te  itiUtQ  il  medesimo  per  una  permutazione  com* 

n  n  posta 
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posta ,  in  CUI  entri  una  semplice  del  frtm  gtutn 

tra  tutte  e  cinque  \t  x  ^  x  ^  x  ,  ^  ,  Jr  :  mt 
qualunque  siasi  una  tale  permutazione,  eflFcttuan- 
do  questa  semplice  del  fnmo  genere  sù  del  risul- 
tato  i.**,e  replicandola  quanto  si  può,  sappiamo 
dal  (  i-**  M.*^  25}  )  ,che  fra  i  quattro  risultati  nuo- 
vi ,  che  dal  i.**  quindi  provengono  (  N.?  2^2  ),  non 
può  mai  conteneritne  alcuno  degli  esistenti  nella 
prima  colonna  vcrticiie  ;  e  lo  stesso  egualmente 
succede  9  applicando-,  e  ripetendo  k  permutazione 
medesima  sopra  qualunque  altro  dei  valori  2«^, 
3.<^ ,  4.^,  ec.  24.* .  Ciò-  dunque  essendo ,  1*  ugua« 

glianza,  che  per  Y  esposta  permutazione  succede 
fra  tutti  i  risultati  della  (  Tàv.*  T/)  i  ^^^^  si,  che 
i- primi  60  si  ridurranno  ai  dodici  i.^,  3.  *,  4.  , 

174*,  21-%  19.**^,  12.**,  IO***,  14***, S*""»  24'**  V  ^2.% 

e*  i  secondi  60  corrispondentemente  ai^dodict  2*% 

5.  ,  <5.  ,  2g.**,  15.  ,  13.  ,  9.  ,  7-  5  >  f 
ma  infifie  i  primi  valori  della  N  dif- 
ferenti tra  loro  devono  essere  tre  soli ,  che  chia» 
merò  N' ,  N-  ,  N  ' ,  e  i  secondi  altri  tre ,  che  de- 
nominarò  N'^  ^  N""  y  W  •  Dunque  i  primi  dodici 
risultati  9  a  cui  ci'  siamo  ridotti ,  dovranno  nuova* 
mente  essere  fra  loro  uguali  a  quattro  a  quattro, 
e  così  uguali  a-  quattro  a  quattro  fra  loro  i  se- 
condi dodici  separatamente  dai  primi.  Ora  qua* 
lunquè  supposizione  si  faccia ,  può-  ognuno  facile 
Diente  vedese  da  se  medesìtno  non  potersrquestD 
giammai  ottenere .  Dunque  non  potrà  nè  pureot^ 
tenersi  giammai,  che  i  tre  valon  N  ,  N",  N'" 

pos* 
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possansi  ricàvare  da  y  ,  e  i  tre  N'\  N%  N  '  da 
y",  e  quindi,  che  la  (  /X)  sia  riducibile  ad  una 
equazione  {XI)  di  terzo  grado  ^ 
•  3»^  Suppongasi ,  che  ì*  Equazione ,  a  cui  voglia» 
mo  potersi  ridurre  la  (  UC  )  ^  sia  4el  grado  secoa-- 
do ,  e  tale  sia  ia 

Qui  pure  o  i  due  valori  N'  ,  N"  dipendenti  da 
j  suppongonsi  disuguali  dagli  altri  N'"^ìi"'  di* 
pendenti  da  y^' ,  o  nò .  Se  si  volessero  disuguali  ^ 
allora  i  valori  delia  N  sarebbero  in  numero  di 

quattro  9  c  però  ci  risulterebbe  f  =  ^  =     ,  il 

che  è  impossibile  (  N.®  ^75)-  Che  se  si  volesse 
N'  —  N  " ,  N  —  N  ''^  in  tal  caso  essendo  due  so* 
li  i  valori  della  N ,  dovrà  questa  Aiozione  essere 
affatto  simile  alla  ^  (  hf.*^  271  ) .  Dunque  dalla  y 
non  potendosi  propriamente  dedurre, che  un  solo 
valore  della  N,  dovrà  essere  N  ^  N  ma  N'=:  N'", 
N"=:N''^  per  la  ipotesi»  dunque  N'  =  N"  =  N'" 
=  N' rj-e  per  conseguenza  la  N  non  avendo, che 
iiB  solo  valere»  sarà  inutile  all'  abbassamento 
della  (/X). 

4-**  Potremo  da  y'  dedurre  bensì  un*  Equazio- 
ne di  primo  grado  N-{-^=:o;  ma  ^  chiaro  pei 
(N.^  147)9  che  neppure  da  questa  ricavasi  van* 
taggto  alcuno  per  lo  scioglimento  della  <  IJC  )  • 

V**  Sia  U<pix')(x")(x'")(x")(»'')  uh^  che 

il  suo  valore  uguagii  il  25.°  ed  il  24.^.  In 
questa  ipotesi  essendo  ^=10  (5.^  N."*  271  )  »  i 

n  n  2  vaio*» 
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valori  della  N  saranno  in  noinero  di        e  id 

dei  medesimi 5  cioè  i  sci      ,  g.** ,  ^.^ ,  l'j.'' y  19*, 
8.'' 5  potranno  benissimo  ricavarsi  da  y ,  e  gli  al- 
tri sci  1.%  ,  13/,  11.^  da  f  , 
de  k  (/X)  potià  ridotti  ad  un'  Equaaione  di 

sesto  grado. 

Ora  essendoci  ignota  la  soluzion  generale  di  que- 
sta (Xli/  )  ,  veggiamo,,«e  può  essere  abbassabfle 
ad  ana  lerEa  Equazione,  di  cui  cottosca  la  solu- 
zione ,  e  dalle  radici  della  quale  possa  ricavane 
le  sue.  Dipendendo  le  radici  di  questa  terza  E- 
quazione  dalle  radici  della  (  XJ/J  ),  verranno  es- 
se  pure  a  dipendere  dalla  y  .  Ma  pei  (  i.® ,  2.  , 
3*,  4 * N.*"  pres. ) da  questa/'  non  si  può  giam* 
mai  dedurre  altana  Equazióne o del  quarto, o  del 
terzo  ,  o  del  secondo  grado ,  ed  una  del  primo* 
inutile  .  Dunque  non  sarà  neppure  possibile,  che 
possiamo  abbassare  la  (  Xlll  )  ad  una  terza  Equa- 
zione opportuna  air  intento  • 

Non  polendo  pertanto  la  (IX)  abbassarsi  »  che 
alla  (Xm),  o  ad  un*  Equazione  del  primo  gif 
do  ,  e  la  soluzione  di  amendue  le  (  JX)  ,  e  (  XHf  ) 
essendoci  incognita;  ne  viene  ,  che  non  potrò  giam- 
mai determinare  alcuno  dei  valori  della  M  nel- 
la  —  M  =  o ,  e  per  conseguenza ,  che  ini  sari 
impossibile  la  determinazione  delle  x  j  x"  j  x  } 
.r  ,  x\  e  quindi  la  soluzione  della  (Q,)  dipem 
dentcmente  dalla  jf*  +  my  4-  »  =  o  . 

2 Si.  Quantunque  non  possa  la  (iX)  venir 

iras- 


d  by  Google 


trasformiti  in  un*  «Irrt  Iquazionc  opportuna  , 
pure  potrebbe  sembrare  a  taluno  potersi  essa  for* 
mare  in  maniera,  che  fosse  spezzabile  in  fattori  » 
dai  quali  poi  fosse  determinabile  qualcuno  del  va« 
lorì  della  M;  nik  riflettiamo^  ck  i  coefficienti  di 
questi  Attori  dovrebbero  pel  (  N.^  aja  )  dipende- 
re da  delle  Equazioni ,  le  quali  sarebbero  tante 
Trasformate  della  {IX);  dunque  sù  di  esse  doven* 
do  applicarsi  quanto  si  è  detto  nel  (N*^  25^  prec.)» 
ne  viene  ^  che  non  saià^  neppure  pooibde  k  de* 
tctminrione  degli  accennati  fattori*. 

aSa.  Noe  sapeodoat  dalla  y  ricavare  il  va- 
lore della  M  coefficiente  della      —  M  =  p ,  vcg» 
giamo ,  se  mai  potesse  deteraunam  dalia  stessa  j 
un*  altra  Equazione 

)Z»  -h  P    +  a       R  Z*     S  Z  +  T  =  o 

di  forata  tale  ^  che  sappia  riaolveni  indipendente* 

mente  dalla  soluzion  generale  della  (  Q^) ,  e  pel 
cui  mezzo  possiamo  per  conseguenza  determinar 
le  radici  x  j  x  \  x   y      ,  x*'  .. 

O  si  vuole,  che  il  coefficiente  P  dipendente  da 
y  abbia  un  solo. valore ,.0  si  vuole,  che  ne.  ab» 

Dia  più  di  uno  «Ner  primo  di  questi  casi  essendo 
la  {XIV)  di  forma  diversa  dalla  —  M  =  o,e 
dovendo  avere  le  sue  cinque  radici  tutte  fra  di 
lor  <hfferenti  (  N»^  230  ) ,  non  potremo  pel  (  N.* 
117)  ottenere  la  sua  soluzione ,  che  abbùsamlohi 
id  altra  Equazione  del  quarto  ,  oppure  del  terzo , 
ovvero  del  secondo  grado.  Supponghiamo  per  ora 
effettuato  un  sioiile  abbassaipemo^e  sia  perciò  la 
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(  XIF)  ridotta  ad  una  delle  tre  Equismit 

N*+/NH-^  =^  o. 

In  una  qualunque  di  queste  essendo  il  valor  det* 
la  N  funzione  del^a  y'^  s$A  essa  aempie  tale ,  che 
potremo  col  suo  meszo  detenniiMfe  non  aolo  la 

(  XtV)^  ma  pel  (  N.®  147  )  potremo  determinare 
eziandio  i  valori  del  coefficiente  M  nella  -  M 
=1  o.  Ora  pei  (  1.**  ,  2.**,  3.*  N.®  280  )  la  deter- 
minazione ,  o  r  esistenza  di  una  tale  Equazione  è 
sempre  impossibile*  Dunque  sarà  andhe  impossir 
bile ,  che  possiamo  dalla  y'  ritrarre  un*  Equazione 

{Xir)j  come  r  abbiamo  supposta. 

Supponghiamo  in  secondo  luogo ,  che  P  abbia 
dipendenti  dalia  più  valori*  Se  questo  coeffi* 
ciente  si  vuole.»  che  abbia  un  numero  di  valori 
<:  5  ,  allora  replicando  suir  Equazione  in  P  corsia* 
pendente  quanto  si  è  detto  sin  della  (JCF'),ver* 
rejiio  alla  conclusione  medesima  • 

Che  se. r  Equazione  in  P  è  di  un  grado  <4» 
concluderemo  lo  stesso»  applicando  il  discorso  me* 
desimo  sù  della  erasformaca  necessaria  a  farsi^  on- 
de avete  il  valore  della  P.  Dunque  ec* 

25^.  Che  se  la  Trasformara  del  (  N.*  280  )  si 
volesse  del  quinto  ,  o  del  primo  grado^  allora  on- 
de sciogliere  il  nostro  problema  »  converrebbe  evt* 
idcntememe  nel  i.^  caso  abbassare  essa  Trasfor- 
mata ad  altra  di  grado  inferiore  (  N.^  227,  277); 
e  nel  secondo  non  potendosi  dal  valore  della 
.  ■  rica* 
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ricavare  ìmmedfafamcnte  quello  della  M  nella 
2}  -  M^o  (  N.^  278,  280  ), converrebbe  innal- 
zare tal  Trasformata  ad  altra  di  grado  >  i ,  che  io 
sapersi  risolvere ,  e  dalle  radici  della  ^uale  potes- 
ri  dedurre  fi  valore  della  M  •  Ora  ,  per  quanto  ai 
è  dimostrato  nei  (  N.*  280  ,281,  282  ) ,  sappiamo, 
che  tanto  neli'  uno ,  che  nclT  altro  di  questi  casi 
una  Trasformata  di  grado  >  i  ,  e  <  5  opportuna 
air  intento  non  è  determinabile*  Dunque  il  Pro* 
blema  del  (  N.'^  280  )  non  sarà  risolubile  neppu* 
re  col  mezzo  della  Trasformata  ^  che  ci  siamo  ora 
proposte .  * 

284.  In  ciascuno  dei  risultati  della  (  Tav.  ) 
immaginiamoci 9  che  venga  aggiunta  la  x'-'i  sup<* 

Knghiamo  in  seguito»  che  sopra  tutti  i  xio  va«  * 
ri ,  che  tie  provengdkio ,  sf  eseguisca ,  come  nel 
(  N.**  268  )  ,  e  ri  replichi ,  quanto  si  può,  la  per- 
mutazione di  f{x){  x"  )(  x'"  )(  x"  )(  X  ){x''  )  in 
f\x  Kx"')(ix")(x^)ix'){x'). 
In  ttl  modo  è  chiaro  ,  che  tutte  otterremo  k 
i-»  a  •  3..4>  j .  5  =  710  permutazioni  della 
y=^fix')(x)(x"'){jc''Xx)(x''r 

285.  Volendò  trasformare  l'Equazione  gene» 
rale  dei  sesto  grado^ 

(R)  ✓     A  ;rr-HB jr*  -4-C;r* -hD  jr» -+- E jr4- F  ==0 
in  un'  Etjuazione  di  nn  grado  <  5  ;  questa  non 
potrà  essere,  che  del  primo, o del  secondo  grado* 
Chiamata  y  V  incognita  della  Trasformata  ,  ve* 
desi  in  pri  no  luogo  ,  che  pel  nostro  intento  i  720 

vaioli  delia  y  =/\ *  )( *"       Xx"  )U'  )(  ) 

devo» 
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devono  essere  uguali  fra  loro  per  due  permuu* 
ziooi  semplici  entrambe  del  frtmo  genere ,  V  uoa 
£ra  cmqnei  e  V  altra  fra  sei  radici.  Per  iasecon* 
da  di  queste,  pemiittaztom ,  qualunque  ena  itaai , 
i  720  valori  della  >|f  ri  ridurraimo  immediacameii* 

te  ai  120  della  (  Tav.  FI),  ma  questi  per  la  per* 
niutazion  prima,  che  pel  (  N,^  26^)  posso  sem- 
pre supporre  espressa  dall'  fiqua^tooe  (  VII  )  ,  ri^ 
duconsi  ai  soli  24  della  prima  coloiiiM*  Dunque» 
acciocché  la  nostra  Trasformata  ria  di  un  gndo 
<  5  ,  converrà,  che  questi  24  valori  siano  tfa'lot 
ro  uguali  a  6  a.  6  ^  oad  8  ad  8,0  a  i2ai2, 
o  tutti  insieme.  Ora  qualunque  uguaglianza  esis« 
-te  fra  due»  o  più  degli  .accennati  24  valori  op« 
portuna  al  caso^  combisando  questa  <oUe  due  pie* 
cedenti  sempre  risultano  ^jnetti  24  valori ,  o  ugua« 
li  tuui  insicnne,  o  uguali  fra  loro  a  12  a  12 
(  N.®  271  ).  Dunque  la  y  non  porrà  avecCf  che 
uno»  o  due  valori  diversi,  e  però  ec. 

.  28^.  Supposta  Z  radice  della  -  M  =  o,  e 
funzione  delle  jt  ,  V  ,  ^  ,  x  %  x\  ;r",  U  M 
non  potrà  avere  nè  ere,  nè  quattro  soh'  valori  dif- 
ferenti  fra  loro;  imperciocché, se  ciò  fosse,  esiste- 
rebbe contro  del  (  N.°  285  )  una  Trasformata  deK 
k  (R)di  un  grado  terao » oppur  quarto •  Essa  M 
non  poò  avere  neppure  »  o  un  solo ,  o  due  soli 
valori  disuguali  :  perchè  altrimenti  in  amendue  que« 
sti  casi  divenendo  la  Z  una  funzione  tale  ,  che 
dovrebbe  non  cambiar  di  valore  ad  una  permu* 

iasione  composta  di  una  semplice  dei  fnm^  g§* 
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wfi  fra  cinque  radici  i  e  di  un'  alm  semplice  nel 

pntno  caso  lira  le  due  x  ,  x" ,  nel  secondo  fra  le 
rre  x\  x"  ^  r  '  (N.°  271  ),  replicato  prima  un 
discorso  simile  a  quello  dei  (  1.°  2.®  N.°  27;^  )  su 
del  riiulcaCD  1.^  nel  primo  caso  ,  su  del  4.''  nel 
secondo ,  e  replicato  in  seguito  il  raziocinio  del 
(N.*^  277  )>  ne  verrebbe  Z'  =  r'  =  Z"'  =  Z"=s 
Z'  — Z"  contro  del  (  N.°  199). 

287.  Cerca«;i,  se  è  po?;sibile  la  soluzione  della 
(  R)  dipendenremence  dalia  Trasformata  y'+j»y  +  m 
=  0  (N.'^  285  ). 
O  vorremo  dalle  due  radici  y  y  y"  dedurre  inif» 

^  !•    ^  *t  I  "  III  »V  V  \l  '  % 

tnediatamcme  le  ^  ,  a:  ,  jf  ,  r  y  x  ^  x  ,  cioè 
le  tre  prime  dalla  y' ,  le  altre  tre  dalia  y"  ;  op- 
pure vorremo  dedurle  mediatamente ,  ricavando 
prima  dalle  stesse  y ,  y"  il  valore  del  coefficiente 
M  nella  —  M  =  ò,od  il  valore  dei  coefficienti 
in  fltra  Equazione ,  di  cui  conoscasi  la  soluzione  » 
e  cfalle  radici  della  quale  Scippiansi  dedurre  le  ra- 
dici della  (  R  ).  Ma  nel  primo  caso  non  ess«^ndovi 
ragione  ,  per  cui  da  una  delle  y  ^  y"  9  per  esem* 
pio  dalla  y'  dipendano  piuttosto  tre  delle  x  ,  x" , 
x\  x"^  che  tre  altre;  nel  secondo  in 
conseguenza  del  (  N.**  prec.  )  avendo  ìuo^o  i  ra« 
ziocinii  dei  (  NJ  280,  281  y  282  )  5  e  perciò  non 
potendosi  dipendentemente  dalie  y  ,  y  ottenere  il 
yalofe  delia  M^nè  quello  di  altri  coefficienti  op- 

Crtuni:  ne  viene>  cne  dalle  Supposte  radici  del* 
Trasformata  non  potremo  nè  mediatamente ,  nè 
iauacduuaicnte  ottenere  il  valore  delle  radici 

o  o  della 


39^ 

delia  (R),  ^  però  ce.         ^  , 

288.  Se  la  Trasformata  in  y  si  volesse  otl 
prifrfo,  ovvero  del  quinto  ,  o  del  sesto  grado;  tre- 
veremiso  attor  pure,  come  nel  (  283  ),  essere 
col  suo  meaao  impossibile  la  soluzione  della  (R> 

289.  Proposta  un'Equaziou  generale  del  set- 
timo ,  o  deli'  ottavo  ,  ec.  grado,  è  facile  avvcdersf , 
che  su  di  esso  si  applica  sempre,  e  nella  maniera 
medc^iraf,^ quanto  è  stato  detto,  e  concluso  nei 
(      t8o ,  281  ,  281,  283  ,  285 ,  2S6,  287 ,  288). 

290.  La  soluzione  algcbraica  di  uo*  Equazioa 
generale  di  un  grado  qualunque  maggiore  del  quar- 
fio  è  impossibile  . 

Questo  Teorema  non  è  che  una  chiara  conse- 
guenza dei  (  N.*  277,  241,255,276,  280,283, 

28J,  I87,  288,  289).         .  .    .    •       ,  . 

291.  E*  vero  essere  impossibile  m  generale  B 
soluzione  deUe  Equazioni  di  grado  ;>4  (  N.  prec.)> 
ma  non  è  questo  già  vero  in  varj  casi  particola- 
ri.^ I  precedenti  discorsi  suppongono  cssenzialmcnie, 
che  leMf',  x^'yx"  y  ec.  abbiano  un  valore  qua- 
lunque, e  prescindono  totalmente  da  qualsivoglia 
rapporto  particolare  frajoro.  Ma  se  alcuni  dei 
valori  della  ^  =/(  )(  x^"  )(  x"' )....(  x^-))  sono 
fra  loro  uguali  non  per  la  forma  della  funzione  9 
ma  per  un  valore  particolare ,  o  per  un  partico^ 
lare  rapporto  delle  x' ,  x'\  x"  ,  ce.  (  N.^  91 

in  allora  non  avranno  più  luogo  neppure  i  mio» 
cinii  dei  (N.'prcc/'),  e  potrà  perciò  darsi  benis- 
simo ,  che  la  data  sia  risolubile .  Inoltre  quantun- 
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quc  sia  impossibile  l' esatta  soluzion  generale  dcU 
h  nostra  Equazione,  pure  porremo  sempre  aver 
questa  per  approssimaEione ,  accostandoci  ai  veri 
valori  delle  radici  quanto  vogliamo* 

Nei  Capi  V  che  seguono  9  considereremo  primo  i 
principali  casi  parricolari ,  in  cui  le  Equazioni  am« 
mettono  soluzione  esatra  ;  secondo  esporremo  il 
metodo,  onde  avere  per  approssiulaziaae  in  qua« 
lunque  caso  la  soluzion  della  data. 


CAPO  DEClMOQUARTO. 

Dei  modo  di  rifronìare  i^^ttori  raz,io»aJi 
»na  Ja$a  Eqmz:ionf  algobràha 
.   'dctermma$a  • 

n*  Equazione  al^ebrafca  determinata  pri- 
va del  coefficiente  del  primo  termine ,  e  avente 
farti  gii  altri  coefficienti  interi  ^  e  razionali  -  non 
potrà  «vere  giammai  per  radice  una  frazione  rt* 
zionale . 

(D)  Siano  nella  x"^ -\-  K  x'^'^-^B  x^^-V-  ec.-f- V  =  o 
tutti  I  coefficienti  A,  B,  C,  ec.  tanti  numeri  interi, 
e  razionali  9  e  siat  se  è  possibile  »  radice  di  que« 

sta  Equazione  la  frazione  razionale  ^  y  che  suppor* 

remo  ridotta  ai  minimi  termini;  sostituita  invece 
della  X  questa  quantità,  dovrà  essere 

002 
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^  ^-  — '      -H  ce.  =  o ,  e  quindi  moItipli« 

caodo  tutta  1'  Equazione^  j^r  f*''  »  e  traspai:taa;« 
do;  avremo* 

CI  =  —  (  A ^"-^  4-  B j .4-  C£»-5  ^*  4-  ec.  )  • 

Ma  questo  è  un  assurdo,  poiché,  se  ciò  fosse  t 
ne  verrebbe,  uu,  rotto,  uguale,  ad.  un,  intero.  Dun- 
que ec.. 

zp  j .  Se  sia^  ùL.  radice  razionale  della  precedei!* 
te  ( D) 9^ dovrk.  essere  -  un  numero. intero jt  e  ri« 

zionale. 

Essendo  ia  V  uguale  al.  prodotto  dì  tutte  le  ra» 
dici  della  (  D  )  preso,  col  proprìo.segno ,  o  col  se« 
gno  contrariOy.sarà  esso,  divisibile  esattamente  per 

a;  ma  essendo  oc  un  numero  razionale,  esser  de* 
ve.  anche,  intero.  (N.*^prcc.j  •  Dunque  tale  dovrà 

essere,  anche  il  quoto  ^. 

(  C  )       a  94.  Propost»,  la  F        G  ;r-^«  +  H  ar^*  + 
ec.  =  o ,  in  cai  i  coefficienti  F ,  G ,  H  siano  tut« 

ti  numeri  interi,  e  razionali ,  determinare  ,  se  essa 
abbia  ^deiie.  radici  razionali  »  e  quali,  queste  sianot 

Fatto  x       X.  riducasi  pel  C  N.*  8  j  )^  la  nostra 

(  C  )  all'  altra  fl&*4-  A  «^""-^H-  B  »"^Hr  ecH-  V  =  o , 

in  CUI  il  coefficiente  del  primo  termine  sia  V  uni- 
tà ,  e  gli  altri  A  ,  B ,  ec. ,  V  siano  tutti  numeri 

inceri;  in  seguito  si  cerchino  tutti  ì  fattori  razio* 

nali 
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nali  dell*  oWnio  teimiiie  V  della  Trasfermata  ;  que- 
sti presi  sì  positivi ,  che  negativi  sosrituiscansi  sue» 
ccssivamente  in  luogo  della  ss,  c  veggasi  fra  essi 
^uaii  sono  quei ,  che  fanno  verificare  simile  Equa* 
zione :  supposto  che  c^^fiy  y  >  ec. siano  i  £irtori 
della  V,  che;  soddisfanno  a  tal.  condizione ,  essi, 
saranno  già  tutte,  le  radici,  razitonali  dell'  Equazio* 

ne  ia  «.(N.^  prec.};,  nia  abbiamo  x=  y^dun* 

que  «l-,  ec.  saranno  *  tutte,  lè  radici  ra- 

zionali della  data  (C).Cbe  se  nessuno  dei  fatto* 
ri,  della  V.  rende  «*H- A  a'^*  +  B«'^»4-ec.  ugua^ 

le  alio  zero ,  tale  Equazione ,  e  perciò  ¥  Equazion 
data  non  potrà  in  tal  caso  avere  alcuna,  radice  ra« 
ationale  (  N.*  292  ). 

Se  sia  F  =  I  f  per  la  soluzione  de!  nòstro  Pro- 
blema basterà  ritrovare  tutti  i  fattori  dell'  ultimo 
termine  della. data  (C)V  sostituire  questi  in  luo- 
go della  x  ^  t  quelli  fra.  essi ,  che.  renderanno  la 
(C)  =  o,  saran  le  radici  richieste.. 

Sia  per.  esempio.       —  2.^  x"^  -i-  25^  —  <5=.o 

r  Equazione. data V  Suppongo  ^^-^ ,  sostituisco ,  t 

risultami  1*  Equazione. «^^^  23  »*  +1 50  «  -  i  iS =0; 
pongo  successivamente,  in  •  luoga  della  »  i  fattori 
del  2 16  .  Ora  ftZ]  questi  tfovo>, che.  i  tre  2  ^  p  > 
12  fanno  verificare.  T  Equazione,  in  x  ;  dunque  le 

radici  della  data  saranno    ^    ^  y  » 
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*  —  £—  ?      — li  — 

295»  Abbiasi  V  Equazione  di  quarto  grado 
(/)  x*  +  AjH-f-Bjr*4-Cx-4-V=o  avente  i  coefr 
denti  tutti  numen  intea»  «  sia  «  una  delle  sue 

y 

radici  razionali  t  Essendo  ù  »  ^  che  — =:  a  nume- 
oc 

V 

ri  interi  (N.^  25^2,  293  ),  pongasi  —         e  si 

sostituisca  nella  (  J  )  «  in  luogo  della  x  ^  ed  «  4 

in  luogo  di  V;  avremo  perciò      H- A      4-  B 
'-hCx'\-  aot  =  o  e  quindi  dividendo  per 
«3  -f.  A  at*  -hBac-^  Ch-ì7  -  o  ,  ossia  C-4-4=  — 
(*^+A )•  Dividasi  di  nuovo  questo  ri» 

sulcato  per    ne  verrà  •■^^  ^'^(«•H-A^  +  B); 

ora  il  secondo  membro  di  questa  Equazione  è  un 
numero  intero  dunque  jale  dovrà  essere  anche 
il  primo ,  e  però  C  +  a  sarà  divisibile  esattamen* 

co  per  «.  Suppongo  pertanto  ^  =  t^  sostituó* 


te^  ^ 


,  i  avremo  b:=  —  {oc*     Aix^B\  ^  ovvero 
B  -+-€=:  -<«*4-A«),  e  dividendo  per 

— ~=:-^  (<K-f- A  ):  in  questo  ultimo  risaltato 
«  ^  A  è  i|a.  nucuero  ÌQtero  ,  tale  dovendo  adun- 
que  essere  anche        ,  la  quantità  B  -H  i  dovrà 

risultare  divisibile  esattajnente  per     supposto  per* 

ciò 
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ciò  — = r,  sostituendo  otteixemo  r  =  — (     A  ), 


€  finalmente 

(X, 

Da  tutto  questo  si  veje,che  se  x  è  radice ni« 
sonale  della  (/)  »  dovrà  essa  dividere  esattamen* 
te  non  solo  T  ultimò  termine  V  ^  ma  ancora  le 
quantità  CH-  é ,  B  -h  A  -h  r,  essendo  ^a^h^c.^t 
tutti  i  successivi  quoti,  che  risuitano  da  simili  di- 
visioni. Ora  questo  discorso  si  applica  egualmen- 
te ad  un*  Equazione  qualunque.  Dunque  in  gc*» 
nerale  essendo  oc  radice  razionale  della 


T   +  V  =  o  ,  ritenuto  che  sia  -  =  4,— ^  , 

oc  ut 

==  ^  9    ^    =  1/  ec. ,  tutte  queste  quantità 

^i^9  c^dytc,  saranno  tanti  numeri  interine  pe« 
rò  «  dividerà  esattamente  l'ultimo  termine  V,  la 
iomma^  del-  quoto  a  col  coefficiente  T  del  penaU 
timo  termine ,  il  risulrato ,  che  si  à-  unendo  snsie- 
ine  il  quoziente  ^,e  il  coefficiente  S  del  termine 
antepcnuinmo ,  c  così  di  seguito;  onde  in  gene- 
rale oc  dovrà  essere  un  divisore  esatto  di  ciascun 
coefficiente  delia  data  sommato  col  quoto  della  di* 
vtsioQ^  precedente  instituita  nella  esposta  maniera, 
e  il  quoto  finalmente  deir  ultima  divistone  dovrà 
essere  =  — i . 

Se  r  Equazione  data  sia  la  (C),  ed  ot  sia  sua 
ladice  intera  9  e  li^uondc^  tacce  si  verificheranno 

le  dio 
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le  divisioni  ora  accennate»  e  dall'  ultima  soltajitfi 
invece  di  orrencrc  il  quoto  - 1  otterremo  T  altro- F. 

igó.  Un  metodo  quindi  si  deduce  elegante, 
e  spedito  ,  onde  determinare  quei  numeri ,  che  set» 
vono  di  radici  razionali  alla  data  Equazione. 

Se  i  fattori  dell'  ultimo  termine  non  sono  mol« 
ti  y  nè  molto  elevati  di  valore  »  servendoci  delia 
strada  del  (  N.^  294  )  ,  potrem09  sostituendo  cias* 
cun  d*  essi  in  luogo  della  incognita  ,  osservare ,  qua* 

li  sono  quelli-j  Che  tinno  venficare  la  Equazione  , 
e  C05Ì  trovare  le  radici  cercate:  ma  se  tali  fattoci 
sono  molti,  e  molto  elevati ,  riuscendo  allora  que- 
sto metodo  di  sostituzione  incomodo  troppo  ^  c 
troppo  prolisso^^si  suol  piuttosto  far  ricorso  al  se* 
guente* 

Deternìtnati  tutti  i  fattori  dell*  ultimo  termine , 
scrivansi  questi  in  una  riga  sotto  V  Equazione  da« 
ta  ,  prendendoli  sì  positivamente ,  che  negativamen* 
te;  dividasi  in  seguito  per  ciascuno  di  essi  1'  ul« 
timo  termine,  e  i  quoti  ,  che  ne  provengono ,  seri* 
vansi  in  una  seconda  fila  »  è  questi  poi  sommati 
col  coefficiente  del  penultimo}  termine  ^  si  ponga^ 
no  in  una  terza  sotto  i  divisori  corrispondenti  • 
Ciascuno  di  questi  risultati  di  vidasi  allora  per  quei 
fattore,  che  gli  appartiene;  se  la  divisione  non 
riesce  esatta,  segno  si  è,  che  un  tal  fattore  noa 
può  essere  radice  della  data  (N.^  zpj  perciò 
si  trascura  9  scrivendosi  poi  i  quoti  ^  che-proven» 
gono  esatti  in  una  quaru  riga  in  corrispondenza 
dei  proprii  divisori  :  posti  inulcre  in  una  quinta  i 

lisul- 
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risultati,  che  sJ  l^niio^  tineiido  questi  quozienti 
col  coefficiente  del  termine anttpcnuJnmo,  dividali- 
si  essi  nel  modo  medesimo  pei  fattori  corrispon» 
denti ,  e  trascurati  quelli  tra  questi  fattori ,  che 
prodiicooa  una  divisione  inesatta^  -scrivansi  nel 
modo  istesso  di  prima  in  una  sesta  riga  i  quozien- 
ti, che  riescono  esattile  ciò  per  proseguire  ,  co- 
me precedenremenre,  la  operazione  ,  la  quale  si 
continui  sempre  in  egual  maniera ,  (ìnchè  si  giun- 
-ga  al  coefl^ciente  del  secondo  termine^  e  io  allo- 
ra quei  -quozienti^  che  risulteranno  ,  -sei' 
Equazione  data  sia  la  (  D  ) ,  ed  =  — 1*»  se  la  da» 
ta  sia  la  (  C  ),  dimostreranno, xhe  i  divisori  cor- 
rispondenti sono  alirettanre  radici  intere  della  (G), 
e  razionali  della  (D)  (  N.®  295  ) ,  e  fuor  di  quc- 
Mt  la  nostra  Equazione  non  ne  potr^  aver  altre  • 
\  297.  Vogiiansi  per -esempio  tutte  letadict  ra* 
aionah  della  -  j  ;jf*  —  4 -h  lue*  -4-j or- 9= ©• 
Ritrovati  nutri  i  fattori  del  9,  li  scrivo  sorto 
deir  Equazione  darà  in  (  77) ,  prendendoli  sì  po- 
siti vameoie,  che  negativamente  9  ciò  fatto  divido 
il  tarmine  9- per  .ciascheduno  di  questi  fattori;  e 
dfspoDgp  ì  quoti  —  9 ,  —  3  5  —  1 9  ec-  in  ìina  sc« 
Conda  riga  in  corrispondenza  de'  proprii  divisori. 
Sommo  in  seguirò  ciascuno  di  questi  coefficienti 
col  coefficiente  3  del  penultimo  termine,  e  scrit* 
ti  i  risultati  — <J  ,  o  ,  '2  ,  *ec»  in  una  terza  riga, 
li  divido  pei  fattori  corrispondenti ,  onde  avere  i 
quozienti  ^,  o ,  ec,  che  pongo  in  una  quarta 
filai  <iuivi  vedendosi ,  che  i  numeri  2,4  non  so- 

p  p  ^       no  di« 


no  dtviftbili  pei  littori  corrispondenri  p  ,  con- 
ci ado  ,  che  tali  fattori  non  ponno  esser  radici  del« 
la  data,  e  perciò  li  trascuro.  Seguendo  a  tenec 
conto  de^Iì  altri,  onisco  i  numeri  —5,  o,  ec. 
col  coefficiente  it  deir  antepenultimo  termine; 
colloco  1  risultati  <5 ,  12,  ec*  in  una  quinta  fila  ; 
divido  questi  pei  fattori  corrispondenti  i  e  trascu* 
rato  il  IO,  la  cui  divistone  per  j  è  inesatta,  poiH 
go  in  una  sesta  riga  i  quoti  ^,4,  ec.  ;  aggiunto 
a  ciascuno  di  questi  il  coefiSciente  —  4  del  terrai» 
ne  — 4  >  colloco  in  una  settima  i  numeri  2  , 
Or  ec. yche  ne  risultano/ instituisoo  su  questi  ul« 
timi  la  soiita*  divisione;  ai  quozienti  2 ,  o ,  ec. , 
che  provengono,  e  che  scrivo  in  una  ottava  fiia, 
onisco  il  coefficiente  3.  del  secondo- termine;  divi» 
do  i  risultati  —  1,-^1  ec  già  scritti  in  una  nona 
riga  pei  rispettivi  fattori  ,  e  veggendo  finalmente, 
che  dalla  divisione  dei  tre  fattori  i,  3,— i  risulta 
il  quoziente  ,  concludo  pel  (  N»f  $  )»  che  questi 
fattori  sono  tutti  e  tre  radici  razionali  della  data  • 


3^- 

4jr*  +  iajc'-f'3>;r- 

-9  =  0 
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Sr^S.  Oetefimotte  (N.^  prec.  )  le  radici 
xazionali^a  da»  (C),  (D),  chiamate  queste 

(^j  y>ec,e  sottratta  dalla  .v,  i  binomi  «, 
X  -  /5 ,  ^  —  y,  ec,  che  ne  risultano,  non  saran* 
no ,  che  i  fattori  razionali  delig  data  Equazione  • 
igg.  Trovare  i  fattori  itsMOiiali  di  secondo 
grado  della  data  Equazione  ». 

Dividati  il  primo  membro  della  nostra  Equazio- 
ne per  un  fattore  di  secondo  grado  v»  4-  ^    +  ^ , 
i  cui  coeflScienti  /;  ,  ù  siano  indeterminati .  Eseguen-  ^ 
do  simile  operazione ,  è  chiaro  ,  che  giungeremo 
jiaJmenre  ad  un  residuo  ,  in,  cui  la  ir  non  monte» 
rà,  che  al  primo  grado ,  e  sarà  esso  della  forma 
M  *     N  ,  essendo  M  ,  N  funzioni  delle  a  ,  i  • 
Se  questo  residuo  indipendentemente  dalla  x  sia 
tignale  allo  zero,  in  allora  sarà  x^^ax     i  un 
fattore  esatto  del  supposto  primo  membro,  e  lo 
dividerà  quindi  esattamente  ,  ogniqualvolta  le  quan- 
tità   ,  b  vengano  determinate  per  modo,  che  ab» 
biasi  M=  o  ,  N=:  o»  Sia  il  nostro  £ittore  razio« 
naie,  e  siano  perciò  razionali  i  due  concienti 

bj  a£5ne  di  determinarli  formo  le  due  Equa* 
aionf  M  =0  ,  N= o  ;  elimino  da  queste  la  h  ^  cer- 
co da  quella,  che  nasce,  i  valori  razionali  di  a 
(N/  294,  196);  sostituisco  questi  già  ottenuti 
in  una  delie  due  M  =  o,.N  =  o,  onde  avere  nel» 
la  stessa  maniera  i  corrispondenti  valori  razionali 
di  ^  ^  e  si  gli  uni ,  cbe  gli  akri  sostituiti  oppor* 
tunamente  nella  supposta  quantità  xi^^sx^b 
tutti  ci  daranno  i  fattori  razionali  di  secondo  gra- 
do richiesti .  P  P  *  300- 
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.  joo.  Dati  M  «d  esempio  1*  Equazione 
—     _  ^x^—      —  3d=o..  Instituiu,  U 
visione  di  questf  pel  trinomio  e 

giunti  al  residuo  (  2  +  3 -+-9*^**  )• 
X  +{b^  -i-^b  —a*h  —  a.l^—'^(^)  9  dovendo  que* 
sto  essere  uguale  allo  zero  indiptndenremente  dal» 
la  suppongo  iab--{-B~  ^  -{-^a  —  a^  —a^  =  o, 
^  ^gk^  41  fc—  36=     Dalla  prima  di  quc* 

ite  Equazioni  avremo  »  ~  mhPI  *^ 

la  seconda  4'  -  (  4*  -4-^  —  9  )  * — }6  =  o ,  owe» 
ro  facendo  per.  semplicità  9  avremo 

t    1L±-1'  j»— ,^,=  0::  sciolgo  r  uhinui 
a>i-t-i 

di  queste.  Equaeioni;:  avujto^  il  valore: 

f  =  L:ìi       —  +  36  ) fòrmo-  V  Equazione 

2.     *  ^  '  4,  ■ 

^±1/ (  £V  jtf  )  =         j  tolgo.  d«  questt.le 

frazioni  ».e  L  radicali  ;  sostituisco  in  luo^o  della  p 
il  suo.  vttorey^e  otunò  fìnaimente  ì'  Equazione 


Ora  da  questa,  cot  metodo  dei  (•  N.^-  294 , 196  )  ri- 
trovo ,^che  la  a  ÌLI  due  valóri  razionali  o,  -  i»  e 

questi  sostituiti!  nella  ^.  =  ^  ^       «  dan- 

no coruspondentemente  ^    3  12  .  Dun- 

que riposti: sueccsstvameme  nel  fattore sx 
i  numeri  09.— r  in  luogo  della  a^t  i  numeri  ^, 
—  la  in  luogo  delb  i  otterremo  le  due  quantità 

ar*  -Ir 
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jp*-f-  } ,  JP*"—  -  i«  ,  le  quali  illtiino  due  fat« 
lari  esarti  razionali  delia  data. 

gor.  DetenTìinare  i  fattori  razionali  di  tttM^ 
{rado  della  data  (D}«. 

St  divida-  il  primo*  membfo  della  ( O)  pel  qnai*- 
driaomio  Jir«'-h#jr*-+  tx-hc  y  i  coi  co^Sdenti  0^ 
f,.  r  siano  da  determina r«;i  ;  il  residuo  delia  divi» 
rione  sarà  della  forma  M  r*     N  jr-f-P  ,  e  se  que- 
sto indipendentemente  dalia  x  si  ridurrà  allo  ze« 
ro,  il  supposto.  quadriDomio  sari,  un  fattore  esat> 
to  di  terzo  grado   fattor  rasionalè  ^.meiicre.  sianO' 
rtziotiàli  i  coeificiemi      ù\  e  ,  Suppofigliiamo- 
M  =  o,.  N  =  o  ,  P  =  o  ,  coi.  niezzQ  della  elimina- 
zione riduca nsi  queste  tre  Equazioni:ad  una  ,  in  cui 
non  esista  i  he  la  soia  a  ;  ottenuti*  da  questa  me- 
diante* i.  (.H>  294>.296  )  i  valori.'  razionali,  di  es» 
ta  jfr,  sostìtuiscansi.  successivamente  nellealtre»  on*-- 
de  abbiami V  come-  nel,  (  N.^'prec.  ) ,    valori  cor* 
rispondenti  di       e  di  fjse  questi  si  trovano  ra« 
zinnali^  come  razionali  si  sono  supposti  i  valori 
della       la  (O)  avrà  altrettanti  fattori  razionali 
di  terzo  grado», e  gli  avremo,  con  questo  metodo 
determinati*. 

J02.  La  strada,  tenuta  presentemente  è  affat* 
to  la  stessa,  che  quJia  del  (  N.®  299  )  per  la  ri- 
cerca dei  fattori,  razionali: di.  sevoodO'  grado,  e 
questa  medesima  deve*  egualmente  tenersi  nella  de« 
terminazione-  dei  fattori:  razionali?  del  quano  ».  del 
quinto,  ec.  grado  :  supponendo  difatti  uguale  allo 
zero  ciascufìo  dei  cotffiaeati  del  residuo  »  vedesi, 

che 


302 

che  aviemo  -tante  Equtzioiii  i  quanti  sono  i  coefiì* 
cicnti  indetenniiiati  del  supposto  Éittore,  ed  opc- 
rando  perciò  y  come  prccedememente  9  determiiiece^ 

mo,  mentre  esistono,  i  valori  comoiensurabilì  di 

tali  coefficienti. 

303.  Sonovi  dei  casi  particolari ,  ne*  quali  il 
metodo ,  onde  determinare  i  fattori  razionali ,  ri- 
esce molto  più  sempUce  del  metodo  generale  con» 
siderato  fin  ora  :  tali  sono  quelle  Equazioni  ^  cke 
andremo  -considerando  presentemente  • 

304.  Ridotta,  come  nei  (  N.^  ^o,  6i),U  (D) 
alla  WJC— '  +  (w  -  i)  Ax'^^'i'im—  i)B  x*^ 
-^ec.  =  0,  se  la  prima  di  queste  Equazioni  à  un 
numero  f  di  radici  =:  «  »  la  seconda  avrà  un  au« 
mero  ^—1  di  simili  radici 

Supposte  uguaU  fra  loro  le  f  radici 
ec.  w ,  poiché  pel  (       60  )  abbiamo 
i«        +  (  I»  -  I  )  A  fle»-*-!- ( «r  —  2  ) B «•-5  ec. 

—  —  7  )  .  ^  ^  )  •  •  •  •  »  poiché  i  fatrori 
cù—^y^-yyX  -  ec.  oi  —  IT  sono  evidentemen- 
te di  numero  /  ~  i^e  poiché  nella  nostra  ipote« 
^  per  ciascuno  di  questi  fattori  la  quantità 

diventa  =  zero  ;  quindi  ne  segue  chiaramente  ^ 

che  la  m  AT'"-^'  -f-  (tw  —  I  )  A        -f  (  i«  -  2)  B  jt*-* 
+  ec.     o  avrà  un  numero  p  —  i  ài  radici  =a. 
^05.  Se  la  (D)  non  à  che  una  sola  radice 

H-ec«  =  o  non  ne  avrà  veruna  =  «. 

306.  Supposte  nuovamente  le  quantità 


/ 
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y,  ^  ycc.  differenti  tri  loro,  se  la  (D)  k  un  nu* 
mero  p  di  radici  <^yun  numero  ^  di  radici  zrj!?  , 
un  numero  r  dì  radici  =:y  ,  ec.  ed  à  le  radici 
p,  ,  T,  €0.  replicate  una  volta  sola  ,  sarà  essa 
spezzabile  in  tre  fattori  razionali ,  il  primo  dei  qua* 
li  sarà         -«)^«(jr 7)-».. 

il  secondo  =:(r —  e  il 

terzo  =:(jf-p)(Af-<rXJ^f  —  T).... 

Ridotta  la  (  D  )  alla 
m  x'^-'  4-  (    —  I  )  A  (iw—  2)  B       4-  ec. 

:=  o  9  questa  ultima  Equazione  non  avendo  alcuna 
ladice  uguale  alla*  quantità  p  5  cr,  r^9c.^M  avrà- 
un  numero  /- —  1  uguali  ad  « ,  ^  ^  i  uguali  alla 
fi  ^—i  uguali  alla  y,ec.:  dunque  se  troveremo 
il  massimo  comun  divisore  tra  i  due  primi  mem« 
bri  a:*  ^  A  JT"— ^4-  B  x^-^  ^  ec. , 
ss^'-f-Cw  —  I  )  A^r^-^  +  C^  — a)Bjr*-*  +-ec. 
sarà  esso  =  (  jc (  T  -  iJ  (;f y  ... , 
e  se  per  questo  divideremo  il  primo  membro 

-f-  A  y»^»  -f-  B  jf"-»  -f-  ec. ,  il  quoto ,  che  ne 
viene,  conterrà  tutte  le  radici  ,  ^  ,  y ,  ec. ,  p, 
^ ,  T ,  ec.  replicate  ciascuna  una  volta  sola  .  Sup* 
ponghiamo  (;r-«y-"'(jp— jS      (  ;r — y  . 

—  it^  y         =X  y-e  oercnisi  il  mas* 

Simo  comun  divisore  tra  le  due  quantità  X^X'; 
chiamato  questo  X";  poiché  abbiamo^ 

ce,  sarà  X"  ;=(;r-«X  jr— yXjTT-^)....,  e 

Sttp« 


supposto  finalmente  otterremo 

X'' =  (;r  — p       — ff)(Af  — T  )  Ora  le  tre 

quantidi  X,  X",-X'"  esiendosi  ricavate  dalle 
jtT  H- Ajr"'"4-B*"-*  +  ec.  t  «r  (  «r  —  i  ) 

-4- ec.  con  tante  successive  divisioni ,  non 

nonno  che  essere  razionali  ,  e  inoltre  il  loro  pro« 
dotto  X  X"  X'"  risulta  y  (r-  fi  ;f  )' 

B       H-  ec.  Banque 
^07.  Dunque  se  la  data  (D)  contiene  delle 

radici  uguali ,  porrà  sempre  spezzarsi  nei  tre  f^tto* 
ri  nzion  ili  X»  X"  »  X'"  eoa  le  semplici  divisio- 
ni (  N,^  prec  )  e  perciò  in  un  moia  molto  pili 
semplice  dell'  accennato  nei  (  N  ^  198  ,  299 ,  joi , 
J02).  Inoltre  se 'saprem3  risolvere  le  Bquastoni 
X"=ó,  X'"  =  o,  la  prima  di  eise'ci  darà  le  lar- 
dici u<ruali)  e  la  secoaia  le  disuguali  della  pro« 
posta  C  O  ) . 

308.  ShiJr^  — 4JrJ+8jc'»— 4^i  — li  + 
244r^i8  =  o  l*  Equazione  proposta,  in  cui  vo» 
gliasi  determinare  9  se  abbianvi  delle  radici  eguali  1 
e  quali  esse  siano;  ridotta  perciò  tale  Equazione 
air  altra  6a:^  —  20^^  +  32  at^  —  22^-^24  r^o, 
cerco  tra  i  loro  primi  membri  il  massimo  comu* 
pe  divisore:  ora  colla  nota  operazione  troviamo 
èsser  questo,  jr*  --2  x+3  »  quantità  corrisponden* 
te  alla  X  del  (  N.^  ^06);  dunque  diremo  ,  chela 
data  à  benissimo  delle  radici  uguali  ,  e  però  di» 
riso  li  SUO  pnoio  membro  per  X 9  avremo  il  quo* 

tu 
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to  jr^  2;rJ-f-5*-4-4  — ^  =  X  (N.o  gcx?)  Cer* 
co  nuova tT! ente  il  massimo  divisor  comune  fra  le 
quantità  X  X' ,  e  trovandosi  esser  questo  — > 
aje  H-^^y,  formo,  e  sciolgo  1'  Equazione 
^ — ix-\-^  =o;  ma  da  questa  abbiamo  i  due 
valori  Af  I  -\-y/  —  2  ,  =  i  —  ^ —  2  ;  dunque  , 
giacché  il  prodorro  X  X"  accende  al  quarto  grado» 
vedesi  pel  (  ciu°  N.^  306) ,  che  ladatadovtà  ave* 
te  due  radici  =  i-l-/— a  »ed  altre  due  s  i-v'— 2. 
Affine  poi  di  determinare  le  radici  disuguali ,  di« 
vido  X'  per  X"  ;  e  poiché  ne  risulta  il  quoto 
jr*  — 2  =  X"  ,tali  radici  disuguali  saranno  Je  due 
2j  — V  2.  Da  tutto  questo  finalmente  appa- 
risce essere  stato  il.  primo  membro  della  propo&ca 
spezzato  nei  tre  fattori  razionali  X=jr*  —  iX'^t^ 
X'=x»-2Jr+3,X'  =x»--a^ 

Abbiano  le  due  quantità  intere ,  e  razio* 
nali  A  ,  B  il  massimo  comun  divisore  K;  se  mol- 
tiplicheremo una  di  queste  ,  per  esempio  la  B  per 
un  numero  p  primo  all'  altra  A  >  e  in  seguito  se 
ne  faremo  la  somma  ^  il  risultato  A+/B,  avr^ 
con  ciascuna  delle  A  ^  B  lo  stesso  massimo  divisoc 
comune  K« 

Che  il  numero  K  sta  divisor  comune  delle 

quantità  A  +  A,B,ciò  e  evidente  ;  che  poi 

5ia  divisor  massimo  fra  due  qualunque  di  tali  ouan- 
fità  9  lo  conosceremo  facilmente  dall'  osservare  y 
che,  se  ciò  si  negasse,  e  si  volesse  una  quanti- 
tà/>  K  divisor  comune  diA+zB^ediA^ 
cosicché  si  avesse  A4-/B=/r,  A=://sosti« 

q  q  tuen* 
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tuendo  ne  verrebbe  //-HpB=^/r,  e  perciò 
^B=:/(r— /);ina  il  numero  p  essenda  primo 
ad  A ,  deve  esser  primo  anche  ad  /;  dunque  es- 
sendo la  quantità  fBà:f(r^f)  divisibile  esat- 
tamente per  /  9  non  potrà  per  questa  /  essere 
divisibile  ,  che  Ja  B;  e  perciò  le  due  quantità 
A  5  B  avrebbero  per  loro  massima  misura  co- 
mune non  più  K,  ma/>K;  il  che  è  contro  la 
supposizione  •  Con  più  semplice  raziocinio  si  ve- 
de  ancora  essere  la  K  divtsor  comune  più  grande 
delle  quantità  A  -4-  ^  B ,  B . 

^lo.  Se  tre,  quartra  ,  ec.  fossero  le  quanti, 
tà  intere  ,  e  razionaJj  A  ,  B  ,  C ,  ec.  aventi  K  per 
loro  massimo  comune  divisore  »  e  la  seconda  di 
esse  si  inolttpUcasse  per  un  numero  f ,  la  ter- 
za per  un  numero  f»  ec.  tutti  primi  ad  A;  nel 
modo  istesso  si  dimostra  »  che  il  medesimo  nu« 
mero  K  sarà  massimo  comun  divisore  delie  quan- 
tità A-4-/B-f-^C-4-ec.  A  ,  B  ,  ec.  insieme  con» 
siderate  ,  o  a  tre  a  tre  ,  o  a  quattro  a  quattro  ^ 
ec.  secondo  che  tre^  quattro >ec.  erano  le  quan* 
tità  date  A  f  B ,  C  ec. 

3 XI-  Se  nel  (N-*  go^)  supponghismo/=  i, 
bd  =  —  I  5  ne  verranno  i  due  risultati  A  -h  B  , 
A  —  B  ,  ciascuno  di  questi  avrh  pel  (  cit.  N.®  ^09  ) 
con  le  quantità  A,  B  lo  stesso  massimo  divisoc 
comune  K» 

a.®  Supponendo  nel  (  N.^  prec.  )  ,  che  tre  sfa* 
no  le  quantità  datele  che  /  ci  esprima  una  qua^ 
lunque  delle  radici  cubiche  dell*  unità  ,e  sia  f  ^ 
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(N.*  199  )  »  è  chiaro  »  cbe  nella  ipotesi  di  A  quan- 
tità razionale  il  risultato  A  -h^  B  +  ^*  C  avrà  con 
due  qualsivogliano  delle  A,B,  C  lo  stesso  K  per 
massima  comune  misura  . 

|.^Se  quattro  siano  le  date  A^B^CjD,  se 
la  .prima  fra  loro  sia  razionale  ,  e  se  i  numeri  f  ^ 
f  ^  f  tutte  ci  esprimano  le  radici  quarte  dell'  u- 
nirà  (  N.*  199  )  \  vedremo  in  egual  modo  pel  (  N  • 
310  ),  che  K  sarà  il  più  grande  divisor  conine 
fra  il  risukaro  A  -f  B  -f  ^*  C  4-^^  D  ,  e  tre  quali 
si  vogliono  delle  quantità  A  >B,C,D.Lo  stes- 
so si  dice  nella  supposizione ,  che  cinque  ^  sei  ec.: 
siano  le  quantità  date. 

311.  Supposto  A'4-B  =  ii,  A  — B=*,  de- 
terminare il  massimo  comun  divisore  fra  le  due 
quantità  , 

11  più  grande  divisor  comune  richTesto  sarà  lo 
stesso  ,  che  quello  esistente  fra  le  quantità  a-\'h 
(  I.*  N»®  311  ) ,  ma  essendo  K  la  massima  comune 
misura  tra  A  -h  B ,  ed  A  (  cit.**  N.®  3 1 1  )  ,  ed  es- 
sendo A+B  =  tf,  2  A  =  4S4-Ì9  vedesi,  che  se 

-LT_  =i  —  risulta  numero  pari,  allora- il  massi* 

mo  comun  divisore  tra  A      B  ,  e  2  A  ,  ossia  tra 
ed  4  +  i  diviene  2  K,  e  resta  lo  stesso  K^se 

*  "L  -  =:  -rr-  risulta  numero  dispari .  Dunque  anche 

il  massimo  divisor  comune  tra  4 ,  e  i  sarà  2 

oppur  K  I  secondo  che  ^  uguaglia  un  numero 

qq  2  pa» 
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pari  f  od  un  numero  dispari  • 

313.  Attribuito  alla  /  (     N.*  3 11  )  il  valore 

"^^"^^  >  determinare  il  più  grande  divisor 
comune  fra  le  tre  quantità  A -h  B  4- C  ,  A B 

Prima  di  procedere  a  simile  dimostrazione  ^ 
osservo ,  che  il  massimo  divisor  comune  fra  le  tre 
quantità  A ,  A  -f*  B  +  C,  A4-/  B-+-  C  esser  de» 
ve  lo  stesso  K  esistente  fra  le  tre  A  ,  B ,  C ,  e  per- 
ciò fra  le  A ,  B ,  A  -h  B4-  C  (  3  IO  )  :  e"  difatti 
se  ciò  si  nega,  volendoci  per  massima  comune  mi- 
sura delle  esposte  ire  quantità  un  numero  />K; 
•upposto  A=/r,  A-f  B-f  C=://jA4/ B-f/C=/^ 
con  la  eliminazione  delle  quantità  A  ^  C  ,  otterre- 
mo (p^—/^^  B  4- (I— onde 
si  vede  5  che  la  quantità  /  dovrà  dividere  esatta» 
mente  li  prodotto  (     —     )  B  ;  ma  essendo />*  — 

3  ,  ed  essendo  /  quantità  razionale  ,  perchè 
divisore  esatto  della  quantità  razionale  A  (  N  °  3 1  o), 
non  può  eseguirsi  una  tal  divisione ,  quando  noQ 
sia  divisibile  esattamente  per  la  /  la  quantità  B  • 
Dunque  rtescendo  essa  /  divisore  esatto  di  tutte  c 
tre  le  quantità  A  ,  B  ,  A  4-  B  -f  C  ,  non  sarebbe  più 
loro  niassiipo  comun  divisore  la  K  contro  della  sup* 
posizione.  Dunque  ec. 

Ciò  posto ,  facciamo  A  -4-  B  -f  C=<i ,  A-4-  f  B 
4-/*C  =  *,A4-/*B-4-/C  =  r,la  massima  co- 
mune misura  fra  le  n  ,i  ,f  la  wssa  sarà  ,che  quel- 
la fra  le    4-  i  -t   ,  ,  n  N.°  310),-  uia  essendo 
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j  \  ,  c  per  qoatua  ti  è  ora  detto,  il 
massimo  comun  divisore  delie  quantità  K  ,a,b 
essendo  il  numero  K ,  è  chiaro  ^  che  ,  se  i  risultati 

-j^y      sono  amendue  multipli  del  3  ,  allora  il 

massimo  comun  divisore  delle  ^-h^  +  rrc^A, 
h  diventa  3  K  ,  e  rimane  il  medesimo  K,  se 

1^  p      non  sono  multipli  del  i .  Dunque  ezian* 

dio  le  quantità  a  ^b^e  avranno  per  massimo  co» 
mun  divisore  3  K ,  ovvero  K ,  secóndo  che  sono» 

o  nù ,  divisibili  per  3  i  risulwii  —  ,  —  ^ 

 JM-  Se  dato  alla  /  (  3.*»  N.^  ^  1 1  )  il  valore 

V^  — 1  (N.<>2i8),  pongasi  A  + D=:tf, 
A+/ B+/  C  -I-/»  D  =  * ,  An-y  B+/^  C    /  D 

=  r,  A-^/^B-h/C-f-/ D:r=//,  e  si  domandi 
in  seguito  il  massimo  comun  divisore  delle  quan- 
tità a  ^  b  ^  c  ^  d ;  con  un  raziocinio  perfettamente 
simile  a  quello  del  (  N.*^  prec.  )  troveremo  esser 

questo  4  K ,  se  i  quoti  >  "jf  '  T  riescono  tut- 
ti multipli  di  4;  essere  2K5  se  tali  quoti  diven* 
gono  tutti  multipli  di  2  ;  ed  essere  finalmente  K, 
se  essi  medesimi  non  sono  multipli  nè  del  4 ,  né 
del  2 .  In  egual  modo ,  se  attribuiscasi  alla  f  il 
valore  di  una  delle  radici  quinte  della  unità  di- 
versa dall'  unità  medesima  ,  e  se  supponghiamo 
A  +  B-f-C-4-D-f- E=:^  , 
Ah--/  B.+i^*  D-i-  t^^by 

A4- 


S  IO 

^  j^^fi  B-h/  C-h/^  D-h/"  E  =  rf, 
A-h^B  +  /C-+-/"D+/'*E  =  rs  troveremo» 
che  il  massimo  cornuti  divisore  delle  guanritì  4, 

K 

€i      $  sarà — 9  oppur  K  9  secondo  che  i  qao<* 

h        ^  d 

zienti  "K*  *  K"  ^^^^  *  °      divisibili  esat- 

tamente per  5  .Cosi  dando  alla  f  il  valore  di  una 
di  quelle  radici  seste  deli*  unità  ,  die  elevate  alle 
successive  potenze  ci  som  ministra  no  tutte  le  radi- 
ci medesime  (  N.^  io6  )  ^  e  chiamando  ^,  ^, 
e,fi  risultati  A -4-B -f-C-^  D  E-h  F  , 
A-f-;>B-|-^*C+p^  DM-/^EH-/»  F,ec*,  vedrei 
monche  la  loro  massima  misura  comune  deve  e»> 

K  K  K 

'  sere  -r- ,  ovvero  — ,  oppure  — ,  o  semplicemen* 

te  K ,  secondo  che  la  quantità  '^j-g'j  "g"» 

riescono  multiple  del  6 ,  oppure  del  j  ,  oppure 
del  2,  o  finalìK-nte  di  niuno  di  questi  numeri» 
L*  istesso  diremo  dei  casi  ulteriori . 

315*  Mentre  la  data  (D)  abbia  delle  radici 
uguali,  e  contrarie  dì  segno  »  sarà  essa  sempre  do- 
tata di  un  fattor  razionale  >  in  cui  tutte  si  conter* 

ranno  simili  radici» 

Ponghianio  nella  supposta  (D) — x  in  luogo 
di  x-  ;  ie  radici  deli'  Equazione  ,  che  risulta  »  e  che 
chiamerò  E  »  altro  non  essendo  »  che  quelle  della 
data  prese  xon  segno  contrario  ^  ne  viene  ^  che  se 

la 
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]a  (D)  à  per  radici  le  quantità  a,  -  a,  4- , 
—  P  >  7  >  —  7S  ec.  TT ,  9 ,  ec.  ;  la  E  avrà  per 
ridici  le  —a  ,  ,  — ^-^  , —7, ,  ce, 
TT ,  —  ^ ,  ec. ,  e  però  sì  i*  una  ,  che  V  altra  di  que- 
ste Equa2totii  avranna  un  comun  divisore  ,  il  qua* 
le  sarà 

 =  ( Jf"*  )(Ar*  —  —y^  )... .  Dun- 
que se  col  noto  metodo  cercherò  fra  i  primi  mem- 
bri delle  (D),  E  la  massima  loro  comune  misu- 
ra ,  essa  uguaglierà  il  prodotto  (  jc*  —  a»  )(  jr*  —/S*  ) 
(^*  — y*)..*.;  ma,  per  essére  le  (D),Erazio- 
Aslt,  questa  loro  massima  comune  misura  non  può 
die  essere  razionale.  Dunque  ec. 

g  1 6.  Supposta  la  (  D  ) ,  come  nel  (  N.°  prec.)i 
determinare  il  suo  fartore 
(or»— a*Xjr*  -  f-*  )^:r*— 7»)  .... 

Avremo  pel  (  N.^  prec.)  la  soluzione  di  questo 
Problema ,  trovando  attualmente  il  massimo  comun 
divisore  fra  1  primi  membri  delle  (D),  E.  Affi- 
ne però  di  facilitare  Toper  izione,  chiamata  M  ia 
somma  di  turti  i  termini,  che  nella  (D)ànno  per 
esponente  dei  numeri  pan,  compreso  il  termine 
cognito,  N<;r  la  somma  di  tutti  i  termini  di  espo- 
nente dispari,  ne  verrà  (D)  =  M+N«,  ed  è 
fecilc  à  vedersi  che  sarà  E  =  M  —  N  ;r .  Ciò  po- 
sto ,  facciamo  la  somma  ,  e  la  sottrazione  di  que« 
ste  due  quantità  ,  e  supponghiamo 
(x*  —ce*  )(x*  —(3*  -  7*  )....=f:K,-i  risulta* 
n  2  M ,  xtix  essendo  entrambi  divisibili  per  2  9 

e  non 


Digitized  by  Google 


4 


e  non  essendo  divisibile  per  t  la  quantità  K ,  pel 
(  N 3 1 2  )  essi  due  risultati  i  M»  2  N  avranno 

il  massimo  comun  divisore  2K,e  quindi  K  Iosa* 
rà  dei  due  M  ,  N  a-  .  Ciò  dunque  essendo  ,  se 
nella  data  (D)  raccoglierò  da  una  parte  tutti  i 
termini  di  esponente  pari ,  e  dall'  altra  quelli  tut- 
ti di  esponente  dispari ,  e  se  fra  queste  due  som- 
me troverò  il  più  grande  comun  divisore  »  altro  es- 
so non  saia  che  il  fattor  domandato. 

Sia  per  esempio  C  D  )  —     +3  x^  —  ^x^—pjt^ 

4-4jf-+- 12  =  0.  Avendosi  M  =  j  Jc*  ^p^'* 

—  3jr5-+-4X,  cerco  il  massimo  dìvtsoc 
comune  fra  tali  due  quantità ,  <  trovando  «sset 

questo  -  3  Jt"^  +  4  »  sarà  esso  il  fattore  ,  in  cui 
tutte  contengonsi  le  radici  della  (D)  uguali  Ira 
loro  f  -C  contrarie  di  segno  . 

317.  Se  la  data  (D)  contenga  un  fattore 
K  =  (jr*— )(^^  —    X^*  — )♦..,  sarà  que- 
sto scn  pre  razionale ,  e  determinabile  con  un  me* 
todo  più  semplice  dell'  accennato  nei  (N.^^oi, 
302  ) . 

Chiamata  nella  (  D  )  M  la  somma  di  tutti  i  ter* 
mini,  ne'  quali  la  x  à  per  esponenti  dei  numeri 
multipli  di  3  ,  compreso  il  termine  cognito  ;  cbit-^ 
iBatu  N  jf  r  aggregato  di  quei  termini ,  ne*  quali 
divisi  per  se  1*  incognita  monta  ad  un  grado  mul- 
tiplo di  3  )  e  chiamata  P  jr^  la  somma  di  tutti  i 
terinini ,  ne'  quali  la  ;r  è  dotau  di  esponente  mul- 
tiplo di  3  f  mentre  vengan  divisi  per  jt*  »  riducit* 
jxio  QOià  là  nostra  Equazione  all'  espressione 

M 
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M-4-NY-|-Pjir*!=:o,  c  sia  quindi  NH-  N  * 
P     =(xi  --m^  )(x^  -  ),..,(  ;r-'?r) 

(jT  — p),..  =K(  ;if  -  TT  )(  JT  —  p)..  .  Ciò  fatto, 
pongami  saccessivaroente  m  luogo  della  x  le  quan- 
tità pXf  jr^essendo  ^  1 1  le  tre  radici  cubi*, 
che  della  unità:  per  simile  sonituzione  restando 
affatto  le  stesse  Jc  quantità  M  ,  N  ,  P  ,  K  ,  la  pre- 
cedente JT-HP-v*  =K(  Jt  — ;r)(;r  —  p). 
si  cambierà  nelle 

M-4-/NjrH-/*  Pjr*=K(/Jf— irX/^-^p)-M 
M-f-/*  Njr+/4pjr*=K(^jr--7r)(/ jf-p).y, 
e  fra  totti  e  tre  quesri  risultati  vedesi,  che  csis* 
terà  come  massimo  comun  divisore  Ja  quantità  K. 
Ora  sommiamo  insieme  per  tre  volte  i  tre  primi 
membri  M  +  N  a- P  ;r*  ,  M -f-/N  H-f*  P  , 
NjT-h/^  Pjt*,  prendendoli  prima  sempli*- 
cemente  come  si  trovano ,  poscia  moltiplicando  il 
secondo  per  ,  e  il  terzo  per  ,  e  finalmente 
moltiplicando  ij  secondo  per  /,e  il  terzo  per  ^*  ; 
e  otterremo  con  ciò  i  tre  risultati  3  M  ,  3  N  jr  , 
^Px* .  Ma  essendo  essi  moltiplicati  per  3  >  e  non 
essendo  per  3  divisibile  K,  il  loro  massimo  comun 
divisore  viene  ^d  essere  jK  (N.^^ij  );  dunque 
K  Io  sarà  dei  tre  M,  N;ir,  Vx*  ;  ora  queste  tre 
quantità  M,  Nr,  P  x^  sono  razionali ,  tale  dun- 
que sarà  anche  e  sarà  esso  deteiminabile  col 
metodo  di  trovare  il  massimo  comun^ivisore  9  me* 
todo  assai  più  semplice  degP  accennati  nei  (  N.^ 
301 ,  302  ). 

318.  Supposte  in  generale  /  >  ^"cif 


f*~^  tutte  le  radici  nesìme  della  unirà  (  NJ  rp^, 
2ò5),  sia  K  C  A'"  — )(  A"  — X  -  7*  )..  , 
e  sia  la  data  (D )  =  ( jr»  -  ^t-  )(jf*  -^^  )(  -^•).-. 
(jp  — ir)Cjr  — p)...  =  K(x  — — p)...  =  o, 

Pv'dorta  questa  alla  forma 

M  -j-  N  +  P  *  -f-  Q^A^^  +  . .  .T  x""-"^  =  o ,  col  sup- 
porre, che  M  rappresenti  la  somma  di  tiirri  i  ter- 
mini ,  nei  quali  la  x  saie  ad  un  grado  multiplo  di 
n;  cheNjT  esprima  la  somma  di  tutti  i. termini , 
che  ànno  )l  esponente  multiplo  di  n ,  mentre  ven- 
gan  divisi  per  jr;che  Pjt^  sia  P  aggregato  di  que^ 
termini ,  che  divisi  per  restano  di  esponente  mul- 
tiplo di  ;/  ,  e  così  di  seguito;  si  scrivano  succes- 
sivamente in  luogo  della  x  ic  quantità  /Jf,  x  ^ 
f^x^  ec.  f'^^x:  restando  perciò  le  medesime  le 
quantità'  K»  M,  Q,»ec.  »T»  otterremo 

M+N  ;r  +  pjf»  -4-  Qjc^  -V-  • . . . 

+  T      '  =  K  (  ^  -  7r  )(  ;r  —  p  )  .  . 
M N ^-i-f*  P jr*-f /*  etri  +  . .  • . 

-f-/— «T  Jt*-»  =  K  (  Jr  — TT  )(/^    —  p  ) .  • . . 

N  ;r  -I-  /  P  jf^-f-/»^  -4-  

ec,  ec» 
1  quali  tutti  avranno  il  massimo  comun  divisore 
K  •  Sommiamoli  ora  t>er  un  numero  n  di  volte  , 
col  prenderli  primieramente  nello  stato ,  in  cui  si 
trovano  à  moltiplicando  posua  il  secondo  risultato 

per 
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per  il  terzo  per  il  quarto  per  /»^*~', 

ec.  ;  in  terzo  luogo  moltiplicando  il  risultato  se- 
condo per  ,  il  terzo  per  il  quarto  per 
f^"^  j  ec;  moitìpiicando  in  quarto  iuo^^o  quetti 
risultati  successivi  per  ^  f^""^ ,  f^'^ ,  ce.  ;  c 
cosi  in  progresso  •  Coli'  operare  in  tal  modo  è 
chiiro,che  ne  verranno  i  nuovi  n  risultati  »  M , 
n  hi  y  ^  «  P  jr*  ,  n  Q^^^  ?  ec.  »  T  x'^^ ,  i  quali  es- 
sendo tutti  divisibili  per  ;/ 5  avranno  per  loro  mas- 
sima comune  misura  la  quantità  »K  ( 
e  però  K  sarà  massimo  comun  divisore  delle  quan» 
tirà  M,  Njt,  Pjt*,  Q^*-*  ce.  Tjp»^';ma  queste 
tutte  sono  razionali;  dunque  anche  K  sarà  razio- 
nale ,  e  sarà  sempre  determinabiie  coi  metodo  di 
trovare  il  massimo  comun  divisore  fra  più  quan- 
tità date:  onde  qualunque  siasi  la  «,  potremo  di- 
re, che  avrà,  luogo  sempre  il  teorema  del  (  N.^ 

319.  Col  metodo  dei  (  N.*  315,  317,318) 
vengonsi  a  determinare  in  una  Equazione  data  i 

fattori  razionali  delia  forma  jr**-f^2 è  Ar<***)" 
r  r^^'^)"  4- ec.  Imperciocché  supposte  di  nume- 
ro b  le  quantità  x"  —  oi"  ,  jc*  —  jS"  ,  jr"  —     ,  ec. 
dovrà  essere  il  prodotto 

=  x^-ha  jr^*-')' + *  Jf + ec. .  •  •  Nel  (  N.**  3 1 6), 
ove  »  =  2  5  resta  determinato  un  fattore  della  for- 
ma A-**-f-^.r^^*-*>-f-Z'A-3<*-*> -4-ec.  ;  e  nel  (N.<» 
^  17  )  ,  ove     =  3  ,  ne  resta  determinato  un  altro 
della  forma  x^^ -i- axi^^-')+ b  x^^'^'^-^qc. 

r  r  2  Neir 
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Neil'  Equazione  x'i  -2  x"4-  J  jr"  -  5    —  2  jt^ 
^^x^  -hjx^ — 5  =  0,  e  semndoci del  metodo 
accennato  9  troveremo  il  fattore  x^+jx^  —  tx^ 
* +3,  in  cui  Jarà  «  =  4,  A  =  3# 

CAPO  DECIMOaUINTO. 

Rtjlerfhni  generali  intorno  all'  Eqnaxtioni  algebraiehe 
determinate  ridneiUli  ad  altre  di 
grado  inferiore  • 

ilo.  y\bbiamo  nel  (N.^api)  accennato j  che 
una  data  Equazione  quantunque  di  grado  >4^ 
può  in  varii  casi  particolari  ammettere  soluzione  » 
quando  doè  per  valori ,  o  per  rapporti  particola- 
ri fra  alcune  ,  o  tutte  le  radici  pLÒ  essa  ridursi  ad 
'altra  di  grado  <  5  ,  dalle  radici  della  quale  pos- 
sansi  poi  ricavare  le  radici  delia  proposta.  Ora  af- 
fine di  scoprire  ,  quali  siano  questi  casi  ^  andremo 
prima  considerando  nel  Capo  presente  in  generale 
i  casi  9  nei  quali  una  data  Equazione  è  capace  di 
abbassamento  ,  indicandone  insieme  il  metodo  ge* 
ntrale  ,  onde  ottenerlo.  Nel  Capo  poi,  che  se- 
gue, esporremo  alcune  determinate  Equazioni,  le 
quali  possonsi  actualtnente  abbassare  di  grado  con 
metodi  particolari. 

321.  Supponghiamo  pertanto  ladata(D)ta* 
le ,  che  fra  un  numero  X  di  sue  radici  esista  ua 

ceito 
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cerco  qualùnque  siasi  rapporto  particolare  •  Conos* 
ciutosi  questo  »  o  dalla  forma  della  Equazione ,  o 
dalla  natura  del  Problema,  o  in  qualunque  altra 
maniera:  se  cercheremo  di  esprimerlo,  è  chiaro, 
che  ci  condurrà  ad  un*  Equazione  fra  le  suppos- 
te X  radici,  che  potrò  rappresentare  con  la  (S) 
(S)/(Jt')(jr  )(x;")....(;r(*>>  =  K,  essendoK  una 
quantità  cognita ,  oppure  zero  ^ 

Nel  caso  per  esempio  del  (  ^  1 5  )  supposto 
«  =  ^' ,  —  «  =  jr* ,  le  due  radici  x' ,  x"  ànno  un 
tal  rapporto  particolare  fra  loro,  che  da  esso  risul- 
ta x'-hx"  z=io:  nel  caso  del  (  N.®  517)  fatto 
ct  =  x'  y  potzi  x"  y     flc  =  jr'"  ,  ne  viene  jc'  +  oc" 

,  ut. 

+  *  =0. 

Supposta  la  precedente  Equazione  (S) 
razionale,  se  la  funzione /( VX ' )..•  . 
cangia  sempre  df  valore  a  qualunque  permutazio- 
ne fra  le  sue  radici:  io  dico, che  in  tale  supposi* 
zione  le  radici  r' ,  x"  »  x'"  y  ec.  xi^)  dovranno  tut- 
te essere  razionali. 

A  cagione  delle  condizioni  sùppo<^te  dipenden* 
temente  dal  valore  K  già  cognito  (  N.^  prec.  )  po« 
tremo  determinare  pci(N.^  idtf ,  1^4,  144)  cias* 
cuna  delle  at',  ;ir" ,  jf'" ,  ce.  col  mezzo  dì  tan- 
te Equazioni  tutte  di  primo  grado,  e  però  razio- 
nalmente. Ma  K  per  la  ipotesi  è  quantità  razio- 
nale •  Dunque  anche  le  nostre  X  radici  saranno 
tutte  razionali .  C.d,d . 

III.  Se  le  x\x\x"  y  ce,,  jf(*>  sono  com- 
mensurabibili  ^  tale  sarà  pur  anche  il  prodotto 
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(  X  —  a:'  —  X"  )( AT  —  jf  )  . . .  e  -  (M ),  che  por- 
(/)  remo  dilla  forma  x^-f a-^— *-+-i;ir^— >-+-r;r^""*cc; 
e  quiodi  la  (  D  )  avrà  neiia  nostra  ipotesi  ud  far* 
tor  razionale  del  grado  X  •  Ma  un  simile  fattore  > 
allorché  esiste,  è  sempre  determinabile  (  N.**  ^02  ), 
e  se  per  esso  già  ritrovato  dividasi  il  primo  menr 
bro  della  (  D  )  ,  viene  questa  a  ridursi  ai  grado 
I?»  —  X  .  Dunque  nella  ipotesi  del  (  N.°  prec.  )  sa- 
rà la  (  D  )  un'  Equazione  sempre  riducibile  a  gra* 
do  inferiore. 

Neil*  Equazione       jjr^  —  4Jr*4-i2  x^-^i  ap— 9 
=  0  supposta  ad  esempio  nel  (,N.*  297  ),aven* 

dosi  =  — ,  SI  sono  ritrovati  i  tre  fattori 

razionali  x  —  i,4r —  ^^x-f-i  ,e  però  tale  Equa- 
zione divisa  pel  prodotto  (jt— i(jr  —  3)(4pH-i) 
riducesi  alla     —  3  =  0 . 

^  24.  Se  la  nòstra  Equazione  di  relazione  (  S  ) 

sia  tale,  che  resa  la  medesima  pel  cangiamento  re* 
ciproco  di  due  qualunque  delle  radici,  per  esem- 
pio di  X  in  at"  ,  e  varii  alle  altre  permutazioni, 
cosicché  divenga  della  forma  x'"  ) . 

)  K;  in  allora  la  determinazione  delie  x'\ 
x'\  ec* ,  x^^>  dipenderai  ^  come  nel  caso  proceden* 
te  ,  da  altrettante  Equazioni  razionali  tutte  del  pri* 
n)0  prado;  ma  la  dcrern:inaz:one  della  ,  x"  di- 
penderà da  un*  Equazion  razionale  del  grado  se- 
condo (  N*  147  ),onde  la  (D)  oltre  1  tattori  ra^- 
zionali  di  primo  grado  —y,  x — jr"^,  ec.  x—x(^)  , 
un  altro  ne  conterrà     +  ^ + ^  razionale»  e  del 

gra- 
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grado  secondo  (  cit.  N 147  ) . 

Abbiasi  per  esempio  h  at^  —  4  jr>  —  4-  i ^  j^-f 
15  ^r*  — 4  +  IO  =r  o,  in  cui  d'altronde  si  sap- 
pia essere  x'^  x  —  jr"' 7 .  Poiché  questa  Equa- 
zione di  relazione  è  della  forma/(  x\  x"  ){x"  )  =  7, 
la  data  dovrà  aver  due  fattori  razionali  uno  del 
primo,  c  i*  altro  del  secondo  grado  ;  e  di  fatti  cer* 
cari  questi  coi  metodi  dei  (N.^  295 ,  299  ) ,  lì  tro- 
veremo  essere  i  due  x-hty  x*  —  6  x  10 ,  dal 
primo  dei    quali  ricavasi  x'"  —  —  i ,  dai  secon» 

do  V  =  3  -f-  /  —  I ,  ^  zz:  j  —  y/  —  X  ,  e  però 

X  -^x  —  jr'"  —  7. 

325.  Sia  la  (S)  della  forma  f(x\  x\  x"  )(  jr'^  ) 
•  ••.(^W)=K,  cosicché  mantenga  lo  stesso  va- 
lore al  cangiarsi  fra  loro  delle  x\  x  ,  a*  ".Dipen- 
dendo in  questo  caso  la  determinazione  delle  x\ 
X  ^  X  da  un*  Equazion  razionale  della  forma 
-+  i«jr»-h*;r-Hc=o(N.*»  147)^  la  (D)  con- 
terrà  e  i  fattori  razionali  di  primo  grado  x  —  x'\ 
X  —     ,  ce.    ^) ,  ed  un  altro  ne  conterrà  di  terzo. 

2^Se  f{x\x\x  \x''){x')....{x0^y)-1L 
fia  1*  Equazione  di  relazione  ,*  la  (  D  )  oltre  dei 
sol, ri  f^^rtoh  di  primo  ,  sarà  dotata  di  un  altro  fat- 
tore razionale  di  quarto  grado  e  così  in  progresso. 

3  ^  Che  se  finalmente  abbiamo  la  (S  )  della  for- 
ma /(x ,  jr",  x"'y  x  \... . xi^)  )  =  K  ,ie  X  yx\  x  ", 
ec«  x<^>  saranno  tutte  radici  di  una  sola  Equazìo» 
ne  razionale  Jf^-H<>r*'"»  4- Ì  Jr^"'*-4- cc.  =  o  ;  t 
però  la  (O)  avrà  uu  solo  fattore  commensurabi-- 
bile  del  grado  X  • 

326. 
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^ló.  Poiché  in  tutti  questi  casi  il  fattore  (/) 
risulta  razionale  ;  replicato  quanto  si  disse  nel 
(  K.^  3  2  j  )  ,  vedesi ,  che  per  esso  la  (  D  )  sarà  sem* 
pre  abbassarle  di  grado .  Merita  però  qualche  ri- 
flessione il  caso  di  X  =  jir:  impercitKchè  »  se  que* 
sto  succeda ,  la  x^-}-  a  ;f  H-  b  -f-  i=  o  ve* 
nendo  ad  aver  per  radici  tutte  le  radici  della  da- 
ta ^  non  potrà  che  essere  identica  affatto  con  es* 
sa;  e  perciò  la  divistone  del  (N«°32))non  po« 
trà  produrci  T  abbassamento  accennato  »  risultando 
yi»4^  A  3^-^  -f-  B  9c^^  4»  ee» 

Ora  nel  caso  del  (  N.*  j  24  enei  (i  N**  325) 
non  solo  è  razionale  la  quantità  (  /  )  »  ma  essa 

stessa  è  dotata  di  fattori  parimenti  razionali;  dun« 
que  ritenuto  X  — se  la  (D)  non  è  riducibile 
per  mezzo  del  fattore  (  T  )  ,  io  sarà  ciò  nonostan* 
ce  per  mezzo  dei  fattori  razionali  di  esso  (/)  9 
onde  se  1'  Equazione  di  relazione  sia 

fix'X  x"  X  x"  )     •  (  ;r<-))  =  K ,  oppure 

f  \x\  x  y  x"  )(  x"')(x  ).•..(         =  K,  ^VVexo 

/( x\x  , x" Xx'Xx'').. . ( )  =  K , 
/(  x\  x\x"\  jf'*  )  . . .  (  ;r(-)  )  =  K  ec.  :  la  suppo- 
sta (D)  potrà  anche  allora  abbassarsi  di  grado  • 
Lo  stesso  non  può  dirsi  nel  caso  terzo  del 
(N.*  325  );  imperciocché  in  allora  la  quantità  (  /  > 
non  à  dipendentemente  dalla  supposta  Bquazio* 
ne  di  relazione  fattore  alcuno  razionale Oun« 
que  se  9  essendo  ^  =  w  j  V  Equazione  di  rela* 

zio»  ^ 
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zfone  divoigi/(j^',  x\x'%x'\x%...x^'->)  =  K^ 
k  (D)  non  potrà  giammai  per  suo  mezzo  ndur- 
11  a  grado  inferioie  •  Da  ciò  è  che  le  proprietà 
generali  dei  coefficienti  esposte  nel  (  Cap.«  2.*»  )  per 

se  nulla  giovano  ad  abbassare  di  grado  l*  Equa* 
zione  proposta  • 

^27.  Supponghiamo  la  (S)  quale  si  suppose 
ad  (N.* 312)9 e  tale  inoltre,  che  non  cambi  di 
f  alòre  per  U  sostituzione  in  luogo  della  x  di  un' 
altra  radice  diversa  dalle  x* ,  x" ,  x'*  ec.  x^^  che 
chiameremo  jìK^-*-»)»  In  questa  ipotesi  potremo  ben- 
sì determinare  tutte  le  radici  x" ,  x"  ec.  x^^>  col 
mezzo  di  tante  Equazioni  razionali  di  primo  gra* 
do  y  ma  la  determinazione  della  x  vedesi  pel  (  N.* 
147)9  che  dipenderà  da  un'  Equazione  razionale 
del  grado  secondo*  Così  se  la  fiinztone  supposta 
conservi  il  proprio  valore  non  solo  per  la  sosti* 
tuzione  invece  della  jr' della  at^^-^'S  i^ia  anche  per 
quella  delle  radici  jr(*^-^«) ,  jr^s^-^») ,  ec.  .r  f^^^o^ 
le  x\  jct^-^«),A-^*^^')^jr(Jx+i)^  ^c.  andran- 
no necessariamente  coUegate  insieme  in  un'  Equa- 
zione  razionale  di  tanto  grido  quante  lono  le  jr'  » 
af(^-*-0 ,  ec.,  cioè  del  grado  p  -f  i  • 

328.  Quello,  che  è  stato  detto  della  x\  di- 
cesi egualmente  delle  at  ,  x  y  ec.  a-^'^^  .  Pertanto 
se  il  valore  della  f  (  x' ){ x"  )(  x'"  xi^H  ' sì 

conserva  il  medesimo  ,  permutando  tutte  Je  x' , 
x"  y  x"  f  ec. ,  x^f  nelle  corrispondenti  xi^-*-^)  ^ 
x'^'^*)^  ;iff^-^3),  ce.,  jf<*^);  tali  radici  dipenderan» 
sio  da  X  Equazioni  razionali  di  secondo  grado , 

s  s  nel« 
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pelle  quali  a  due  a  due  si  conterranno  le  x' , 

gualmence  .se  la  nostra  fuozione  resti  costantemen* 
ce  =  K  >  sostitueodo  in  luogo  della  x'  ciascuna  del<* 

le  xOi^^>^  jr<3^-*-«> ,  ce.  jr<^-^«>;  in  luogo 

della  x"  ciascuna  delle  jr(»*-»-*S  jr'i^-^*), 

ec.  ;  in  luogo  della  r'  '  ciascuna  delle 

Jif(^^3),  ec.  jr^^'*"J>  5  e  COSÌ  di  sc« 

guito;  la  determinazione  di  queste  radici  dipende» 
rà  da  X  Equazioni  razionali  ciascona  del  grado 
(  N.*>  147  ) . 
^29.  Sia  ora  la  solita  funzione  della  forma 
/(jf'jjf 'XAr"')(  jf'^')....  f^<^>),  e  conservi  essa 
li  primo  valor  K  pel  cangiamento  di  tutte  le  x\ 
x" ,  x"  ec-  r^^>  nelle  corrispondenti  ^^'> ,  ^  , 
jr^^-^S) ,  x<^>4) ,  ec.  :rf»^>  (  N.*  prcc.  ) .  Si  appliche* 
A  a  questo  caso  reiativanKnte  alle  x*' ,  ec.  jp* 
quanto  è  stato  detto  nel  (  N.^  prec.  ),  e  però  le 
radici  x"\  x^^-^^^;  x  \  ^-(^^4)-  ec  xi^^,  xi^^)  si 
uniranno  a  due  a  due  in  X— 2  Equazioni  razio- 
nali del  secondo  grado;  ma  applicandoci  alle  due 
f  adici  XfX"  quanto  abbiamo  detto  nel  (  g  2  4  ), 
vedesi  che  queste  dipenderanno  da  un'  Equazione 
del  grado  secondo ,  i  coeflidentt  della  quale  saran* 
no  uguali  alle  quantità — {  x' x"  )^  x' x  .Ora 
conservando  Ia/(y,  x"  ){  x'"  )(  x"  )  . x^^'^  ^  K 

proprio  valore  pel  cangiamento  di  x'  in  at^^"^*), 
e  per  quello  di  x*  in  x^^-^*> ,  se  vorremo  deter* 
nare  V  una  o  V  altra  di  queste  funzioni  -^(x'  -^x')^ 

x"  ^  e  in  generale  una  funzione  qualunque  del* 
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la  forma  fix* ,  x"  ). mediante  ]a  quantità  K  »  è  chia« 
to  che  dovremo  necessariamente  cadere  in  un*  E^' 

quazione  generale  del  secondo  grado,  le  cui  due 
radici  saranno  f(x,  x"  ) ,/(  x'^^^),  x^^-*-')  )  (  N 
147  )  •  Se  x^  -j-  ax-i-h^o  sia  V  Equazione , che 
à  le  radici  x  ,  ;  il  coefficiente  per  esempio  a 
dipenderà  da  un' Equazione  4*+ oc  tf+i3  =  o,  in* 
cui  et ,  fi  saranno  razionali ,  onde  chiamate  a'  \  é" 
le  radici  di  quest'  ultima  Equazione,  c  i  ,  h"  i 
valori  corrispondenti  deJJa  b  ^  avremo  le  due  Eqaa^ 
zioni  X*  a'  X  b'  :z  o  ^  x^  a"  X  i  z=z  o  ^  la 
prima  delle  quaK  conterrà  le  radici  ^  x'\t  la 
aeconda  le  xc^-*-*>,  jf(^*»). 

^^o«  Se  la  funzione  data  sia  della  forma 
/(  x\  x"  ,  x'"  )(  x"  X  r  )  . .  .  ^'  )  =  K  ,  ritenu- 
ta la  stessa  supposizione  del  (  N.°  prec.  );  pel  N.* 
147  )  le  x\  x\x"  saranno  necessariamente  radi* 
ci  di  un'  Equazione  x^^ax^-r^kx-^e^  o^in 
cui  ciascuno  dei  coefficienti  a^b^Cy  essendo  fon* 
zione  della  forma  /(  x\x'\  x'"  ),  dipenderà  da  un* 
Equazione  di  secondo  grado  razionale ,  di  cui 
/  (jc',  /(jrt?^-*  »,;r^^-^*),jr^A-^5))saran  le 

zmdicj*  Cosi  se  la  detta  funzione  non  cangi  vaio* 
ic  per  la  permutazione  fra  loro  delle  x\x"yx"\  x"'^ 
oppur  delle  x\  x\  x'\  jr'",  x"* ,  oppure  ec.;  la 
determinazione  di  queste  radici  dipenderà  corris* 
pondentemente  da  Equazioni  del  quarto  ,  del  quin* 
to  ec.  grado  9  i  coefficienti  delle  quali  saranno  ra^ 
dici  di  Equazioni  razionali  del  grado  secondo  . 
Supponghiamo,  che  la /(V  ,  ;t  '  )(  x"  X^'*'  )(  ) 

a  s  2 
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•  •  •  (  JT^^)  )  mantenga  il  proprio  valore  cangiando 
-le  x\  Jt",  jr  ",  ce  sì  nelle  jrC^^*>,  jK^^-»-»), 
4r<^'^J),  X*-*)  ec«,  come  nelle  jf(»*-*-'),  *(**-^»), 
jlr(ftA'4-f)  ^  ;t^^^'^4)  ce.  ,  applicando  a  questo  caso  quan* 
to  è  stato  detto  precedentemente,  apparisce  che  Jc 
x\  -r  '  saranno  radici  di  un'Equazione  x^-vax 
+  ^:=o,  di  cui  i  coefficienti  a^b  dipenderanno 
da  Equazioni  razionali  del  terso  grado  «Se  ilv»> 
lore  di  detta  funsone  resti  pure  la  stessa  pel  cam* 
btamento  delle  jt'  ,  x** ,  x*  »  x'^ ,  ec.  nelle  cor» 
rispondenti  A^(3X+t>  ^  jr(3^-*-») ,  xtt^-^>> ,  jr<3^^4) ,  ce.  ; 

nelle  ;k''4^-*-») ,  rf4^-^3),  jr^4X-»-4) ,  ce,  final- 

mente nelle  a-(M^-^-0  ,  Arf^^-*-») ,  .rC^x  ^j)  ^  jr^M^^4/  ce; 
i  coeffivienti  a ,  ^  dipenderanno  da  Equazioni  ra* 
sionali  del  grado  i .  Che  se  la  funzione  90p<» 
posta  abbia  lafotma  /(;r',x",;r'"X^")( 
(x(^)),ovvero  la  /(at,  x\x"\  x)i,x')...{x^H) 
ec.»  e  in  generale  Ja  forma /(r,  x\  x"  ^  x"" 
....  x(^ì  )(  x^n-^^)  )(  ;rf>+»)  ) . . .  (  x^^'/  )  ;  la  determina- 
zione delie  jr' j  jr" ,  jc'"  ,  ce.  dipenderà  dalla 
x^  4- ^* -4-^  =  0, oppure  dalla  x^-^sx* 
4-  o  et.,  c  in  generale  dalia 

)  4f'?H-4i;i«""*  +  Ajc*»— jr«f-s+ec.  ==o,  Eqnt* 
Stoni  tutte ,  nelle  quali  ciascuno  dei  coefficienti  sa» 
rà  determinabile  per  un'  £quazion  razionale  del 
grado  /u  4-  I . 

332.  Dalla  considerazione  degli  esposti  casi 
vedesi ,  che  nel  primo  del  (  N.""  3 17  )  k  (  D  )  avrà 
X  fattori  razionali  uno  del  secondo ,  e  gli  altri  tue» 
ti  del  primo  grado  9  e  nel  caso  secondo  dello  stes* 

•  *  so 
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so  numero  tra  X  Attori  raziontli  uno  te  ne  ti- 
A  del  gndo  p+  Nella  ipotesi  deJ  (N.*  528} 
i  X  fattori  razionali  dcUa  (  D  )  saran  tutti  o  del  se- 
condo grado  ,  o  del  grado  p-H  i  . 

Facciamo  nel  (  N.*»  ^29  )  il  prodotto  dei  due 
fattori  X*  -Htf'  r  +  h\  +  a  x  b" ;  ì  coefficienti 
del  risultato  x^  a'-^a"  )  x^  ^{k'^y^^  ) 
(a'b''-ha"h')x-hh'  i/\  essendo  delk  ferma 
/(  ^'•Jr^Jf^**»»*^^-*"**),  saranno  tutti  determina* 
bill  razionalmente  dal  valor  K^e  però  divenendo 
esso  risultato  razionale,  la  (D)  nella  supposizione 
del  (  N.**  ^29  )  avrà  X — i  fattori  commeosurabi* 
li ,  uno  dei  quarto ,  e  gli  altri  del  grado  secondo. 
Nella  sensa  maniera  ai  vede ). che  nella  ipotesi  del 
(  N.^  g  30  )  la  (  D  )  sarà  dotata  dt  un  Attor  razio» 
naie  del  sesto»  o  dell'  ottavo,  o  del  decimo  ec. 
grado  j  e  nella  ipotesi  del  (  N.°  331  )  essa  (D) 
conterrà  un  fattore  commensurabile,  il  cui  grado 
verrà  espresso  da  uno  dei  numeri  2  . 3  ,  2  (  /ut  4-  i), 
3  (fi^  1)9  4(1^+  i)fec*^t  in  generale  dal  Au^ 
nero  17(1»+ 0» 

Dunque  replicandosi  qui  pure  quanto  s?  è'ac* 
cennato  nei  (  N.*  323,  3  26),  ne  viene,  che  la 
(  D  }  anche  nelle  supposizioni  dei  (  N.*  327  ,  328, 
?^9»  330?  potrà  con  la  divisione  de'futo* 
Il  razionali  abbassarsi  di  grado* 

3  Conviene  qui  pure ,  come  nel  (  N.*  j  26)  ^ 
eccettuare  il  caso 9 in  cui  abbiasi  i9(|ui  +  x)=:a»9 
imperciocché  in  questa  supporizione  il  fattor  ra« 
zionale  uguagliando  il  grado  della  (  D  ) ,  e  con« 

.  tenen* 


Di 
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tenendo  le  sue  medesime  ridici ,  ne  ugui; 

{)erfL  ttaniente  il  suo  primo  membro  »  e  quindi  dal- 
a  divisione  non  potrh  succedere  abbassamento  ve- 
runo. Ciò  non  ostante  poiché  ciascun  coefficien- 
te delia  (  ii)  (  ^  ^  I  )>  esempio  il  coefficiente 
a  dipende  da  un*  Equazione  del  grado  H^-^i  t 
(  III)  cioè  daUa  n**-*"  +  +  (J^i'*-'  -4-7^"*^-  «c. 
o  ,  i  cui  coefficienti  « ,  /2 ,  y ,  « ,  come  si  è  ac- 
cennato nel  (N»*>3^2),  sono  tutti  determinabili 
razionalmente  dal  valor  K  »  e  poiché  a  cagione  di 
^(iui4-i)  e  di  »?  >  i , abbiamo  <ai 
(  M."^  3  3 1  )  i  ne  segue  che  la  (  D  )  f  quantunque  non 
sia  in  questo  caso  abbatsabile  immediatamente  di 
grado  con  la  divisione  >  pure  sarà  sempre  riduci* 
bile  ad  un*  altra  Eq  uazione  (///)  di  grado  al  suo 
inferiore*  Se  questa  Equazione  si  sappia  risolve* 
fe,  conosciuti  i  valori  delle  radici  d ^d\d'\  ec* 
potremo  da  essi  pel  (  UJ^  144  )  determinare  t  valori 
corrispondenti  di  ciascuno  dei  coefScienti  i,rec., 
c-  chiamati  questi  i',/»  ',  è"  ,  ec. ,  r  ,  r  ,  c  ,  ce. ,  ec. 
conosceremo  i  fattori  a  x^-'  +  i  x^-^  -H 
#  ^X-i  4.  ec. ,  -f-  rf"  x^-^  +  b"  x^-^  c"  x^-^ 
H-ec.  x^^a"*  x^-^-^k  "  x^-^+c"x^-i  -f-ec.^ 
onde  la  (O)  verrà  in  tal  modo  speasata  in  tante 
Equazioni  di  un  grado  X  ioferipre  al  suo  prò* 
pno  • 

334.  Se  la  nostra  /C;r  X;^")*--(^^^^> 
restasse  la  medesima  per  akre  permutazioni  diver- 
se dalle  considerate  finora  ,  come  se  si  volesse 

questa  funzione  tale  per  esempio  ,  che 
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X  ) . . .  (   ) = f  (  y  '  )(  )(  y  ) . .  / 

(  x(^^  )  ;  è  facfle  a  vedersi ,  che  con  dei  raziòcìnii  si- 
mili ai  precedenti  verremo  a  delle  simili  conseguen- 
ze.  desterebbe  ora  a  considerarsi  il  caso  della  f  S) 
irrazionale;  ma  noi  faremo  ciò  nel  Capo  seguente  , 
dopo  avere  esposte  alcune  Equazioni  particolari  ca* 
paci  di  cssexe  abbassate  a  grado  inferiore* 


,    CAPO  DECIMOSE8TO* 

JW  élc$tne  Eéfgtozionf  particolari  rtJnfcthfli  ai  ahn 

dt  grado  inferiore ,  e  del  caso  dell'  E^t^g" 
sÙQMi  di  relasbhne  (  S  )  inamonah  • 


3J5^  IVJLentre  viene  proposto  un  Problema, non 
rare  volte  accade,  che  esista  qualche  relazione 
particolare  fra  le  radici  della  Equazione  y  a  cui  es- 
so conduce,  e  in  questo  caso  conosciuta  rimile 
relazione ,  o  per  la  natura  del  Problema,  o  per 
la  fornia  delia  Equazione,  porremo  sempre  ridur 
questa  a  grado  minore, servendoci  o  dei  suoi  fat- 
tori razionali  ,  mentre  essi  esistono  ,  o  della  solu- 
zione del  Problema  del(N.^  i44).  Sonovi  però 
dèi  casi,  nei  quali  possiamo  eseguire  tal  riduzio- 
ne con  metodi  particolari ,  senza  ricorrere  al  lun- 
go calcolo  del  suddetto  Problema  ;  e  andremo  pie* 
sememente  a  riconoscerne  alcuni. 


.   .        Abbiasi  V  Equazione  . . 

^  C        ^'  +  B  f^-*  :r»  4-  A  f»"-'    -4-  e*-  =  o  . 
Conservando  questa  la  stessa  forma  ^  mentre  sos* 

tituiscaai  in  luogo  della  x  la  quantità  —  »  chia- 
mata  x  una  delle  sue  Tadid,sar^  pur  anche  ra- 
dice h  quantid  ~  ,c  però,  essendo  secondo  il  so- 
lito X  f  x\  x"  ^x'''  ce.  Art»»)  le  radici  tutte  del- 
la data  9  avremo  una  di  queste  >  per  esempio  la 

j^"     fl^  e  però  x'  x  '  =^c^ .  Applicando  alle  altre 

radici  x'\  x'\^q.^  x^^^  il  discorso  ora  fatto  ri- 
guardo alle  x\  x  \  vedremo  facilmente  che  esse 
tutte  vanno  ad  unirsi  a  due  a  due  in  tante  Equa- 
zioni x  '  —  ,  X  x  '  =  f*  ,  ec;  e  per  consc'. 
guenza  che  il  valore  della  nostra  funzione  x'  x"^ 
resterà  lo  stesso  non  solo  pel  cangiamento  di  x' 
in  x" ,  ma  per  quello  .eziandio  simultaneo  di  a- 
mendue  le  Xj  x'  nelle  x"\x'\oMlìt  Jf%*"' 
ec.  Dunque  pel  (N.*»  333  )  la  (T)sarà  risolubi* 

le  nei  ^  ^  «  fattori  del  secondo  grado 

jf«  +  4"';f  +  *"'  =  o,  X»  +is'^jrH-r  =  o,  ec, 
in  cui  le  quantità  a  y  a"  ^  d'\  a'"  ^  ce.  saranno 
fadki  della  +  «  a-'^-\-  /S  4"-*  -h  y  *  4-  ec»  =  o. 
Equazione  del  grado  n  »  i  coefficienti  della  quale 
*  sono 
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sono  determinabili  nziofulmeme  nèdiante  il  Pro» 

blcma  del  (N,*>i44),*  noi  peròafiGnedi  ottener- 
la »  piuttosto  che  del  citato  Problema  ,  farem  uso 
più  semplicemente  dei  metodo ,  che  siamo  ora  per 
esporre»  ^  quale  converrà  premettere  la  propo- 
sizione seguente* 

337.  Supposto  X  +  "T^J^»*  tuppoato  f  un 

numero  intero  1  e  positivo  qualunque»  avremo 

rf»-  — 4X''-  5) 

2.5.4 

Elevisi  la  jr = ^  -4  successivamente  a  cotte  le 

potenze  r,  1*— af  >-^4f  r— tf,ec.  fino  inclusi- 
vamente  ad  r^se  r  è  pari»  eadr — (r — ^^i)» 
se  r  è  dispari  :  avremo  cosi  tanti  risultati  ,  dai  qua<^ 
li,  congiungendo  il  primo  con  P  ultimo  termine , 
il  secondo  col  penultimo»  il  terzo  con  l'antepe" 
Bultimo>  risulterà 

jl  '     (  ^  +  jjr  )     r    (  X'-»  +  ^  )  +,  ^ 

t  t  ^  = 


-  IX 

-6 

* 

-  IX 

ec. 

Si  sommino  insieme  tutte  ,queste  Equazioni ,  dopo 
avere  moltiplicata'  la  seconda  per-un»»  tndetermi* 
nata  A  »  la  terza  per  una^  B^'  ta  quarta  per  una 
C,  ec. ,  e  avremo  :  .      -  ' 

y    A  jf"-*     làf'^  4-  C  y-*^  ri-  p  y"-»  +  ec 

+    f*+AX Ar'-\-h ili-*)  -1- 
V  +  (r-2)  A    +  B  X       +  ^ 

•  c  >  ( .  - 1     ) + (  ikxi^liziìv» + 

^  •   3  ^ 

(r— tf)G<»+DX.*'-'4-'-^7rr+ 

.  -  Cer- 
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Cerchiamo  ora  di  determinare  i  coefficienti  A ,  B, 
C ,  D ,  ec«  in  maniera ,  che  nel  secondò  membro 
di  questa  Equazione  non  rimanga  che  la.  quantità 

^'     —9  non  avremo-  perciò  che  a  supporre  u* 

guàìi  alio  zero  tutti  i  coefficienti  (rr'  +  A), 

(  lllZlil  +  (     )  A       ) .  (  :ilLz.LlLzL) 

z 

ciò  fatto  otterremo  A  =— rr%B  =  '^^^^pi^c^, 

^  —  —  jiJ—  .  ec«> 

sostituisco  questi  valori  nella  ulnma  Equazton  pre- 
cedente 9  e  risaltandone  quindi  la  (I),ne  segue 
che  ec. 

Se  venga  supposto  y=:   ,  sostituita  nel- 

la  (/)  la  —  r*,  in  luogo  delia  r*,  ne  verrà  TE» 

quazione 

«•^"-^H- ec. 

33$.  Ciò  posto  »  sommiamo  nella  (  T  )  il  pri* 
mo  con  i'  ultimo  termine ,  il  secondo  col  penuj« 
timo ,  il  terzo  con  1  *  antepenultimo  ,  e  cosi  m 
progresso  >  e  dividiamo  il  tutto  per  ^r"  ì  essa  (  T  ) 

1 1  a  di- 
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divertà  perciò  delia  forma 

cc.  =  o  •  Supponghiamo  ora  ^  -f-  =  jr  >  e  Ac- 
ciaino nella  (I)  i'  esponente  r  successivamente 
=     m—  1 ,  1»—  1 ,  «  — J  >  ec.;  risulundo  cosi 

r.  3  ^         »  •  3  •  4 

^  y~* —  ec. 

A  c  C  4-^^ )  =  A  cy-*-  («-!)  A  f» + 
B  +         )  =  B  cy-»  -  (  a-2  )  B  f^ji-^  4- 

D    (  *"-••+  ^    D  c^y-*  -  C  «-4  )  D  f * 
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E  ci  ~1  )  =  Ef» y-J  -  (  »  -  j  ) 

•  +  ec. 

G    (*•-»+         )  =  G  f'^-r  -  ec. 

H  (*  (  x'-*V^^  )  =  H  <•       -  «c. 

ec. 

vedesf,  che  col  sommare  tutte  queste  Equaziooi 
la  data  (  T  )  verià  trasformata  ncH'  altra 
W)  Ji"    A  f  ji-'-f-  (  B— »)  f  y-»^-  (C  —  (  »  —  I  )A) 

(E-(»-3)C-H"^"~^U)r» 

(F-  («-4)D  +  ^"-"X^-S)^    «'("-4X''-  S)) 

— ce.  =  o,  Equazione  di  un  grado  minore 
della  meÀ  da  quello  della  proposta  •  Ponendo  suc- 
cessivamente le  radici  y  ,y',y"  ,  ce  delia  (///) 

nella  supposta  ;r  ^  ,  ossia  nella     — jr 

•4-  =  o ,  otrerremo  un  numero  di  Equazioni  di 
secondo  grado  »  dalla  soluzton  delle  qi/ali  si  avran* 
no  le  2  9  radici  della  (  T  ) . 

E*  facile  il  vedere  ,  che  la  posta  y  uguaglia  la 
quaniuà  a  dei  (  N»*  33 j  >  33 1  )  presa  negauvamech 

«s 
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te,  e  che  la  ( //J)  altro  non  è  che  la  r."  a^*-* 
-+  48""*  ^-  ce.  =  o  ,  prese  però  ie  radici  col  se- 
gno contrario. 

^g9«  Le  Equazioni  Algebraiche,  che»  come 
la  (  T  ) ,  sono  dotate  della  proprietà  di  non  can* 

giare  di  forma  per  la  sostituzione  di  —  in  luogo 

della  X  ,  diconsi  cowert/ùiJ$ ,  o  reciproche .  Venga 
ora  richiesto  di,determinarne  le  Formole  generali* 
340.  Supponghiamo  perciò,  che  la 

je*"  H-  A  r  xU'^  H-  B  e»       *     C  f  ^  a:"    +  . . . .  4- 

H  f"-'  JK""-^-'  4- 1     jr"  4-  K  c"^^  jr"-*  H-  .  • .  4- 

R  f**-**''  H-  S  r»*-^* jr*  -t-  Tr*«-'  jr  +  Vr**'=  o 
rappresenti  un'  Equazione  convertibile  qualunque 

di  grado  pari  :  se  essa  deve  conservarsi  la  mede* 

sima  per  la  sostituzione  di  ^  invece  della  jt^  U 

T  S  R 

nuova  x'-^-^c  x*^*  +  y  ^*  V 

ne  risulta,  dovrà  essere  identica  con  la  suppose 

T  S  R 

ta >  e  quindi  avremo  yj-^  A  ^  —  zzzB,  —  =  C, 

K   I  -H  •  C   i>^_c> 

ec    — ttj  —  —  1,— —     ec.'Y— K,— — 

A  I 

Y  =  T ,  yT  s  V  •  Dall'  ultima  di  queste  Equazio- 
ni 
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fìi  ricavo  V  =  ±i  ,  e  però  T  =  '±A  y  S  =  :i:B. 
Rj=^A,ec-  K~:£:H,cd  1  =  1,  se  V-i  ^ 
I  —  o  5  se  V  ^  —  I  ;  sostituendo  adunque  tali  va* 
lori ,  V  Equazione  supposta  si  dividerà  nelle  due 

(U)          Ar            B^*  x^^-^-^Cc^  jr**-J  +  .♦.-f. 
H  f*-'  x^"^^  —  H  ^-^^  jr— «   — 

le  quali  saranno  due  Formoie  generali  di  tutte  ie 
Equazioni  convertibili  di  grado  pari* 

2.**  Sia  la  Equazion  generale  di  grado  dispari 

^ir»/^  '4-  h  cx^f  -K  B  e"-  .v»/"-'  -h  C  f3  x^-*  -4- . . . 

S       ;ir* -I- T     jr  4-  V  r»'^' =  o . 

'Volendo  in  quc;sca  dcieraiinare  ì  coefEvieoti  ^  onde 

rènderla  cpnvertibile ,  pongo  —  invece  della  x  ^ 

'rinovo  il*  àkcorso  »  e  il  calcolo  precedente ,  e  ne 
véltalìAo  te' 'due  Equasioni  - 

H  0^  JT* -f  H      jr/ -4- . . .  • -4- 

*  *    G  (^^'^  xi        c^^^     H-  A  r*^    -h  r*/^'  =  o , 
(2)  jr»^+^»  4-  A jc^i-  4-  B Jt*^"*'  +  Cri  jr*^*  -f  •  • 
:    H<^  *'^»— Hf*^» jr^  — . - 

C  f*'-^     — B^^i'-*  X*     A     «if  -  r*/^-*     o  , 

le 


le  quali,  esprimeranno  le  Formolc  generali  delle 
Equazioni  reciproche  di  grado  dispari. 

^^i.  Veduto  nel  (N.^gjS  )  come  riducasi 

ad  altra  di  grado  inferiore  la  Equazione  (  T ),  sia 
richiesto  di  ciò  pure  eseguire  rapporto  alle  altre 

(U),CV),(Z)- 
Ridotte  esse  alla  forma 

(  1-  -  r»»  )  4-  A     (  x^'*^ +  B  r»  x* 
 +  Hr'-';r''-'(jr*— r*)=o, 

(       -.tf^-J  )  4-  C  tf*     ( JcV-«  -  c*'-^  )  4- 

.,..-hHc':r^  (jr  — r)  =  o, 
poiché  tutti  i  binomj  della  prima  di  queste  Equa* 
zioni  così  espresse  sono  divisibili  esatramente  per 
jf>— j tutti  i  binomj  della  seconda  sono  divisi- 
bili per  jr  4"  r ,  e  quelli  della  terza  pfu:  ^  —  ^ ,  es^ 
guisco  simili  divisioni,  e  ne  verranno  t  rnuiuti 
x"^4- Af  i4-B)r*  jr?"':* -f- (  A  4- r ) 

^1  x*''"^  4-....  .4  Hf""'^*"*  4-  4- 

(  A4-  r  )  ^  i^'^H  )       Jr*  4-A  i^-^Jt 

i)^x*/-'  +  (B-A  4  1)  ^*Jf*'-*4- 
 4-(B-  A4-i)r»>-»Jic*  + 

(A— O^*^'''-^  4^''=o,  Jf*' 
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x^+iA  -h  1  )r^*/-«H-(B+ A-+-  0<r*  x^^'^-h 
 -t-(B  +AH-i)fV-*Ar»  + 

ma  queste  non  sono  che  tre  Equaziotii  reciprochf 
della  forma  isccssa  della  (T);  dunque  saranno  ri- 
ducibili col  metodo  medesimo  dei  (N.^  jj8  )  ad 
altre  di  oin  grado  minore  dflla  metà;  e  tutte  per. 
conseguenza  le  Equazioni  cònvertibili  sono  capa* 
ci  di  un  simile  abbassamento^.  -■ 

342.  L'  Equazione  x"^  —  i  =0  essendo  del 
ge  nej^e  delle  convertibili  9  eguali  sono  le  (  U  )  ^  (  Z  )f 

potrà  ridursi  ad  altra  del  grado         ^  se  mi  pa« 

ri,  o  del  grado:-——  ,  se  »  è  dispari. 

34J.  Ridurre  a  grado  inferiore  rEquazK>ne 
7)  xf^  4-  A  jrt'"-')*  -f  -  B  ^-  C  x<'"-3)»  -f.ee.  =0 
Suppongo  jf"  =  «r,  sostituisco,  e  ne  verrà  la 
Trasformata  «*-f-  A  -4-  B  a^"^»  h"^^^  +  ce. 
=  0,  il  cui  grado  t  <mH.  Ponendo  successiva* 
mente  i  valori  sf"  ec.  nella  ;r»=:*; 
dalla  soluzione  di  questa  tutte  otterremo  le  radi* 
ci  della  proposta. 

344.  Sciogliere  1*  Equazione 

^  -  2.} 

V  y    i    g4         — cC.  =  V. 


ir 

u  u  ( 


Supposto  ^s=:**i  ed  j  =  xH — ,  la  data  pel 
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(  N*^  337  )     cangcA  nella  x""^ — 5  =  V ,  ossia 

x^*  —  V  +•  r**  =  o  .  Ora  la  forma  di  questa 
Equazione  è  sknile  a  quella  della  (  JF)  ,  e  fano 
però  Jt*  ==:*,  è  riducibiic  alla  lif*  —  V  «  Hr  ==  o. 
Dunque  rappresentando  «  una  delle  radici  mesi^ 

me  della  unità,  poiché  abbiamo       — + 

l/(  j  -      ),  sarà  a:  =  «  + ^  -     )  )» 

e  però  jr  —  jf  4-  J  =  «  l?'(-j-4-  j/(  -j-  )) 


ì^(t-»/<  7 -'■■»• 

Conoscendo  le  radici  della  i=ro,  tutti  co- 
nosceremo i  valóri  della      e  per  la  somiglianza 

del  precedente  valore  con  la  radice  della  Equazione 
generale  del  terzo  grado  determinata  nel  (N.*»  213) 
si  dà, ad        il  nome  di  JPormoIa  Cardanica* 

:  J4J.  Prendiamo  ora  a  Considerare  il  caso  del* 
la  (S)  (N.^jai)  irrazionale  •  Se  sìa  irrazionale 
soltanto  la  quantità  cognita  K,  e  non  la  forma 
della  supposta  funzione,  è  chiaro  che  potremo  sem- 
pre ,  come  si  è  accennato  nei  (  N.*  g  2 2  ,  3  24 ,  ^  2  ^  , 
317,  328,  3 19»  330 >  33»  )»  mediante  il  Problc- 

ma 
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ma  del  (  144  )  da  em  K  detcrminate ,  quati» 
tunque  irrazfonaìineiite ,  ciascuna  delle  V ,  x"  ^ 

x"\  ec.  jr^>,  oppure  ciascuno  dei  coefficienti  del- 
la ^M-'-'-f-a^M^-jS^f^— «-f-ytffA— »-f-cc.  "  o,e  ciò 
per  mezzo  ài  tante  Equazioni  del  primo  ,  o  del 
secondo  »  o  del  terso ,  ec*  o  del  hgiima  grado*  Dun« 
que  in  questo  caso  potremo  sempre ,  o  con  la  di« 
visione  y  come  Ael  (N*^  3  23  )1  o  con  la  riduzio- 
ne  ad  altra  Equazione,  come  nel  (  N.<*  333  )>  tett« 
dèr  la  data  (D)  di  grado  inferiore. 
/  545.  Sia  in  secondo  luogo  incommensurabile 

la  forma  della  funzione.  Posto  in  tale  ipotesi 

'    fix  )ix")ix'" x^^))^y  ,  libero  questa  E- 
quazione  dagli  irrazionali > e  pel  (N*^i2i)  lari* 

1     duco  cos)  aUa 

[V)  /'^G/~'-4-Hy-*H-iy->  4-  cC*=ro. 

In  ciascuno  dei  coefficienti  G,  H  ,  I ,  ec.  non  pon« 
no  evidentemente  entrare  altre  radici  della  data, 
che  le  x' ,  x"  y  x'"  j  ec.  x^^^;  ciascuno  d'  essi  a* 
dunque  uguagiierà  una  funzion  razionale  delle  stcs« 
se  a? ,  x' ,  x"' ,  ec.  xi^ ,  cosicché  avremo 

m)G  =  V  (xXx')ix'")....(x^>), 

H^r(x'xx"  )(x'")....(x(^nf 

I  =V"'ix)(x")(x"')....{xi^>),  ec. 
Ora  abbiasi  cia^jcuna  delle  funzioni  (FI)  ^  quale 
si  suppose  Ja  (  T )  nel  (  N.^  ^ 22  )  ;  in  tale  ipotesi  |^ 
se  vorremo  esprimere  per  G  il  valore  della  x'  ^ 
lo  potfemo  eseguire  raaionalmenie  mediante  la  (M 
servendoci  della  pdma  delle  Equazioni  c 
ne  verrà  x'  uguale  ad  una  funzione  della  a  razto« 

u  u  2  naie: 
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mie:  nella  marnerà  medesima  venemlo  richiesto  di 
espiimeie  la  x  per  H,  dalla  seconda  deae(r/) 
EaQazioni  otterremo  x*  uguale-  ad  una  funzione 

razionale  della  H  :  d  Jia  terza  ricaveremo  eguaW 
mente  r'  uguale  ad  una  funzion  della  (i  ) ,  e  così 
in  progresso  «  Supponghiamo  eseguite  simili  deter- 
minazioni rapporto  a  tutti  i  f  coefficienti  delia 
(  T) ,  e  iè  corrispondenti  Equazioni  siano  le 
(rny  =  ^^'(G),  y  =  <f,"(H),.y=:=^'/'(I),ec- 

Poiché  a  cagione  della  Equazione  <T)Ja  quanti* 
tà  K  è  una  delle  radici  della  (V)v  ponghiamo 
rssa  in  luogo  della  J ,  e  ne  venga  perciò  il  risultato 
{yni)ÌU     G K^-'-H H  K'"* -f- 1 K'-^     ec  =  o . 

Avendosi  ora  nelle  (  VU)  ,  (  Vili  )  un  numero 
di  Equazioni  contenenti  un  numero  f  di 
quantità  G ,  H  ,  I ,  ec ,  vedesi-  che  potremo  da^  e*-- 
se  eliminar  queste  tutte ,  e  in  simile  guisa»  giuQ* 
geremo  ad  una  Equazione  finale  priva  affatto  del- 
ie G,  H,  I ,  ec. ,  non  contenente  che  la  Jt*'  ,  e 
quantità  cognite,  e  la  quale  potremo  per  conse- 
guenza suppor  delia  fòrmajf  ' -hj^-^'^'-^li^*"* 
4-  i  x'^^  -H  ec.  =  o*,  ossia 
(/X)x'4-^jf'-'-l-i;r'-*-4-/Jf''-'-l-eC-  =  o  , 
di  cui  sia  la  radice  la  jr'  . 

Le  due  Equazioni  adunque  f  D  ) ,  (  /X)  avran* 
,  DO  la  radice  comune  x\  ;  e  quindi  se  fra  i  loro 
primi  due  membri  cercheremo  il  massimo  comun 
divisore ,  dovrà  questo  contenere  il  binomio  x^x\ 
j  47.  Nel  modo  medesimo ,  comé  abbiamo  ea- 
prcsia  col  mezzo  dei  codiìcienti  G ,  H ,  I ,  ec.  la  ra- 
dice 
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dice  X  ,  potremo  col  loro  mezzo  esprimere  an* 

cora  ciascuna  delle  altre  x\  jr"  ,  ec.  Jirt^>,e  ciò 
eseguendo  5  avremo  tante  Equazioni  della  forma 
x''  =(f)'(G),  x"  =^"CH),  ec. 

(X)y''=(p'CG),.^'"=f  (H),  x'^iW),  ec. 

ec; 

=  G  ) ,  jrtM=  q)'' (H) ,  ;rW  =  (j)''' (  I) ,  ec. ; 
onde  combinando  successivamente  primo  quelle  del- 
la prima  fila  ,  poscia  quelle  della  seconda  ,  e  così  di 
seguito  con  la  medesima  Equazione  (  Vili  )  9  come 
nclC  N.®  prec.)9ci  risulteranno  tante  Equazioni  finali 
<4-/jf'-'  +  *V-»  +  f';r'-*-+-ec.^  =  o, 
:XI)^  4-/';r'-»H-A"jr'-*  +  /'V-i-+-ec.  =0, 

ec. 

=  o,  la  prima  delle  quali  avrà  per  radice  la  x\  la 
seconda  avrà  la  x  '\  ec. ,  e  T  ultitna  x(^)  ;  e  perciò 
se  deterintneremo  il  massimo  divisor  comune  fra 

il  primo  membro  di  ciascuna  di  esse  ,  e  quello 
della  (D)5nei  varii  risultati  si  conterranno  i  fat* 
tori  x  —  x'^  X  —  x'"  ^  ce.  X  —x^^K- 

348.  Supponghiamo ,  che  il  coefficiente  G  ri« 
sulti  =F(/,  x"Xx"'){x"')....xi^>.  Volendo 
in  questa  ipotesi  da  G  determinare  la  x' ,  pel  (N.* 
324  )caderemo  in  una  Equazione  jr*  --|-tf  i  -hi  r 
=  o ,  di  cui  x' ,  x"  saranno  le  radici ,  e  i  cui  coeffi- 
cienti HI,  hi  saranno  funzioni  razionali  della  G« 
Che  se  anche  H= F"  (  Xy  x"Xx"Xx"')...{  xO^> , 
I = F'"  (:x\x")(x"*)(x"')....  x(^) ,  ec. ,  trovere* 
mo  in  egudl  modo  corrispondentemente  a  ciascu- 
no 
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no  di  questi  coefficienti  tante  Equazioni 
(X/i)  ;r»  -+-iS  I  x+i  I  =  0  ^;r»-f-ii2Jr+*a  =  o, 

;ir*  +  4  j  +  é  3  =:  o ,  ec»  9  nelle  quali  saranno  ra* 
dici  le  sole  Jf' ,  Jf" ,  e  nelle  quali  i  -coefficienti  4  i , 

il  saranno  funzioni  razionali  delia  G,  i  coeffici- 
enti ai^  bl  funzioni  razionali  della  H,  gli  altri 
della  I,  e  cosi  di  seguito.  Ciò  posto ^ 
combinando  le  Equazioni  (X/7)  con  la  (^^///) 
si  eliminino  da  esse ,  come  nel  (  N.^  34^  )  ,  i  coeffih 
cientt  G,  H»  ec.  e  giungeremo  cosi  ad  un'E« 
quazfone  finale  (IX)  priva  di  tutte  queste  quan* 
rità  G  ,  H  5  I ,  ec. ,  e  di  cui  saranno  radici  amen- 
due  le  X  5  x"  ,  Se  dunque  cercheremo  il  comun 
divisore  massimo  fra  il  primo  membro  della  (  D) , 
e  quello  delia  (  ZX  )  ultimamente  risuluto,  questo 
dovr^  contenete  il  prodotto  (jx^x  yix-^x"  >  Se  sia 

(X/i/)G  =  iF'(^',  x'"){x')..:.(x^^)^ 

H  =  F"(Ar',  x'\  X   )ix  )....(xi^ì)^ 

1  =  B'"ix',  x\ :r")(V^).-.-(jrtk)),cc.omio 
G^Vix  y  x\  x" ,  x")  ,...{xO<)), 
U-r^x'yx",  x\  a: 

I=:F  (;t  ,  x\  x'\  ;r  )-..,(jr<X)),ec., op- 
pure ec;  trovate»  come  nel  {  caso  precedente 

dalle  Equazioni  della  prima  fila  corrispondente- 
mente ai  vani  coefi5cienti  tante  Equazioni 

Af*  +      I  ^*  -I-i  I  X-\-C  1=0, 

x^  +  a  ^x*  •^tjx-hci  =  0,  ec.  , 
iXIV)o  da  quelle  della  seconda  le  altre 
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x^-^a^x^-hh^x^+c^x+d}  =o,  ec.,se 
combineremo  simili  Equazioni  con  la  (  FUI  ),  eli- 
minati ,  come  precedentemente ,  i  coeflScienti  G , 
I,  ec.>  otterremo  in  egual  modo  un*  Equazione 
finale  (  JX  ),  tra  ]e  cui  radici  esisteranno  le  quan« 
ma  Af  ,  ,  ^  ,  oppure  k  x  y  x  ^  x  ^  x  \ 
oppure ,  ec.  secondo  che  anno  avuto  luogo  le  pri« 
me  9  o  le  seconde,  ec.  delle  (XIII)  Equazioni 
e  quindi  secondo  che  con  la  (  Vili)  sonosi  com- 
binate le  primevo  le  seconde ,  ec. delle  Equazio». 
ni  {  XIV) .  In  questa  supposizione  adunque  il  mas- 
simo* comun  divisore  tra  la  (D),e  la  corrispon- 
dente (ir)  ascenderà  al  terzo  »  o  al  quarto,  ec« 
grado» 

349»  Nella  maniera  medesima  si  ritrova ,  che 
se  ciascuno  dei  coefficienti  (  ^  )  essendo  della  for^ 
ma  del  (N.^$22  ) ,  non  cangia  dì  valore  per  la 

permutazione  di  x'  in  x^^**'^>  <  N.<>  ^27)^0  per  quel- 
la  di  X  in  ciascuna  delle  due  radici  x(^'*-n  ,  Af(*^-^'),o 
in  ciascuna  delle  tre  jf(>^^*>,  jf(*^-^^J ,  ,  ec,  la 

corrispondente  ( /X) ,  e  la  (  D )  avranno  rispettiva- 
mente il  divisore  comune  (x—x'^x  -  ovvero 
r.  altro  (  X  —  jr'  )(  ;r  - x'^-^*)  )(  jr(»^^-*-')),  o  il  terzo 
(;t— jr'X*^— ;r(^-«-«)X*'-;H**-^'>)(jf  —  jKs^-»-»))  ,  ce, 
350.  Ciò,  che  si  è  detto  della  radice  x\  è  chia- 
ro che  dices!  egualmente  delle  altre  x"  ec. 
Ar  Xj^ondc  se  rapporto  ad  esse  si  verifichi  in  cias- 
cuno dei  coefficienti  (  VI  )  qualcuna  delle  Suppo^ 

sizio- 
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sizioni  fatte  irììa,  (  T)  sei  (  JI49  $25  ,  327); 
istituito  il  solito  cakolo ,  varranno  cosi  ad  otte* 

nersi  tante  Equazioni  finali  simili  alle  (  Xf  )  ,ciascu* 
sa  delle  quali  avrà  con  la  D  alrrettanti  fattori  co- 
muni  »  o  dei  secondo,  o  dei  terzo o  dei  quar- 
to ec.  grado. 

351.  Supponghiamo,  come  nel  (N.*  $^9)9 
che  ciascuno  dei  coefficienti  G ,  H  I  «  ec.  sia  una 

finzione  della  ferma  T  (  x\  x"  )(  x'"  %  x"")  

x^^)  y  la  quale  inoltre  non  cambi  di  valore  perla 
permutazione  di  x'  in  x^-^^)^  e  per  quella  di  x" 
in  xi^-^^>;  vedremo  qui  pure  ,  siccome  nel  (  cit. 
R^  329)*  che  volendosi  determinare  da  ciascuno 
dei  coefficienti  le  radici  x\  x  \  cadremo  in  tante 
Equazioni  delle  forme  ie^  -^ax  +  b^  o ,  nelle 
quali  ciascun  coefficiente, per  esempio  ir,sari^  ra*  * 

dice  di  un*  Eqaazion  razionale  +  +  j3  =  o, 
e  vedremo  pur  anche  ,  come  nel  (N.°j^2)5che 
chiamati  a\a"  i  due  valori  delia  4"  i  due 

corrispondenti  della  ^,  potremo  ottenere  tante  £« 
quazioni  di  quarto  grado  x^  -^-^a  +a"  )  x*  -i- 
ii'r^i"^é'ai')x*^(4'i"^a"  b  )  ;r+é'*"=o, 
le  cui  ràdici  saranno  le  'x\x  \x^^-^^^x<^'^^)^t  i 
coefficienti  saranno  tunzioni  razionali  delle  rispet- 
tive quantità  G  ,  H ,  f  ec. .  Dunque  se  col  mezzo 
di  tutte  queste  Equazioni  di  quarto  grado  già  ot- 
tenute ,  e  col  mezzo  della  (  Vili  )  faremo  la  so- 
Itti  eliminazione  dei  coefficienti  G  »  H  »  I  >  ec. , 
giungeremo, siccóme  in  passato,  ad  una  Equazione 
finale  avente  con  la  (  D  )  il  comun  divisore  di  quar- 
to 
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cogrado  (  —  x'  )(  jt— jr(^-^»))(  jrWà+D  ). 

Se  ciascuna  delle  quantità  G  ,  H  ,  I ,  ec.  ugua* 
gli  una  funzione  delle  radici  simile  a  quaJche- 
duna  delle  supposte  nei  (  N.^  ^go  ,  i  )  ,  1*  Equa* 
zione  finale  in  allora  «  come  può  f  icilmente  dedur^ 
si  dai  (  N.^  j3  z ,  prec.},av]^  con  la  (  D  )  un  fatto- 
le comune  del  grado  sesto  ^  o  dell'  ottavo ,  o  del 
decimo  ,  ec. ,  oppure  del  grado  2.j.2(/x-4-i), 
3  (  M  -H  I  )  1  4  1  )  >  ce. ,  e  in  generale  del 
grado  >?(iui  +  O  N.^^^i  ) . 

g$2.  Da  quanto  si  è  detto  Hn  quì ,  vedest 
adunoue^che  anche  nella  ipotesi  della  (T)  irra* 
zionale  »  potrà  sempre  la  .(  D  )  abbassarsi  di  gra- 
do. Imperciocché  determinati  attualmente  i  comu« 
ni  massimi  divisori  tra  le  Equazioni  finali  (  IX), 
(XI),  e  la  (  D  )  ,  verremo  in  tale  maniera  nel- 
la supposizione  del  (N.*  346)  a  determinare  X 
fattori  della  (0)di  primo  grado  ( N.' 345,  347), 
e  nei  casi  dei  XN.^  J48  , 349  ^Jjo ,  35 1  )  ne  ver- 
f  emo  a  determinare  od  uno  ,  o  più  di  grado  su- 
periore al  primo  i  fattori  ^  pei  quali  essa  (  D  )  po« 
trà  sempre  dividersi  attualmente» 

3  3g.  Conviene  aggiungere  a  tutto  questo  al« 
cune  riflessioni  ,  e 

i.^  Affinchè  i'  Equazione  finale  ottenuta  nei 
(N>j48,349,35o,g5i  )  abbia  con  la  (D)  un 
Àctore  comune 9  quale  si  è  colà  determinato;  non 
è  difficile  il  vedere,  che  ì  coefficienti  G,H)  I5 
ec.  dovranno  tutti  ,  niuno  eccettuato ,  essere  quali 
li  abbiamo  supposti  nei  (citati  N.^j . 

X  X  2.^ 
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ir  Può  qui  pure  succedere,  che  nella  ipotesi 
dcI(N«^5i  )  nsulr»,come  nel  (  .u-^i) 
zim^e  però,  che  li  comune  divisore  tra  la  Eqim* 
zkme  finale, e  la  (D)  uguagli  il  pnmo  membro 
della  stessa  (  D):  in  allora  r  Equazione  data  nou 
sarà  capace  dì  abbassamenta  con  la  divisione .  CiJT 
non  ostante  potremo  ancora  quivi,  come  Sf  disie 
Bel  citato  (  N 3  3  ?  ) ,  abbassare  di  geado  essa  da^ 
ta,  ndocendola  ad  un'  altra  , 
H- «  4gM -f- /S  iai^-' y  éi'*^* -+- ec.  =  o  , 

in  CUI  (A-^i  <M»(N»^  j3i,3Ji)*Difiitti  rIco^ 
dandoci  altro  non  essere  la  che  il  cocmcien* 
te  secondo  della  a  xn-^ h x^^''\-  ce— a 

(N.'  331,351),  ed  essere  perciò" 
=  —  (  jc'  -h H-  x"  4-  .  • .  •  +  Jf'^)  >  cerchiamo 
di  esprimere  ih  suo  valóre  mediante  ciascuno  dei 
coefficienti  G  ,  H ,  I ,  ec>  •  DaK  N.^  3  3  3  )  vedesicfat 
per  questo  otterremo  le  Equazioni 

i  XV)  ^^^^ + ^         + y''     -^  ^^  =  ®*» 

^fi-h I -f-o.'         ^' " 4g**-»  +  %" 4^-* + ce.  =  a , 

ec. 

nelle  quali  i  coefficienti  iS',  y',  ec.  risulteiani 
no  tante  funzioni  razionali  della  G>  i  coeffltìen- 
ti  y",  ec.  tante  funzioni  razionali  della 

H,  g»  altri  l3"',  y"\  ec.  della  1,  ec. Com- 
binando queste  (  XV)  Equazioni  già  ricavate  con 
la  (  Vili)  f  si  eliminino  al  sqIiio  le  quantità  G, 
H  ,  I ,  ec.  affitte  di  giungere  ad  una  Equazione 
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(Xri)  a'  -^ga"-'  4-  i  «•'->4-  ec,  =  o ,  i  cui  coef- 

ficienti ^,  ce.  siano  cogniti^  e  di  cui  $ul 
£itcore  un  prodotto 

(  H  -  4*  )(  4»  —  4"  X  -  )  •  .  • .  («  —iiOA-i-*)  )  ra  p. 
presentando  a"\  ec.  tf^*^*)  i  diversi  valori 

della  a  (       329,  ^51  )  • 

Ciò  farro  cerchiamo  di  determinare  pel  (  N,^ 
105  )  imoiediatamente  dalla  (  D  )  una  Trasfonuu 
fa,  dì  cui  sia  radice  la  funzione 

—  (  ;r'  4-     +  x  "  4  +  xm) .  Chiamata  a  V  in- 

di  una  simile  Trasformata  «  sia  essa  la 

(Xf70  tf*  +•  f  -f-  r  -V-  ec.  =  o  :  frà  le  see  radici 
è  evidente,  che  esisteranno  tutte  le  precedenti 
a\  a  '^  a  \  ec,  .  Dunque  se  /ra  i  primi 

membri  delle  due  (Xr/),  {  XVII)  tioveremo  il 
massimocomun  divisore,  altro  questo  non  sarà  che  il 
prodòtto  (41  -a'Xa^a'^Xa-  a"') . .  •  (  n  -  iitf*^-  d  ), 
il  quale  in  seguito  effettuato,  ed  uguagliato  allo 
Zero  ,  CI  darà  un'  Equazione  della  forma 

miT)  ^(M-Mj  ^gafJ--}-  h  tf^-'  H-  /  a^""-  4-  ce-  =;  o ,  in 
cui  /ix  4-  1  <  I» .  Dunque  ec. 

3*^  Finalmente  osservo,  che  il  valor  della  K 
(N.®34^)  può  esaere  razionale >  e  non  esserlo^ 
se  esso  sia  razionale,  divenendo  perciò  razionale 
r  Equazione  •(  FT/J) ,  ed  essendo  già  tali  anche 
le  <r//),  (X),  (X//),  XIV),  {XV),  dovran- 
no evidentcmcnre  diventare  commensurabili  anco- 
ra ic  Equazioni  finali  (iX),  (X/),  (Xr/).,  e 
tali  per  conseguenza  saran  pure  i  fattori  ultimi  aie- 
ccniMia  nei  (  N.»  34^ ,  347 , 348 , 349, 350 , 351  ), 

ZZI  cta« 
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e  tale  sarà  la  precèdente  Equazione  (XVIJI). 
Dunque  ogni  qualvolta  K  sia  commensurabile,  quan<* 
tunque  sia  incommensurabile  la /(*')(  ir"  X^") 
....(a-(^)),  la  determinazione  degli  espressi  fetto» 
ri  della  Cf>)  porr^  sempre  aversi  dalia  (D)  me- 
desima, e  la  (  XVIll)  porr^  aversi  dalla  sola  (  XVlI) 
semplicemente  col  mezzo  del  (  Gap.**  14  ®  )  senM 
servirci  dei  laborioso  calcolo  indicato  nei  (  N> 
34^5  347»  348»  349  j  350f3Si>  »-*Pf«s-)*Che 
se  K  sia  incommensurabile,  diventando' peraò  le» 
razionale  la  (  W/ ),  risulteranno  irrazionali  anco- 
ra  le  Equazioni  finali  {IX),  {XI),  {XVI)  y  e 
però  i  fattori  della  (D),e  della  {XVII);  onde 
in  questo  caso  tali  fattori  non  si  potranno  già  de- 
terminare  mediante  il  (  Capo  14-^)9  conver- 
rà ricorrere  al  calcolo  accennato  dei  sovra  espres- 
si (      345,  ec)' 

.    CAPO  DECIMOSETTIMO . 
Della  ieterìmna%ionr  JklU'  raJiti  reali  ftr 

numeriche  • 


354^  X^er  la  impossibilitk  di  ottenere  la  soluzio- 
ne generale  delie  Equazioni  di  grado  superiore  ai 
quarto  ,  i  Matematici  sonosi  rivolti  a  cercare  il  va« 
lore  delle  radici  per  approssimazione  •  Fra  i  vani 

melo- 
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à  tal  fine  proposti  noi  esporremo  i  due 
che  seguono»  il  primo  riguardante  le  radici  rea« 

li  per  le  Equazioni  numeriche ,  e  1*  altro  per  le 
Algebraiche.  Prima  però  di  accingerci  a  questo, 
egli  è  necessario  il  premettere  qualche  nozioae  in* 
tpmo  alle  frazioni  continne  • 

Una  frazione,  quale  si  è 

hf  +  y  in  cui  il  primo  denominatore 


#-f-ec. 

è  fermato  in  parte  dell*  intero  e  in  parte  del 
rotto         •  il  denominatore  secondo  è  formato 

del  intero  r ,  e  dei  rotto  — -    ,  e  così  di  segui*  ' 

tO^  dìcesi  Frazr'one  continua  • 

l%6.  Le  frazioni  continue  9  nelle  quali  cias- 
cun termine  è  positivo ,  e  ciascun  numeratore  è 
=  1,  quelle  sono»  che  apportano  maggiore  van« 
faggio, che  a  noi  presentemente  riescano  necessa* 

rie,  e  quelie  per  conseguenza ^  di  cui  faremo  in 
adesso  parola. 

3)7.  Data  una  qualunque  quantità  non  inte« 
ra  X  ridurla  in  frazione  continua  • 

Determino  il  numero  intero  piò  grande ,  che  si 
contiene  in  X^e  chiamato  questo  f^è  chiaro  che 

avremo  X— ^<     e  perciò 1 Suppon* 

I  ^ — f 

ghtamo  5— 7j  =  X'  ;  poiché  X'  >  1 ,  cerco  il  mas- 
simo 


3JO 

ano  nutneco  intero ,  che  su  entro  X' ,  e  deno- 
minatolo ^ ,  uti  X  -  f  <  X ,  e  qiiindi  ^  >  «• 

Facciasi  ^  =  ^  >  '  g^*""  ^"  ^  '  »  "  ^^'^ 
r  a  numero  intero  più  grande, che  contienesUn 

X",  onde  risidti  X"— r<»,  e  supposto  3^^^:; 

=:X"'  ,  ^biasi  X  "  >i  •  Sia  /  il  numero  intero 

.       ,      .      t   v"  • 

più  grande ,  che  su  in  X  ,  e  sia        ,  —  » 

risultando  qui  pure  X'' >  1 ,  potwmo  Mosegme 
innanzi  il  discorso  medesimo .  Qo  lat»,  wk 
supposte  Equazioni 

X",  ec.  ricavo  i  valori 

X=i>+  ^»X'=f  ■4-j7»X"  =  »'+3p, 

X  "  =  /  +  3^  .  ec.  ;  li  sostituisco  nd  luoghi  o»t- 
rispondenti,  e  ne  veiA  X=  «11*  ftaaone  conti-- 
nua  *  -^-7 


r4» 


3j8.  Se  sia  X=  ad  un  sotto  razionale  -jj, 
lo  M  per  N ,  e  chiainad  /  il  quoto ,  «  I*  »• 
van«>,avKinoX  =  ^  =  J'-+-:^,«nde  essendo 

X-/ 
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X— ^  ,  è  evidènte,  che  mià  -^>i  ,  ed 

•jjj»  =  X'  (  N.«>  prec.  ) .  Divido  N  pet  d(  ».denoiiiiaa 
f  il  quoto,  (J  il  residuo,  risulterà  quindi 

=         però  j>i^ 

•^  =  X".  Proseguo  col  dividere  ^  per  col* 
drianìafie  r  il  ^ quoto»  y  P  avanzo,  e  avendosi 
con  ciò  X'  =  tie  ver»  •^>i , 

•y"=X^"i  onde  potrò  nel  modo  medesimo  segui* 

tare  1*  operazione.  Pongo  ora  in  luogo  delle  quan-* 

jj-,  —,  izispetttvi. valori 

I         t  I 

"S»  ^>  ce,  e  CI  multerà > 

y+j  

/  4-  ec» 

L*  operazione  ora  -  accennata ,  affine  di  getta* 

re  in  frazione  continua  il  rotto  —  ,  vedesi  altro 

non  essere  che  quella  stessa  ,  di  cui  ci  serviamo 
per  determinare  il  massimo  comun  divisore  fra  le 
quanuù  M ,  N ,  e  i  numeri  /  ,  j  >  r  ,  / ,  ec.  altro 

non 
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non  sono  che  i  successivi  quozienti  .  Ora  sappia- 
mo dair  Algebra, che  questa  operazione,  essendo 
M  >  N  dae  numeri  interi ,  è  sempre  finita .  Dun- 
que una  fraxion  razionale  potrà  sempre  svolger- 
si in  una  continua  di  un  nunierò  finito  di  termi- 
ni ;  il  che  non  può  dirsi  delle  altre  quantità  non 
intere  X  (  N.*  precedente  )  . 

GeccAt^      frazione  continue  il  rotto 

-^,e  il  decimale,  3,  141  j^i^, 
7545  -r  # 

Opero  in  (//)  riguardo  al  primo  rotto, come 

se  cercassi  il  massimo  comun  divisore  fra  i  due 
numeri  09,  754$ i  e  riguardo  al  decimale,  con- 

3 141  $926 

.siderando  questo ,  .come  un  rotto  j^q^qq^  > 

ro  su  di  esso  nella  maniera  medesima,  e  per  tal 

modo  otterremo 

^^^^    7-<"J  

'  4 

Nel  primo  di  questi  risultati,  c  cagione  di 
6ff  <  754 j,  deve  essere       o  ,  ossia  deve  mancai 

re  la 
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i 

jre  la  parte  imera  ;  e  ciò  sempre  racecdecà  neUefra- 
ziom  ¥erc« 

754Sl^p|o 

(//)  ^ 

^^1  754J  I  lop 

6ii    ■  •  •        •  . 

il  \  24  1 1 

21 
♦  ■ 

t 

3^0.  Dalla  precedente  Frazione  X  (  N.^  3  55) 
prendiamo  le  quantità  successive  \ 

r-#.i  M  ec* 

f 

e  COI  principi!  della  aritmetica  lidotte  ^queste  alle 

frazioni  ordinarie 

chiamiamo  successivamente  A  ,  B  ,  C  ,D ,  E ,  ce.  i 
loro  numeratori,  ed  a;b',C',  D',E',  eci  deno- 

y  y  mina* 
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^  minatori  corrispondenti  ,  onde  tali  frazioni  venga- 
no rappresentate  dalle 
A     B     CD     E  • 
^)  T  '      '      •  "d'  *      ^^•^  Ciò  fatto ,  dalla  for- 
ma delle  (IV)  è  evidente  che  avremo 
A         B=fA-+-i,  C=:rB+A, 
D=:xC  +  B,  E  =^D-f-C,cc. 
mA'=i,  B'  =  ^A',  C'  =  rB'+A',  - 
D'  =  /C'-f-B',  E  ^  fD'-hC,  ec. . 
^5f.  In  conseguenza  di  questa  proprietà  po- 
tremo assai  semplicemente  ridurre  una  data  fra* 
zion  continua  finita  X  a  frazione  ordinaria. 

Scritte  perciò  in  {VII)  le  quantità  >  ^  >  f  »  ^ 
^,èc*  in  una  prima  riga,  e  posta  in  una  seconda 
in  primo  luogo  la  f  con  al  di  sotto  l' unità ,  si  moU 
tiplichi  sì  la  ^5  che  la  unirà  per  f  ,  e  al  prodotto  p  ^ 
aumentato  di  i  sottoscrivasi  nel  secondo  luogo  la 
f.In  seguito  si  mojtiplichino  per  r  il  numeratore^e 

p  q      I  - 

il  depominatpre  delia  rrazipn  risultata         >  si  au- 

mentino  corrispondentemente  del  numeratore  >  € 

del  denominatore .  della  -^  «ene  verrà  cosi  la  ter* 

za  delle  frazioni  (JK)^  che  colloco  nel  terzo  luo« 
go«  Moltiplico  poscia  per  «r  il  dividendole  il  di* 
visore  di  questa  terza  frazione  ^  aumento  questi 

prodotti  del  dividendo,  e  del  divisore  della  fra- 
zione seconda  5  e  risultaiido  in  tal  modo  la  quar- 
ta delle  {VI)  frazioni ,  b  poncho  nel  quarto  luo- 
go .  Proseguo  a  moltiplicare  per  t  il  numeratore, 

e  il 
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e  2  ^eiiomtiuitore  ddla  fcizion  quarta  ,  sommo 
coi  risultati  il  dividendo»  e  il  divisore  della  fra- 

tÌoii  terza ,  e  risultandoci  da  ciò  la  quinta  delle 
frazioni  (  IV)  ,  la  scrivo  nel  quinto  luogo  ;  e  in 
tale  maniera  seguitando  sempre  ad  operare  finché 
si  giunga  air  ultima  lettera  contenuta  in  X ,  ve« 
desi  dalle  che  otterremo  tutti  i  sue- 

cessivi  valori  (  IV)  deile-(  IH  ) ,  e  però  anche  il  va- 
lor domandato  della  X . 

»  *    9    *     «''+r    *       qrì-i-s+ji  ^ 

t 

fqrstA-rst  -{.ptt^  pqt  -f  t  +  pgr-j-r  +  p 
q  r  s  t  "^s       q  t<^q  l 

35i.  Vogliasi  per  esempio  ridurre  la  terza 
delle  frazioni  continue  esposte  nel  (  N.**  ?  5  9  )  • 

Opero  in  (ylll)y  giusta  ii  metodo  precedente  , 
e  r  ultimo  dei  risultati  sarà  appunto  il  valore  ri* 
chiesto ,  poiché  moltiplicato  il  suo  numeratoret  ed  il 
denominatore  per  lo  stesso  numero  2  9  ne  viene 

5000000  10000000        a  »  #y 

111)1,  IL  ìli  Ul  ^2?  121111. 

1*7'  106  *  113  '  275<^$  '  27Ó78  '  S^Mi  ' 
9      >      ^     f      1      f      4.  " 

1648912  182245^  ?4'yi375  JISZE^L 

5248(55  '  580108  *  1104^73  '   5000000  * 

y  y  2  3^3. 


3 6}*  Poiché  le  quantità  ^  ^  f  $  r «  /  9  ^ ,  ec.  vo- 
gliomi  tucre  positive  (  N.^  3$6)  »  dai  valori  delle 
quantità  À  ,  B  ^  C  ,  ec.  A',B' ,  C'9  ec.  espressi  in 

(VI)  vtdcsì  che  dovA  essere  A<B,B<'C, 
C  <  D  ,  D  <  E ,  ec-  A'  =  ,  oppuie  <  B',  B  <  C  , 
C  <D',D'  <E',ec.. 

Dai  valori  medesimi  (VI)  vcdesi  ancora,  che 
dovrà  essere  B  A'— B  A  -  i  ,  GB' C  B  =  — 
DC C=ri  ,  ED^-E  D=:-i,  ce- 
364.  Le  frazioDHr}  saraii.  sempre  tali ,  che 

-j",  <  X I -  j, ^  X , -jj .<X»  —  >Xj^  ^Xy  ec« 

Ciò  si  deduce  agevolmente  dal  paragonarelc 
parti  fratte  dei  valori  (III)  eoo  la  parte  rotta 
della  X* 

355.  Le  frazioni  sono  tutte  ridotte  ai  nini* 

mi  termini  • 

Se  CIÒ  non  fosse, e  si  volesse, che  per  e$em« 

pio  nella  —  le  quantità  C  >  C  avessero  un  comu* 

ne  divisore  K  >  per  Io  stesso  numero  K  dovreb« 
be  essere  divisibile  anche  la  quantità  DG  < —  D' C; 
ma  a  cagionedi  D'C— D'C==i  (N.^gdj  )quf 

sto  è  impo§sibiIe»  Dunque  ec» 

Qjmdi  si  vede  il  perchè  riducendo  la  terza 
delle  frazioni  continue  dei  non  ritor* 

na  la  ^^^''^^^  ,  da  cui  essa  è  naca:  ma  bensì  la 
10000000  '   ■  ' 

5000000  ^^'^S^*)*        essendo  quesi*  ultima, 

che 
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C&f  la  firasSofi  prJnia  ridotta  ai  minimi  termini . 

^66.  Le  diifcrenze  tra  le  frazioni  (T)  vaii« 
Bo  sempre  impiccolendosi.^. 

Sottraendo  tali  frazioni  coaiecutivameiite  V  u*- 
sa  dtir  akra ,  prf  (     jdj-  )  ci  risulti 


B 

A 

r 

fi' 

A' 

C 

B 

r  ' 

fi' 

fi'  C 

D 

C 

r* 

C 

CD' 

B 

D 

r  ■ 

D' 

D' E' 

Ma  pel  citato  (R^^jój)  abbiamo  A'B'  <B'C, 
B'C  <CD',  CD'<  D'E',  ec.  Dunque  sarà  ' 

pelò  ec»  • 

3<57.  La  diffeipenza  tra  la  X ,  ed  una  qualon* 
que  delle  frazioni  (  T)  è  sempre  minore  della 
hità  divisa  pel  quadrato  del  denominatore  spetian*  • 
te  alla  frazione  supposta»* 
*    B  *  A 

chiaro  <be  sarà  X  — ^,  >  ~ ,  maa  cagioM  di 

A'  =  ,  oppur  <  B'  (  N.<»  363  )  abbiamo  77^  =  , 
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oppur  <     ;  dunque  «A  ancora  X—jp  <  —  ; 

Nella  maniera  medesima  troveremo  X<^., 

X  -  C    CS  ^  F       ^  iT*  '     .  Dunque  ec. 

Perciò  la  differenza  tra  il  numero  ^  ^  i/^i^gi6^ 
e  la  secondatola  quarta  ec.  delle  frazioniti///) 

sarà  corrispondentemente  <  rr  >  <^  TTri?  ec.,  ossia 
<— ,  <  — —  .  Ora  esso  numero  z  ,  1415925 

altro  non  ci  esprime  che  assai  prossimamente  il 
rapporto  della  circonferenz^a  al  diametro^  vedesi 

adunque  quando  le  frazioni       ilL^  ^c- 

,.  .      7  *35 

costano  ad.  un  simil  rapporto* 

^62.  bai  (  N.^  g(?g  ,  357)  apparisce,  che  le 
frazioni  (  V)  vanno  sempre  più  accostandosi  ai  va* 
Igr  della  X  . 

3^9.  Nelle  solite  frazioni  (F)  la  differenza 
fra  due  di  esse  quaUivoglìono  consecutive  è  picr 
cola  in  maniera  »  che  fra  di  loro  non  può  esiste» 
xe  alcun'  altra  frazione ,  il  cui  dentminatore  non 
sia  più  grande  dei  denominatoci  delle  due  frazio- 
ni supposte.  •  ^ 

Prendiamo  a  considerare  per  esempio  le  due 

C      D        .        \  m 

77  >      esprima  —  una  quaiunquc  dciie  iraziO* 

ni  collocate  fra  di  esse.  Dovrà  essere 

D 
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D  _  _C  .      I  *£l3?^/Mo 

0  U^H  .  C  D'^  Cu 

)  ;  ma  qualunque  valore  intero  abbiansi  le 

è  chiaro  che  non  può  giammai. essere 
mC'—nQ      I     ,  ,  Il 

~Cr~^c;-^"°^^^  '^«^^  ancora— 5> 
e  per  conseguenza  G n>C  T>\  e  dividendo  per 
C  9  avremo  »  >  D'  ;  ma  a  cagione  di  D'>C'  (  N.** 
3^3  )  abbiamo  ancora  »>C'.  Dunque  ec. 

^70.  Pei  (  N.^  3<^4j  3^9)  è  chiaro  potersi 
asserire»  che  ciascuna  delle  frazioni  {V)  si  accosta 
al  valore  della  quanto  è  mai  possibile  »  cioè, 
per  modo ,  che  nessun'  altra  frazione  avente  un  di- 
vìdendo non  maggiore  del  dividendo  della  frazio-» 
ne  supposta  porrà  mai  egualmente  ^  o  più  di  essa 
accostarsi  alla  X. 

Nel  (  N.®  362  )  la  quarta  per  esempio  delle  fra-. 

•     zioni  (  Vili  )  si  avvicina  tanto  al  valore  3  »  141  $92^, 
eh*  egli.  è  .  impossibile  trovare  alcun  altra  rotto  ad 

'     esso  più  prossimo  y  il  cui  denominatore  -  non  sia 
>ii3. 

371.  Prendansi  nelle  frazioni  {V)  separata* 

mente  i  termini,  che  si  alternano ^ e  forminsi  con 

questi  le  due  serie 
C  E 

(jVN  A'*  "e"  E?» 

1  £  L 

^      La  prima  di  tali  serie  sark  pel  (  M.*  3<^4  )  crescen- 
te verso  X .  deccescente  la  seconda .  e  dai  valori 
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(FI)  è  facile  a  vedersi,  che  avremo 

B      O       r       D      F  » 

372.  In  conseguenza  di  ciò^-se  foise  r^i» 
col  raziocinio  Jstesso  del  (  N.^  359  )  vedfemino 

non  poter  esistere  tra  le  —,  -g;  alcun  altro  rot» 

to  »  il  cui  denominatore  non  sia  .>  A'  ^  e  >C'i  ma 

A  C 

se  r  >  I ,  allora  tra  esse-^,  potranno  aver  luo- 
go r—i  di  simili  rotti  »  e  tali  saranno  quei  >  che 

c 

risultano  »  ponendo,  nel  valore  di  —  ricavato  dai 

.valori  (PI), cioè  in         .,  successivamente  in  ino» 

go  del  numero  r  i  numeri  i,  2,  ec.  r  —  2; 
onde  i  risultati 

non  saranno  (he  altrettante  frazioni  esistenti  tra  le 

A  C 

—  9  i  denominatori  delle  quali saran  tutti  <C^# 

.Difatti  presa  una  qualunque  di  queste  frazioni 

(  Z) ,  e  chiamata  ^^r^^j:  >  essendo  f* <  r  ;  avremo 

primieramente  il  denominatore  m  B' + A'  <r  B'  +  A  t 
c  però  <C ,  poiché  C  =  r B'  +  A'  (N.«  360  ) . 
Inoltre  avendosi 
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C      jyiB«f-4         r— jm-  ' 

'C'""'H*B'H- A' C'ifkB'  +  A' j  ^  3^j); 
^B4-A    À  C 

nostra  jj^,—-^ ,  c  quindi  tutte Jc  frazioni  (X)^ 
nel  mentre  che  hanno  un  denoniSlnatorc  <  C ,  so- 

A     C  '  • 

no  tutte  contenute  fr«  le     ,  —  •  ; 

^7g.  Fra  due  qualunque  delie  frazioni  (IX) 
consecutive  non  può  esistere  alcun*  altra  frazione  » 
il  cui  denominatore  non  sta  maggiore  dei  denomf* 
natóri  di  tali  frazioni* 

Poiché  ?ÌÌ±^-1HZ1L)1±A_ 

(fiB'+A'X(M-l)B'4r"^/  '*  dimostrazione  è  la 
atessa  che  qucHa  del'  (  N.*3^p  )^ 

Avendosi  ~  ;  — =  — ^  ^  nella 

maniera  medesima  del  (  N.*>  ^69  )  si  ritrova  che 

fra  ciascuna  delie  (X),  e  la  —  non  à  luogo  al- 

cuna  frazione      ih  cui  honsia  iK>B',e>|ftB'4-A'. 

J74.  Ci5 ,  che  abbianK)  dimostrato  nei  (  N.' 
n»>  373  )  delle  r— i  frazioni  iX)  iàtèirmedie 

2  2  .tra 
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AC 

tra  le  "j;  >  ,  diccd  cguMm^r delle  altre  /  —  i, 
che*  come  nel  (N.®  372  ),  si dimpstranio  esistenti 

fra  le  1g>  -£i*  dellè  altre'/  — i  ,  le  quali  ànno 

B  D 

luogo  fra  le  -g;,  -gi  ^  delie  altre  u  —  n  ,  che  ritro- 
D  S 

vansi  tra  le     ,  -j^  ,  e  così  di  seguito . 

}75.  Affine  di  distinguere  le  frazioni  (  X  )  dal- 
le altre  accennate  nei  (  372  ,  374  )  cbiamere- 
mo  le  prime  frìnclfàli^  intirmedie  le  seconde ,  c 
scrivendole  tutte  in  (Xf)  secondo  il  loro  valore  j 

ne  verranno  due  serie  ,  1*  una  di  quantità  tuWe 
minori ,  e  crescenti ,  la  seconda  di  quantità  rurre 
maggiori  ,  e  decrescenti  verso  la  X.  Tutte  queste 
quantità  poi  pel  C^°  373  )  dimostrano,  come 
nei  (  N.^  3^9  »  370  )  »  approssimantist  al  valore  del* 
la  X  quanto  è  mai  possibile 
A    BH- A    284- A    jB-f- A       (r^i)B-h  A 

C    D-4-C    2  D-f-C    g  D  -f  C  '      (g— i)Dh-C 

É        A4-I     aA4>i    3M-1      (^^i)  A-4-1 

T.»^^'~A^*  2  A'  •  gA^»^^'(^  — i)A'  * 
B    C-4-B    ìC-f-B    ^C^-B  (/~i)CH-B 

■fi'»  C4-B''  2C-fh"  g c'-Tb" '  ^^'(/-i)c'H-a**. 

!7'ì7if.~  »2h'4-iy  *3h'-i-&'*  ^^>-i)E'  +  u'* 

376. 
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il^'  ^'ita  una  quantità  qualunque  non  inre» 
Tt  X  trovare  tutte  le  frazioni ,  le  quali  si  avvici* 
nano  alla  X  quanto  si  può  mai,  cioè  per  modo 
che  fra  tali  frazioni ,  e  la  X  non  abbia  luogo  al* 
can  altro  rotto  più  prossimo  »  il  cui  denominato- 
ic  non  sia  maggiore  del  denominatore  di  esse. 

Riduco  pel  (N°557)  la  X  in  frazi'  one  con- 
tinua; quindi  determino  pel  (N.*^5o)  le  frazio* 
ni  (  T) ,  ed  esse  tutte  pei  (  N.*»  370  )  scioglieranno 
il  Problema*  Formo  in  seguito  le  due  serie  (/JC) 
determino  pei  (N.»  37*  ^  3 74) tutte  le  frasioni  in^ 
fermedie^e  le  due  serie  (XI)  cosi  trovate  ci  da* 
ranno  la  soluzione  totale;  e  di  fatti  se  esistesse 
qualche  altra  frazione  differente  dalle  (X/)  capa- 
ce di  sciogliere  il  Problema  ,  questa  dovrebbe  e- 
videntemente  trovarsi  in  mezzo  alla  prima  o  al- 
la seconda  delle  due  serie  {XI)  ;  ma  cid'è  im* 
possibile»  Dunque  ec.  . 

377*  Se  sia  X  ^  3  , 141  $926 ,  eseguite,  sicco- 
me ner(N.^  559f      ?  31^  ,  374)  ^  operazioni^ 
accennate  nel  (N.^prec.)»  otierremo  le  due  serie 

±  il  12  ^  €L  iiL  UL  *n  ^ 

1  '  8  »  ij  *  ai  »  29  *  ì6'  43  *  "^T*  ^» 

201^,  22£    MS.  2^     gli  3gg 

•  71  *  78  '  8j  '  9^  '  99  '  i^*  ^\ 
JL   JL*  i2   *3   £^   '9  35$ 

la  prima  delle  quali  ci  esprìmerà  i  numeri  tutti 
minori  >  e  prossimi  quanto  è  possibile  al  3  ,  j 4 1 5  9  2  5, 

»z  a  l'ai- 
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r  alrn  ì  maggiori  ;  e  si  T  una  per  conseguenza, 

che  la  seconda  si  avvicineranno  vieppiù  ad  etpri- 

mere  esattamente  il  rapporto 
al  diametro. 

Ciò  basti  delle  frazioni  continue . 
378,  Trovate  un  numero  più  grande  di  tut- 
te le  radici  reali  della 
(C)Fa:-  +  G      "  +  H  J»r*-» -V  I        +  ec.=  o,  ei- 
sendo  il  coefficiente  F  positivo  .  Supposto  r  n  jf  +  0 
trasformo  pel  tN,*^  80)  la  (C)  nell'altra 

(  F    -h  GV»'* H  r*-* -4- 1  r*-J  rh  ec.  )  H- 

imVr^'^  4-(        i)  Gr'"-»  2  ) 

H       -I-  ec.  )  + 

(X//  X  ^  )  F 4-  (  li:^^^>  ) 

Gr""^  +  ec.)/4- 

(         - — il—.—  F     *  +  ce.  )y 
2  •  J"  » 

ec. 

Ora  se  la  r  à  un  valor  tale ,  che  renda  posinW 
tutti  i  coefficienti  della  Trasformata  ;  tal  Traf forma- 
ta dovrl^  avere  tutte  le  sue  radici  reali  negative  ;  e 

però  essendo  negativi  tutti  i  valoii  reali  delia 
qualunque  delle  radici  reali  della  (C)  pongasi  in 
luogo  della  ^  ^  ci  darà  sempre  x  —  r,<,  o  per- 
ciò avremo  r  >  jr  *  Scioglieremo  dunque  il  pro- 
blema» sostituendo  nella  (X7f)  in  vece  della  r 
un  numero  capace  di  rendere  positivi  tutti  i  suoi 
coeiHcìenU|e  questo  numero  a  cagione  del  cocf* 

ficien- 
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fidente  F  positivo  »  è  £icile  «  vederti  ^  che  si  de* 
terminerà ,  collocando  succesfivainence  j  numeri 

®  >  I  >  2  >  3  >  luogo  della  r  . 

Sia  per  e<jeTnpi  )  g      ~  24^^  +  i6x^  —  24V4-7  =  0 

r  Equazione  dau;  f4rco-'Xf=:  «H- ^  >  avetidoà  v 
(  jófJ  —  72  /•*  4-  32  r  —  24)^  4- 
(j^r  —24  )  + 

Suppongo  successivamente  r  =  o ,  t ,  2  ^  ec«  •  Ou 
allorché  faccio  r  =  g  ,  la  Trasformata  diviene 

-I-  8^y^  -f-  285^*  I9<5y  +  i<^o  =  o  ,  Equa- 
zione ,  in  CUI  tutti  i  coe$aenti  sono  positivi  •  Dun« 
que  il  3  sar\  un  oomèro  maggiore  di  tutte  le  ra- 
dici reali  della  data  ,  e  vedesi  di  fatti  esser  ciò 

vero 9  poiché —  1  —  sono  le  sue  radici  reali. 

'.33 

579.  Determinare  un  numero  minore  di  tut- 
te le  diffetenzei  fra  le  radici  reali  »  e  disuguali  del* 

Tolte  pel  (  N.^  jo5  )  dalla  (  C  )  le  radici  ugua- 
li, se  pur  ve  ne  anno,  determino  pel  (  N.*  85  ) 
dair  Equazion  ,  che  risulta  ,  1*  Equazione  delle  dif- 
ferenze, e  supposto  che  tale  Equazione  delle  dif- 
ferenze ci  venga  rappresentata  dalla  4- 

ce.  +  /  y  +  «  =  o ,  faccio  y  =  - ,  onde  a- 

vere  la  Trasformata  «a*  4- /a,* -4- ce. -h 
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Determino  ora  pel  (  N,*  prec.  )  un  numero  mag • 

giore  di  tutte  le  radici  reali  dì  quest*  ultima  Equa* 
zione,  e  chiamato  esso  K| giacché  abbiamo  K  , 

sarà  ^  pei'ÒY'<jr«  Ma  It    non  A  che 

rappreseocarcj  il  quadrato  della  differenza  fra  duè 
quali  si  vogliano  delle  radici  reali ,  e  disuguali  del« 

la  (  C  )  (  N.^  86  )  :  dunque  essendo  ^  minore  di 

*  I 
un  simile  quadrato ,  la  quantità  ^  quella  sarà  9 

che  tommioistra  la  soluzione  del  ^Problema. 

Sia  per  esempio  -  5  jf  — 4  =  0  r  Eqoazio* 
ne  data  •  Non  aVèndo  questa  radici  uguali  »  tnnro 

immediatamente  la  sua  Equazione  delle  differenze, 
e  determinata  così  la    —  3 o jf*  +  2251  —  6^  =  0, 

suppongo    ^    >  onà^  avere  la 

58&>'i2)s*  +  30j&  ^  t  =  o  •  Cerco  presenta* 
mente  in  quest*  ultima  Equazione  un  numtK»  roag» 
giore  di  tutte  le  sue  radici  reali ,  e  supposto  per» 
ciò  pel  (N,«378)  z,~«  +  r,  la  trasformo  nella 

(  ^8r'  —  aijr^-t-jor— 

(  2041*  —  45or  -l-3o)is  + 

(204r  — 22j)a*-H 

e  poiché  collocando  quivi  successivamente  in  luo- 
go della  r  ì  numeri  o ,  1 ,  2,5,  ec. ,  trovo  che 
alia  sostituzione  del  4  >  essa  Trasformata  diviene 

«71 


=  0 


Digitized  by  Google 


$6^ 

«71  rhi494  *'+;J9i  <^H-^3  «•^^o  con  tutti  j 
9uoi  eermini  ^mvi ,  dirò  che  il  4  è  un  numero 
nàggture  di  tutti  i  valori  reali  della       e  quindi 

che  —  =1 — ,  è  un  numero  minore  di  tutte  te 

V4  2 

differenze  fra  le  raidici  reali  della  jcK—  5  a*  —  4  =  o* 
380*  Chiamate  ^9  ec.  le  radici  reah\e 
M  >  V  »  *  >  P  9  €C  le  ridici  immaginarie  della  (  D  )  ; 
ae  porremo  in  essa(  P)  in  luogo  delia  jr  due  nu- 
meri / ,  ^  taJi  5  che  ^  z>y.  x  tali ,  che  la  dif- 
ferenza tra  loro  sia  minore  della  differenza  tra 
ed  un'  altra  qualunque  delle  /S ,  7 ,  ec, ,  ne  verran* 
no  sempre  due  'risultati  di  segno  fra  loro  contrarli  • 
Suppongbiamp  «>jS,  cosicché  at— jS>o.  Poi» 
chè  per  la  ipotési  /--f<«—jJ,  trasportando av* 
remo  «<^— ^^e  sommando  queste  due  quantità 
con  le  altre        >  otterremo  -  a<^4_^— 

/S<^5  e  però  f  —  jS>o.  Ma  a  cagione  di 
e  di  at>/i  abbiamo  ancora  />|J,e  quindi  f-^fi 
>o .  Dunque  in  questo  caso  i  due  binomii  f^^% 
fi  saranno  amendue  positivi.  Che  se  «<  ^  ;  «« 
yendost  allora  jS-«>o,  e  /  -f</J  — « ,  som- 
mando queste  quantità  con  le  altre  ^<a,ne  ver* 
là  ^<^,  e  perciò  f  —  ^<:o;  ma  a  cagione  di 
^<  a,  anche  ^  —  «<o; dunque  in  questa  sccon* 
da  ipotesi  f  —  fi^f-  fi  saranno  quamià  amendue 
negative, e  per  conseguenza  in  qualunque  suppo* 
sizione  i  due  binomii  fiy  q^-fi  saraa  sempre 
del  medesimo  segno  •  Ora  lo  stesso  si  dimostra 
rapporto  ai  due  /  — 7,  5^-7,  ai  due  /  - 


f-^tf  ec«,  e  di  ^più  i  dftc  j>rodoui  •  , 

iq  -  /ui)(  f  -  vX'f w  Xf-^P  )  C"'^ 
Uarnbi  reali ,  e  p(^sitivi  (       59     Danque  gli.al» 

tri  due  prodotti  (/ —  (3  )(/ —  7  )(/ )  • .  V 

(/  -  >ji  X/  ~  V  )(  ^   TT) . . .  (f- iJ  )Cf     Xf  ^  ) 

.-•••;(  f )(  f — V  X  f  —  ^)  ^  •  *>w  n  no  amcndue 
dttlo /Stesso  $egiK>  ,  6  pelò  a  cag!oiic<4i  /  ^  «  >  o  ^ 
^^fl5<o,  ì  terzi         V  "  ^ 

•i.?"-«Xf'^pX?--yx.f7-if)--**  .  *  * 

saciiXiOo  di  seg9o  contrajuo*  Ma  *  questi  ultùmdue. 
prodofiH  POÀ  €ono  ise^  non  se  ciò  ,che  divei^U  il 
prim^  icembro  della  H  D  )  per  U  spsticuzione  dell^ 
quantità       f  in  luogo  della      Ì3unque  te* 

581.  Se  ia  differenza  rra  le  due  quantica 
q  Sia  tninore  della  differenza  fra  due  qualunque  del* 

le  radici  della  (D),  come  se  f  —  q^  -rj?,  (N.* 

Ì19)^  e  $tr  jpoUocaiido  io  (D)  tu  luogo  della  x 
tali  qtiilidà  »  tie  vengano  due  risulttti  di  segno  con* 

trario  ;  io  dico  ,  che  tra  esse  p  ,  q  esisterà  f em« 
pre  una  sola  delle  radici  delia  data  . 

Che  fra  le  p^q^shxz  nella  nostra  supposizione 
■Imeno  una  radice  della  (X>),  questo  ji  sappi** 
mo  dal  (  N.^  )  I  )  j  che  poi  non  ne  esista  che  una  so- 
la 9  ciò  si  dimostra  ùciimente»  poiché  se  ne  esi« 

StCf* 
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stresserò  due,  per  esemplo  le  doe      |S,  dio»  la 

diffi-renza  fra  quesre  ^  sarebbe  evidentemente 
minore  della  d  fferenza  tra  le  f  contro  delia 
supposizione.  Dunque  ec. 

382.  Determinare  i  numeri  interi  prossima* 
mente  inferiori  a  tutte  le  radici  reali  delia  (  D  )  • 
Comincio  dal  togliere  nella  (D)  le  radici  u- 
guali  (  N.**  3 06), determino  poscia  pel  (N.°3  7p) 

la  quantità  ^minore  di  tutte  le  differei|ze  tra  le 

sue  radici  reali  t  e  disuguali  »  e  se  v^K  non  è  numero 
intero,  pongo  in  suo  luogo  il  numero  ad  esso  pros* 

simamcnce  n^a^giore  ^che  chiamo  21,  onde  in  vece  di 

-ys  avere  il  rotto  razionale  —  <      ;  e  trovo  fr 

talmente  pel  (  N.^  378  )  il  numero  r  maggioie 
di  tutte  le  radici  della  (  D  )  •  Ciò  fatto  colloco 
successivamente  nel  primo  membro  della  (  D  )  in 

luogo  delia  x  i  numeri 

'llT)o  i—y  —  >  — >  — ,  ec. ,  e  ciò  fino  ad  un  numero 

n  Im  M  tm 

b 

—  = ,  ovvero  prossimamente  >  r;  osservo  i  ri* 

suirati,  che  alternansi  nel  segno  ,  e  poiché  pei 
(  N  ^  380  ,  381  )  fra  i  diversi  termini  della  nostra 
serie  (J^  fi/)  capaci  di  produrre  simili  risultati  al- 
ternantisf  nel  segno  tutte  si  contengono  ad  una 
ad  una  le  radici  reali  e  positive  della  (O),  tutti 
prendo  i  numeri  interi ,  che  so(no  prossimamente 
inferiori  a  questi  termmi  ,  e  tali  numeri  faranno 


tutti 
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tutti  gr  interi  inferiormente  pift  vicini  alle  doman- 
date  radici  reali  positive.  Passando  in  seguito  al* 

Ja  ricerca  dei  numeri  interi  prossimamente  infe- 
riori alle  radici  negative;  colloco  nella  (D)  —  oc 
in  luogo  della  jt;  cerco,  come  precedentemente 
nella  Equazion  ,  che  risulta»  gl'  interi  prossima* 
mente  maggiori  «  tutte  le  sue  radici  reali  positi* 
ve  »  e  tali  numeri  cangiati  di  segno  saranno  i  pros* 
simamente  minori  alle  radici  reali  negative  della 
data  . 

VojTliansi  !  numeri  interi  prossimamente  infe* 
riori  alle  radici  reali  delia  —  5^  —  4  =  0.  Poi* 
chè  quivi  non  esistono  radici  uguali ,  poiché  ab- 
biamo K  2  ;  (  5  79  ) ,  e  perciò  razionale  » 
c  poiché  pel  il  g  è  il  numero  mag- 

giore di  tutte  le  radici  della  data,  onde  ne  vie* 
nth  ^  6 ^  colloco  in  luogo  della  x  quantità 


Avendosi  quindi  i  risultati 


osservo  che  fra  quesri  esistono  i  soli  due  — 8, 

i  quali  si  alternano  nel  segno  «  Dunque  la  data 
non  avrà  che  una  sola  radice  reale  positiva  »  e  que* 

sta  esistendo  tra  i  numeri.  —  ,  3 ,  dai  quali  essi 

risultati  sono  prodotti,  il  numero  2  sarà  ì'  inte* 
ro  a  tal  radice  prossimamente  inferiore. 

Affi' 
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AiSne  ora  di  determintfe  i  numeri  ioiferiorincn- 
te  miaori  alle  nuiici  reali  negative ,  ponendo  —  x 
in  luogo  della  x ,  riduciamo  la  data  alla  x^  —  ^x 
4-4  =  0.  Trovandosi  pei  (  N.«>  3^78)  essere  2  il 
numero  maggiore  di  tutte  Je  radici  di  quest'  ulti- 
ma Equazione ,  sostituiscansi  in  essa  «uccesnvamen- 

te  i  numeri  o,Y>  i  »        2  ,  e  vcngansi  cosi  a 

determinare  i  risultati  4,^,0,—  ^««•PoicM 
il  terzo  di  questi  è  zero,  e  fra  i  due  a 

o 

si  à  un*  alternazione  di  segno ,  ne  segue  ,  che  il 

terzo  numero  sostituito,  cioè  il  numero  i,  sarà  una 
radice  delia  Jf^  —  5  ;r  -f  4  =  o  ,  ed  un'  altra  ne  esi- 

HeA  fra  i  due  ~»  *  >  delia  quale  per  conseguen* 

Zi  V  intero  prossimamente  maggiore  sarà  il  secòn* 
do  di  essi  9  cioè  il  2  .  Ciò  dunque  determinato  , 

—  I  sarà  una  radice  negativa  dilla  data         ^  x 

—  4=0,  e  la  terza  delie  sue  radici  avrà  per  in» 
tcro  prossimamente  inferiore  il  numero  —  2. 

383.  Vedesi  facilmente  che  le  sostituzioni  da 
farsi  delle  quantità  ^XIII)  nella  (D)  non  sono 
giamm4  in  numero  >»i-+  i ,  e  però,  che  un  tal 
numero  è  sempre  limitato.  Vedesi  inoltre  che  il 
calcolo  di  queste  sostituzioni  porrà  facilitarsi ,  se 
invece  di  estguirle,  come  nel  (  N.o  prec  )  ,  pon- 
ghiamo  primieramente  in  luogo  della  x  la  quanti« 

^T*  ^^^^     moltiplichiamo  nella  (D  j  il  se- 

a  a  a  2  .  con* 
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condo  termine  per  m\  il  ferzo  per  »* ,  il  quarto 
per  ,  e  cosi  di  seguito  ,  e  poscia  trascorato  il 
comun  divisore  ,  poiché  non  si  cerca  che  Tal* 
ternazTone  dei  segni ,  se  nella  quantità,  che  risul- 
ta,  collochiamo  successivamente  in  vece  della  xi 
numeri  o ,  i ,  i  ,  J ,  4»  ec.  Finalmente  il  nostro 
calcolo  potrà  agevolarsi  ancora  di  più  coli  ajuto 
delle  serie  >  c  ciò  vedremo  neir  esempio ,  che  se* 
gue. 

384.  Determinare  gì'  interi  prossimamente  in* 
fcriori  alle  radici  delia  ^3--28jf-+-5^  =  o- 

Essendo  —  un  numero  minore  di  tutte  le.dif- 
2 

fetenze  fra  le  radici  reali ,  e  disuguali  della  data  ; 
dovremo  per  {sciogliere  il  Problema  sostituire  jn 

luogo  della  x  i  numeri  successivi  ^o^  —  9  i> — » 

ec. ,  ovvero  pel  (  N  ^  prec.  )  molriplicato  il  — 
per  4)  e  il  $6  per  8,  dovremo  sostituire  nei  ri- 
(XiK)sultato  —  112  Jif+448  invece  della  x  ì  numeri 
o»  I,  2,  3,  49ec.  Ora  per  vieppiù  facilitare  il 
calcolo,  osservo  che  la  quantità  {XIV)  altro  non 
è  che  il  termine  generale  di  una  serie  a  difiF<'ren« 
ze  terze  costanti;  dunque  se  cercherò  le  differen- 
ze I.*  9  le  2/  ,  e  ie  3.*  ,  e  se  col  mezzo  di  que- 
ste determinerò  i  termini  successivi  di  detta  sene  ^ 
tali  termini  saranno  appunto  i  risultati  diversi  >  che 
verrebbero  dalle  sostituzioni  sovraccennate  •  Sup- 
pongo pertanto  successivamente  jt  =  ai  quattro  nu« 
meri  o  3 1  »  2  ^  3,  sostituisco  in  C  ^IV) ,  e  avutine  i 

risul- 
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risolrati  (XV)  448»  ^]7,  i}2  ,  239»  determinò 
da  questi  Jc  diflF«renze  prime  —  ii i ,  — 105  5  —  9^1 

le  seconde  H-tf,  -f  i2,e  la  terza  H-^;  scrivo  pò* 
scia  in  (  XFI)  in  una  prima  linea  la  difFeren2a  g.* 
costante  -I-  <5  ,  replicandola  quante  volte  si  vuole; 
colloco  sotto  dei  primo -h  6  in  una  colonna  ver^ 
ficaie  la  prima  delle  differenze  2.*  ,  cioè  + 
la  prima  delle  differenze  i/»cioè  il  -^iii^  e  il 
primo  dei  risultari  (XV)  j  cioè  il  448.  Ciò  fat» 
to  ,  formo  nella  seconda  riga  la  serie  delle  diffe* 
renze  2.*,  e  la  formo  sommando  ciascun  suo  ter- 
mine precedente  con  il  numero  ad  esso  immedia- 
tamente superiore  ;  formo  col  metodo  istesso  nel* 
la  terza  riga  la  serie  delle  differenze  i  ;  e  repli« 
càndo  nella  quarta  ì*  operazione  medesima  5  otter- 
remo finalmente  i  termini  successivi  della  serte  prìm 
cipale,  ossia  i  risultati ,  che  verrebbero  dalla  (  X//^), 
facendo  successivamente  .v  =  o  ,  i  ,  2  ,  3  >  4  >  ce. 
poiché  la  differenza  6  è  positiva,  e  positivi  so- 
no tutti  i  termini  della  ottava  colonna ,  vedesi  che 
I  termini  »  i  quali  si  otterrebbero  oltre  questa,  sareb* 
bere  tutri  positivi, e  perciò  sarà  inutile  protrarre 
innanzi  le  serie.  Ora  nella  quarta  riga  abbiamo 
due  alternazioni  di  segno,  c  queste  tra  il  sesto  ri- 
sultato -4-ig  ,  e  il  settimo  — 8  ,  tra  il  settimo 
—  8  ,  e  r  ottavo  -4-  7  .  Dunque  dalia  sostituzione 
dei  numeri  5,6,7  nella  (  XIV) ,  ossia  dei  nu« 

meri  — ,  3  ,  —  nel  primo  membro  della  data 
z  z 

28  x+  j5=:  o  ottenendosi  tre  risultati  pros* 

si  mi 
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sinif  altemintiti  nel  segno ;m  viene,  che  essa  da- 
ta avrà  due  radici  reali  posmve  ,  e  una  di  queste 

esistente  fra  i  numeri     ,  3 ,  e  T  alrca  fra  t  due 

1  f  —9  onde  2  , 3  sarannno  gii  interi  ad  esse  pros>^ 

simamenre  inferiori. 

Per  trovare  1*  intero  più  prossimo  alT  altra  ra- 
dice reale  negativa  5  porrei  — in  luogo  della 
e  opererei  sulla     —  iS  x  +  ^6  =0|Come  pre* 
cedencememe  (  N.<»  381  )« 

4-  ^,-4-     5,-4-  ec. 

(XF/)-h    6,4-   12,-4-   iS,-^  24>H-?o>+3^> 
,     +42,4-48,+  S4>^-  CG. 
—  ni,  — loj,—  93,—  75,-51,-21, 

'5  j-i-  57»  +  to5,  ec, 
-i- 448,-4-  3Ì7»+^32>  +  139  »4-<54,"h  13, 
—    8>+     7,4-  04,  ec. 
385.  Dopo  la  determinazione  dei  primiquat* 
tro  risultati  (Xr),  affin  di  trovare  gli  altri  non 
impiegandosi  nella  operazion  precedente  che  dd« 
le  semplici  addizioni ,  vedesi  quanto  esso  possa  fa* 
cilitare  il  calcolo .  Che  se  T  Equazione   data  sia 
la  (Dì;  rappresentando  il  suo  primo  membro  il 
termine  generale  di  una  serie  a  differenze  mesi* 
me  costanti^  supposto  successivamente  jr  =  o  ,if 

2  ,  3  ,  4 ,  ec. ,  w ,  e  trovati  dalla  (D)  gli  1»+  s 
risultati  corrispondenti  ;  da  questi  determinerei  le 
differenze  1/  ,  le  2/  ,  le      ce.  fino  alla  mcswm'^ 

poscia 
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poscia,  come  nel  (N.^prec),  formerei  tutte  le  se* 
rie  delle  differenze  tnesime  ,  delle  m  —  i  esime  , 
delle  tn  —  2  erinte  ;  t  Y  ultima  dì  tali  serie  quel* 
la  sarà  »  che  ci  somministra  tutti  i  risultati  ,  che 
verrebbero  col  sostituire  nella  (  O  )  i  numeri  suc- 
cessivi o ,  I  j  2  ,  g  ,  4  ,  ec. .  Allorché  poi  giun^ 
geremo  ad  una  colonna  di  numeri  tutti  positivi, 
potremo  qui  pure  »  come  si  è  detto  di  sopra ,  ar« 
restarci ,  poiché  inutili  diverrebbero  tutti  gli  altri 
termini  successivi* 

gStf.  Determinare  per  approssimazione  il  vai» 
lore  delle  radici  reali  della  (D), 

Tolte  dalla  (D)  le  radici  uguali,  e  chiamata 
ùt  una  delle  sue  radici  reali ,  trovo  pel  (  N.<^  382  ) 
r  intero  prossimamente  inferiore  ad  essa  e  de- 
nominatolo f  ^  suppongo  X  =  /  +  y  sosti- 
tuisco nella  (D),  e  mi  verrà  pel  (N,^8i  )  una 
Trasformata  della  forma 

-HB';f'"-*4-Cy-»-Hcc.=  o.  Poiché  «è 
reale  ,  e  poiché  /  <  «  j i  >  «  (  N.*  iti  )  y  è 

chiaro  dalla  ar  =  /  4  —  9  che  per  lo  meno  anche 

una  radice  della  (XFII)  dovrà  essere  reale,  e 
maggiore  della  unità  •  Cerco  in  essa  (  XFII  )  V  inr 
tero  prossimamente  inferiore  a  tal  radice  reale» 

lo  chiamo  f  9  e  fatto    =  ^  +      ^  sostituisco  nel* 

la  (  XF//),  onde  ne  venga 

i^iii^A  ^«  4-  B  *"'-\+  C'V"»  +ec.  =0  .  Avendo 

qui 


^1^    -  ' 

qui  pure  la  ^  almeno  un  valore  reale  ,  e  >  i  ^ 
determino  ^  come  sopra  9  V  intero  inferiormente 
più  vicino  ad  esso,  lo  denomino  r  ,  e  sostituisco 

nella  (  XFIÌI  )  invece  della  u  la  quantità  r  +  —z 

mi  verrà  ancor  quivi  un'  Equazione 
(XiJC)A"z'"  +  B"'j^'"-'-f-C"'z'"-*  4^  ce,  =0  ,  in  cui 
esiistendo  almeno  una  radice  reale ,  e  >  i  ,  ctrco 
rimerò  prossimamente  ad  esso  minore , lo  chiamo 
X,  e  proseguo  ad  operare  sempre  nella  minieca 
medesima  •  • 

Ciò  fatto ,  sostituisco  successivamente  nelle  E- 

quazioni  ^  =  /  +       jf  =  ^  +  i.,af=ir  +  -i-, 

ec.  io  luogo  della  ^ ,  jf ,  ir ,  ab ,  ec»  i  valori  eoe* 
rispondenti ,  e  ci  risulterà  prossimamente 

r  +  I 

 -7  ■  •    valore  da  ridursi  in  fine 

pel  (  N.^  361  )  a  frazione  ordinaria  • 

j87*  Se  è  razionale,  la  frazione  cominaa 
(XX)  dovrà  essere  finita,  e  quindi  uno  dei  nu- 
meri p<,  f ,  r  ,  X ,  ec.  dovrà  essere  radice  esatta 
della  Equazione ,  che  gii  corrisponde .  Ma  se  «  è 
irrazionale  , la  (iCX)  andrà  all'  infinito^  e  nessuna 
delle  Equazioni  {XVII)  ,  iXFIII)^  (XIX)  ,  ec. 
avrit  per  radice  esatta  un  inumerò  intero. 

)8S.  Tra  i  due  valori  p-^^  ^  esiste  la 
sola  radice  ^ ,  o  ne  esistono  due,  tre  ,  ec.  diverse . 

Nel 
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Vkl  prim^  dì  queiti^  lo  idko  ,  jcIm  U  <  ) 
non  potrà  avere ,  che  una  sola*  rtdke  reale  post* 
tiva  •  Imperciocché  se  ne  avesse  per  esempio  due^ 
e  tali  /ossero,  le  ji  j     ;  soscicuite  queste,  nella  , 

;r=:  /  +  —  (  N.°  j8<5  )  ,  ne  verrebbero  i  risultati 

/  H — r  >  ^  H — TT  esprimenti  amendue  un  valore 

reale  della  per  con  semenza  tra  ì  due  nume* 

si  ^9  /  +  I  non  efìtteiebbe  già  ui»  soia,  radice 
reale  delia  <D}»  nia  oe  esisfierebbeio  due  conan» 
la  supposizione.  . 

589.  Quindi  ne  segue,  che  per  determinare 
il  numero  f ,  basterà  in  quest' ukinio  caso  sostituì- 
re  soliamo  nei  primo  membro  della  {XVII)  \  nu- 
meri  i  »  a  »  j  ,  4 »  ec*  fino  a  quelli  ^che  ci ,  danno 
consecutivamente  due  risuluti  di  segno  contrario  . 
Lo  stesso  fi  dice  rapporto  aUe  Equaaiofii  (  XF/// )^ 

(  XIX  ) ,  ec. 

3  90,  Che  se  fra  /  ,  /  +  I  ànno  luogo  le  due 
radici  reali  ot^  ^:  allora,  la  (X^il)  avrà  due  ra« 
dici  reali  positive  j\  i\  e  per  determinare  gl'hi» 
teci  ì  >  q  ad  esse  inérioxmeate  più  protstmi  con- 
verrà ricorrere  al  metodo  dei  (  N.^  382,  384). 
Ora  ^  ,  f    o  sono  due  numeri  fra  lor  disuguali, 

o  nò  :  se  lo  sono^  le  due  supposizioni  ^ 

jf  =  f '  +  —  condurranno  a  due  Equazioni  {XVIII) 

.diverse,  ciascuna  delle  quali  avrà  una  soU  radice 
;  b  b  b  reale  , 


mle-poskivt  (  R''  38!  )  ,  e  su  ciascuna  di  em 
pofià  pei  comegiieoBA  agevolassi  il  calcolo ,  come 
nel  (  N.^  pwc.  )  •  Ma        =  ?  ' ,  V  ipotesi  allora 

di  ^  ssf  +    dandoci  unA  sòia  Equazione  iXVin), 

quest'  ultima  Equazione  avrh  due  radici  reali  po- 
sitive ,  e  quindi  la  detecminazione  dei  due  nume« 
ri  r  ,  r"  non  potrà  ricevere  qucU'  abbreviamento 
di  calcolo  del  (  N.""  pnc.  >.  Simile  abfbccviamemo 
però  comincici^  sempre  ad  aver  Inogo,  e  sì  pWH 
seguirà  sempre,  ogniqualvolta  gì*  interi  ^  >  > 
/' ,  x",  ec.  risultano  disuguali. 

Lo  stesso  si  dice ,  se  fra  le  /> ,  />  -4-  r  esistono 
tre  ^  quattro ,  o  più  radici  reali  della  (  P  ) . 

Sciogliere  per  approssimazione  1'  Equa- 

/)zione  ^r^  i— 2  Af»^  5  =  o . 

Determinato  pel  (  N.°  379  )  essere  l*  unità  il 
numero  minore  di  tutte  le  diflFerenze  tra  le  radi- 
ci reali  della  data  ,  cerco  pei  C       ^83  ,  384  ) 

'  grinteri  prossimamente  inferiori  alle  sue  radici  rea- 
li positive  •  Trovando  9  che  là  (  XXI)  non  à  che 
una  sola  radice  reale  positiva,  e  che  1'  intero  è 
questa  inferiormente  più  prossimo  si  è  il  2  ,  sup« 

pongo  ;r  =  2  -4-  — ,  sostituisco  $  e  ridotta  così  la 

iXXI)  alia,/  -  loj»*  —  5^  -  1  =  o  ,  cerco  V  in- 
tefó  inferiormente  più  vicino  al  valore  leal  posi- 
tivo della  y  (R""  389),  trovo  essere  questo  il  to; 

faccio  dunque  y"  =  lo-h  -j-  ,e  avuta  la  Tjc^sfor- 

mata 
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mta  61  —  94  f^*  —  70  /s^  —  1=0^  determino 
r  intero  prossimamente  inferiore  alla  sua  radice 
leal  jposjtiva .  Trovandosi  tal  intero  =1  i  soppoa* 

go  nuovamente  u  =  i  Hr-^  9  onde  scoprire  nel 

modo  istesso  1*  intiero  minore ,  e  piti  prossimo  al 
valore  reale  positivo  della  » ,  e  proseguire  poscia 
il  calcolo  medesimo  quanto  a  me  piace.  Ora  da  si» 
Bili  opecazioni  troviamo  9  che  la  aerie  di  tali  nu- 
meri interi  è  la  seguente 

2  ,  IO,  I,  1 ,  2  ,  I  ,  j ,  1  ,  1 ,  12 ,  ec. 
Dunque  la  radice  xeal  positiva  della  {XXI)  sarà 
prossimamente 


I 

=  2  + 


IO+£ 

1  +  1 


t+1 

2+1 


1 2  -f-  ec.  ; 

e  di  questa  frazione  continua  determinate  pei(N.* 
3^1  )  le  successive  frazioni,  ordinarie ,  avremo  i  rotti 

xxmi   il  ii  15   ìil  ili  V]^  JVL  1^22 
T  '  IO  »  Il   ai  *  53  '  74  '  275  '     ^  624  • 

,  ec*  i  quali  vieppiù  si  accostano  al  ve* 
bb b  a  IO 


I 
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ro  valore  dclfc  nostri  radice  (  W  ^éB  ) .  Il  rotta 
differirà  dal  valore  vero  di  essa  radice  meno 

della  quantità  ^.;=  «ooaooKJj 

392.  Nella  maniera  medesima  ceieneremo  pros- 
simamente il  valete  delle  radici  tealf  negative  deN 

la  (XX/)  (  N  *  382  )  .  Giacché  poi  ciascaiiD  del* 
le  trazioni  (XX//)  s'accosta  al  vero  valore  dell* 
nostra  radice,  quanto  è  mai  possibile  (N.  370  )  ,* 
quindi  si  vede  che  il  nostro  metodo  di  approssima- 
zione è  preferibile  agli  altri  tutti . 

CAPO  DECIMOTTAVO  .• 

DcUa  SoluZitone  per  Serie  delle  Equazttont 

indeterminate  • 


4  — 


L^ata^  érti  serie  lintta 

^jj  I»  nt  ot-^n  y  m   ot-^n  ,  m  ,ec. 

ove  le  quantità  ,  m'\  in"\  m  \  ec-  formino  una 
serie  decrescente  ,  le  altre  h\  »  ,  n"\  n  \  ec.  abbia- 
do un  valore  qualunque  ,  e  laot  siatin  numero  inco* 
giltto  f  si.  dòmanda  di  detertrtinaré  questa  »  pet 
nksdo  cbe  due  y  o  più  termiti^  deità  oaU  serie  sia^ 
no  fra  lóro  uguali ,  e  maggiori  degli  akri  •  ' 
Affine  di  sciogliere  questo  Pfoblerua ,  paragono  il 

P"- 
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primo  termine  con  da^uno  degli  altri, 

—  w'        li"' n' 

e  ricavarine  i  valori  «  =  -,  ■  ^„ ,  =     — , 

=  1.  ~".  >  =  ec. ,  chiamo  questi  «i,*»,»^, 

fc*  supposto  poscia  il  primo  termine  m  «^4-»'=^^, 
riduco  la  nostra  serie  alla  forma 

(J/j  7r57r-h(««"-w')(a-ai),7r+(  m"  - )(  «— 2), 
7r-|-(w"  —  m'){ot  —  a  ^  )  ,  ec. . 

Ciò  fatto  suppODgbiamo  a  =  alla  più  grande  del* 
le  quantità  <x  i ,  oci  ^  «3  ,  ec. ,  e  collochiamo  que« 
sto  valore  nella  serie  (  /  )  ;  è  chiaro  dalla  serie  ridotta 
(  //  ) ,  che  il  termine  corrispondente  a  questa  quan- 
tità più  grande  dwerrà  =  tt  ;  gli  altri  tutti  poi  di» 
verranno  <  Tt  ;  imperciocché  a  cagione  di  oc  aven- 
te per  la  ipotesi  il  valor  massimo  ,  e  di  m  >m  \ 

I      nt"  9  ni^  ,  ce.  le  quantità  («"— — «i)  , 

*  (»"— »')(fl«5  — «2)j  «3)> 

sono  tutte  negative .  Sdoi^liercmo  dunque  il  Pro- 
blema ,  attribuendo  ad  a  il  massimo  dei  valori  «  i, 
I»  2  ,  flt  3  ec. 

Gbe  se  due ,  o  più  delie yXi  y  ec.  so- 
no ugóaK'fffa  loro,  e  maggiori  delle  altre /si  dè» 
terranno  altrettanri  termini  uguali  al  primo  ir  9  e 

maggiori  degli  altri.  '  , 

394,  Sia  per  esempio  9^— i,7'?^  +  2,3<3c  —  4i 
2«  +  s  la  serie  data  •  Paragonando  questa  con  la 
(  J  )  9  pòtchè  abbiamo 

«  2s  —  I    »  =2  ,  »      — 4,  »  =5,  sarà 
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«  3  =  —         =  — .  Ora  essendo  «  i  =  -2-  il 

3         m  —  7  2 

massimo  de'  risultati  ^  z  ^  «  2  9  «  3  »  suppongo 

»  y  t  metto  questo  valore  nella  serie  propos*  * 

ta  :  risaltando  esso  perciò ,  ^  >  y  '  T  '  ^ 

to  avremo  il  Problema ,  poiché  coi  supporre  «  —  —  , 

.         •     a  ■ 

abbiamò  ridotta  la  serie  ad  avere  i  primi  due  tef- 

mini  uguali  >  e  maggiori  degli  altri  • 

Se  la  serie  data  sia  la 

tl!ovandostasiir3,«2  rioyixj^  -,  «4=10^ 

col  £ire«=:  10  ,  risulteranno  fra  loro  uguali  ^  e 
maggiori  -  degli  altri  il  primo  »  il  terzo  ,  e  il  quin- 
to termine,  come  infatti  si  vede  nei  risultati  47^ 

-  40,  47,  l5,  47. 

^95.  L' incognita  x ,  oltre  il  valore  precedente  , 
altri  aver  ne  pocr^bl>e  capaci  di  sciogliere  il  ao« 
9txo  Problema;  cerchiamo  ora  di  determinarli. 

Attribuendo  nella  (  //)  ad  un  valore  più  gran- 
de  di  tutte  le  quantità  1  ,  «  2  ,  <k  3  ,  ec. ,  i  cenni* 
Qf  della  serie  diverranno  tutti  <7r,  e  per  con- 
seguenza non  potrà  esistere  alcun  numero  mag*  , 
giore  di  ciascuna  delle  a  i  ,«2  ,  «  3  ,  ec. ,  il  quale 
rei^  due  >  o  più  termini  della  (i  )  uguali  fra  lo« 

^  »  '»  ro  § 


• 
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ro ,  e  maggiori  degfi  aieri  •  Se  dunque  esistono  tl« 

tri  valori  della  »  atti  a  sciogliere  il  nostro  Problc» 
ma,  questi  dovranno  essere  tutti  minori  deUa  mas* 
sima  delle  quantità  xi^oti^x^y  ec. 

Sia  per  esempio  ùló  questa  massima  quantità»  6 
se  due ,  o  più  delie  «  x ,  z  ,  «  3  ,  ec.  sono  maggio* 
ri  delle  altre ,  e  ^  «  ^ ,  sia  1*  ultima  fra  queste» 
e  sia  wH-  (  m'"  —  m)(a — mS)  il  termine  ad  essa 
corrispondente  .  C  ò  presupposto  ,  se  si  attribuisca- 
no ad  oc  dei  valori  <x  <5,  a  cagion  della  serie  /»' —  w', 
fn'"  —  m'  m  ,ec.  sempre  decrescente,  è  fa- 

cile a  vedeni  »  che  tutti  i  termini  »  ì  quaii  prece- 
dono il  termine  tr  h-  (  m"'—  5 ) ,  nsulta* 
no  minori  di  esso*  Dunque  potremo  trascurarli» 
e  tener  conto  solamente  di  quei ,  che  lo  seguono. 

Ora  il  termine  w  +  —  m'  ){ùt^  <à6)  nella 
(7)  altro  non  è  che  w  "a-f-»'",  e  quei» che  se* 
guono  ,  sono  m  ót--\-  n  ,w  oc n  y  ec.  :  do- 
vendosi adunque  per  le  ulteriori  soluzioni  del  Pro- 
blema ^considerare  soltanto  questi  termini  »  repliche- 
lò  pfima  au  di  essi  quanto,  si  i  operato  nel  (  N.^ 
393  ),  e  avrò  cosi  una  seconda  soluzione»  Per 
avere  poi  tutte  le  altre,  ripeterò  sempre  su  i  ter- 
mini, che  restano  successivamente,  le  operazioni 
medesime  sino  alla  fine  della  serie. 

395.  Penanto  la  soluzione  completa  del  pce* 
sente  Problema  K  M*^  393  )  nducesi  al  metodo  se« 
gneme.  Si  uguagh'a  successivamente  il  primo  ter- 
mine della  serie  con  ciascuno  dei  susseguenti,  e 
fra  ì  valori ,  che  aci^uista  x ,  il  maggiore  sciorr^  il 

Pro- 


Digitized  by  Gc) 


j«4 

Pcoolctna.  Quindi  partendo  dall'  ultimo  dei  ter- 
mtiii»  che  divengon  nias9itni ,  uguagliasi  questo  a 
cÌMCuno  di  q9^iii|  che.  ^efoonp.»  e  tra  i  valori^ 
che  acquista  perciò  «t  >I  pi^  grande  scioglierà  quo*. 
vamente  il  Problema .  ConMiiciando  in  seguito  dall' 
ultimo  di  questi  termini ,  che  divengono  in  secon* 
do  luogo  uguali  fra  loro ,  e  mai^giorì  de^li  altri, 
uguaglio  questo  con  gli  u!rcriori,e  ruengo  il  va» 
lore  più  grande  f.che  da  ciò  ottienesi  per  « ,  poi- 
ché questo  pure  soddisfarai  Foblemat  e  cosi  di 
seguito  • 

Abbiasi  per  esempio  la  serie 

Dal  paragone  del  primo  con  gli  altri  termini  si 

ricavano  pel  valore  di  «  i  numeri  7 ,  7  ,  — "  —  ^ 

4 

t$  9  e  fra  questi  il  7  risultato  dal  para* 

gonàre  il  primo  col  secondo,  e  col  terzo  termi- 
me,  è  il  più  grande.  Poseguo  adunque,  trascu- 
rati i  primi  termini  ,a  paragonare  il  terzo  5^4-9 
con  gli  ulteriori  j  e  per  »  ottenendosi  i  numeri 

maggiore  degli  altri;  paragono  pertanto  il  penula 

timo  termine  ^ -i- 4  con  1*  ultimo,  e  per  final- 
mente ci  risulta  il  solo  valore  —  4 .  Dunque  «  per 
la  soluzione  del  nostro  Problema  potrà  avere  tre 

valori  diversi ,  cioè  i  tre  7 ,  S-,-  4,  ene  ver- 

ran- 
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fanno  quindi  tre  loluzioni ,  come  m  realtà  si  ve- 
de dai  risultati ,  che  seguono  provenienti  dalle  sos- 
tituzioni successive  dei  numeri  trovati  in  luogo 
della  « 

44  f    44»  44»     tj,     14,  II  o 

•  2^  39       IO  li 

4      44  444 

— 18,  —  8,    o,  o 

397.  Se  al  contrario  nella  data  serie ,(/)  si 
volesse  determinare  la  »  per  modo ,  che  due  o  più 
dei  termini  di  essa  divenissero  uguali  fra  loro»  e 
minori  degli  altri  ;  converrebbe  operaie  affatto  » 
come  nei  (  N,*  prec*  ) ,  attribuendo  però  ad  pt  i 
più  piccoli  fra  i  valon ,  che  vengono  per  essa  suo» 
Cessivamentc  determinati. 

Nella  serie  dell*  esempio  precedente  vedesi  , 

che  fra  i  primi  risultari  —  -i  è  il  più  piccolo ,  e 

che  questo  corrisponde  al  quarto  termine  j  «  —  5, 
Paragono  adunque  questo  quarto  termine  con  i 
eeguenri,  e  fra  i  numeri,  che  ne  vengano,  6^ 
5,2,1*  ultimo  2  essendo  il  rrìinore ,  il  nostro  Pro- 
blema avrà  due  soluzioni,  mentre  cioè  si  faccia 

—  — fOppure  =  ijdivenundo  U  serie  nel  caso 

4*4  'T'""T''"T'T*^*^"'* 

2.®     9  ,    14,    19  ,    o  ,    4,    5,    o  . 

398.  Che  se  finalmente  nella  (  I)  le  quantità 
m  ^  m  f  m  $m  ^tCm  formano  una  serie  crescen^ 

c  c  c  te 
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te  per  modo  che  «»'  <  m  <  <  m''  <  ce.  ;  da  quan- 
to %\  è  detto, è  facile  a  vedersi, che  jn  allora  fra 

i  successivi  valori  della  «  i  più  piccoli  quelli  sono, 
che  sciolgono  il  Problema  del  (  N.**  i^i  ),  e  i  più 
grandi  i'  altro  del  (  N.**  ^970  • 

399*  Suppongo  jià  noto,  che  le  quantità  in* 
finitamente  piccole  svaniscono  rapporto  alle  fini- 
te, che  le  infinitesime',  le  fimte, 'c  le  tnfioire  di 
grado  inferiore  scompariscono  rapporto  alle'* infi- 
nite di  grado  superiore ,  e  che  finalmente  le  infi- 
nitamente piccole  di  orrado  superiore  svaniscono 
riguardo  alle  infinitesime  di  grado  inferiore  •  Il  car» 
xactere  oo  ci  rappresenti  T  infinito. 

400.  Si  domanda  quale  divenga  un'  Equazto» 
ne  algebraica  indeterminata  Z  =  /(jirXj^)  =  o 
nella  supposizione  di  x  infinita. 

Qualunque  siasi  la  supposta  /(  a:  )(  y  )  =:  o  ,  è  fa* 
>    ciie  a  vedersi, che  si  può  sempre  ridurre  alia  forma 

(A'  Jf*  4-8'  jr/'  +C  -+-ecOj^'''  4- 
.Y^(A"^"^-B' Jr^"  4-C"  x^"  4- ec.  )  -4- 
^  *  ^  (  A'"  x-'"-^  B'";t/'"  +C'"      '  4-  ce.  ) 

( A"  X-  H-B  xt^'  4-C"  jr«"  +  ecOj""'  4- 

ec.  ,  in  cui  gli  esponenti 

m  y  m  y  m  ,««,ec* 

*  j  ?  >  f  j  ec. 
»  >  /  >  f  >  te. 
»  f  f  f  f  >  ec. 

*  »  y  ?  1  tutti  positivi,  e  formino 
tante  serie  dccic^cenu .  Ciò 


=  o 
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ah  dunque  eseguito  facciamo  x  infinita .  A  ta«< 

.  le  supposizione  dovendo  pel  (  N.®  prcc  )  rappor- 
to ad  A'  X*'  svanire  i  termini  B  x^' ,  C  a  »  ,  ec.  ^ 
rapporto  ad  A"  x'"  svanire  i  termini  B     \  C  x^  \ 
ec.  9  e  cosi  di  seguito ,  la  (  Y  )  si  cangierà  neila 
ni)  A'  x-'y-'  +  A'"  ^-'''-hA'^jr-'"^'^ 

4-  ec.  ~  o . 

Sia  ^  —  L  AT*  ,  essendo  L  ,  oc  due  quantità  da  de- 
terminarsi;  .sostituendo ,  otterremo 

JF)A'  4-  A"  L«"  xP"^^'»"  4-  A"'  L»"  W*'" 

^-  A"  L'»"  jf ec.  =  o .  Ora  anche  nel- 
le due  Equazioni  (IIDj  (^^)  non  devono  resta- 
re »  che  i  termini,  i  quali  contengono  gi'  infiniti 
dello  scesso  massimo  grado  (  I^.^  prec.  )  ;  conver- 
rà dunque  determinate,  quali  essi  siano» 

Rifletto  primieramente ,  che  nella  (///)  non  po- 
tr^  giammai  succedere,  che  rimanga  un  solo  ter- 
miney  per  esempio  il  primo  A' :  impercioc- 
ché, se  ciò  fosse,  T  Equazione  si  ridurrebbe  ad 
A'  x^'y*^'  =^  o ,  e  quindi ,  prescindendo  dai  segni ,  il 
suo  massimo  termine  (  prec.  )  sarebbe  zero ,  il 
che  evidentemente  è  un  assurdo.  Dovendone  dun- 
que riiTìcinere  in  essa  più  di  uno ,  ne  dovrà  rima- 
nere più  d'uno  anche  nella  (IV);  e  quelli  è  chia- 
ro, che  rimarranno,  nei  quali  gli  esponenti  della 
X  sono  ugàali  fra  loro,  e  maggiori  degli  altri. 

Rifletto  in  secondo  luogo ,  che  in  conseguenza 
della  supposizione  di  y^Lx^f  due  sono  le  inde-^ 
terminate  nuove  introdotte  nella  ( /F) ,  cioè  le  due 
L,  dcie  .jcbe  alle  ^coudiztoni  della  ^  soddisfacendo 

*  c  c  c  2  la 
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la  prima  di  esse»  la  seconda  può  sembrare deter* 
mioabtle  ad  arbitrio;  ma  entrando  questa  secon- 
da nella  formazione  degli  esponenti  «  «-4-»  » 

w"«4-«",  +       5  m"  A-^n"^  ec.  5  e  per 

quanto  abbiamo  ora  detto ,  due  per  Io  meno  di 
questi  dovendo  essere  uguali  fra  loro,  e  maggiori 
degli  altri»  non  potrà' essa  «già  avere  un  valore 
qualunque ,  ma  dovrik  avere  quello  loltanto^  il  qua* 
le  soddisfa  a  qocst*  ulrima  condizione. 

Cerco  pertanto  pei  (  N  ^  39^  ,  395  )  quel  valo- 
re della  cty  il  quale  è  capace  di  rendere  due  o 
più  termini  della  serie  m  <x.-{-  n  ,  , 
m"  X  n"  ,  ce.  fra  loro  uguali ,  e  più  grandi  de- 
gli altri  9  e  questo  ci  condurrà  alla  soluzione  del 
nostro  Problema  •  Imperciocché  chiamato  i  un  si* 
mil  valore,  e  supposto,  che  per  mezzo  di  esso 
gli  esponenti ,  per  esempio  m  (x. -¥  n\  m 

-f-  n"^  quei  siano  ,  che  divengono  uguali  fra 
loro ,  e  maggiori  desili  altri  ;  sostituendo  ,  la  (  /F) 
diventerà  A'  L«'  x»>'<^'^»  +  A'"  V^"  x^"*'^^'"-^ 
A  ;L«  'V-^"«-^-^  '=ro;  roa^anchc  la  jf  =  L^ 
diviene  y  =  Ljt^.  Dunque  se  porrò  io  quest^  ut- 
rima  Equazione  in  luogo  di  hx'^  la  indeterminata 
y ,  essa  ca  agiàndosi  nella  A'  Jf»>-'  -4-  A'"  r""'  y'" 

A"^"  x'*^"  y""'"  =  o  ,  avremo  così  ottenuta  un'  E- 
quazione  fra  le      y^  in  cui  tutti  i  termini  sono 

stesso  grado  ,  e  quella  per  conseguen- 
za »  a  cui  per  la  ipotesi  di  or  =  «o  riducési  la  data 
Z  =  o. 

401.  I  valori  della <xes&er  ponnopiù  di  uno 
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(  N,<>  ):  dunque  replicando  su  ciascuno  di  es- 
si quanto  si  è  ora  detto  rapporto  ad  4»,  vedeste 
che  saranno  eziandio  più  di  una  le  Equazioni  »  che 
per  la  fatta  supposizione  nascono  da  Z  =  o;  e  tan« 
te  queste  saranno  >  quanti  sono  i  valori  accennati 
della 

Sia  per  esempio 

—  5  X*  =  o  r  Equazione  data  •  Per  determinare 
quale  essa  diventi  per  la  supposizione  di  jt  =  00» 
la  scrìvo  primieramente,  come  qui  sotto 

i  x^      ax  ) -i^ 

(  —  5     -h  3  tf*  jr  )  fi  4-  _ 
ax^y 

e  svanendo  in  esso  i  termini  4  jt  ,  3     ;^ ,  —  5  ^*^4 

rapporto  ai  corrispondenti  x*  y  -  %x^^^^ax^^ 
la  riduco  quindi  alla 

jf^  —  5  jr^y ^  j(f4j^  — .  j  4  4ff  =  O. 

Suppongo  jr  =r  L  jf*» ,  sostituisco ,  e  ottenuta  la 
L4^4«+»_  5  L5  4fJ*+s  +  n  L  jr«-^4  ^  3  if  irf  =:  o  y 
cerco  pei  (  Vi}  39J ,  ^95  )  quei  valori  della  oc ,  i 
quali  sono  atti  a  rendere  uguali  fra  loro,  e  mag- 
giori degli  altri ,  due  o  più  degU  esponenti 
4«-Ha,3«  +  3,4e  +  4,  5. 
Ora  trovo  essere  due  quesri  valori  >  e  aversi  per» 

ciò  «'  =  I  ,  sostituendo  perunto,  e  can* 

celiando  i  termini  di  grado  inferiore,  dalla  pre» 
cedente  otterrò  le  due  Equazioni 


ma  dalla  y^Lx^  ottengo  ancora  in  corrispon- 
denza y  =  LXf  y^hxì  ;  dunque  sostituendo  nel- 
le rispettive  Equazioni,  ricaveremo 
x*y*  j  JT^^*  =  o ,  —  5  x^yi  -  3  4  =  o  ,  ossfa 
^  — jjr:=:o,  +  3tfJ«f*  =  o;c  queste  saranno 
le  Equazioni,  a  cui  convertesi  la  data  per  la  sup- 
posizione di  Jf     00  • 

40Z.  Si  domanda  quali  termini  della  Z  =  o 
divengono  infiniti  dello  stesso  grado  sotto  un  de- 
terminato valore  delia  «. 

Supponghiamo  che  si  ritrovi    =  -y,  e  sia  que* 

sta  frazione  già  ridotta  alla  sua  espressione  piò 
semplice:  ciò  posto,  i  termini,  che  si  domanda* 
no»  iodico  esser  quelli >  i  quali  formano  la  serie 

-+-ec.  ;  e  qualunque  altro  in  essa  non  compreso 
dovrà  nella  nostra  ipotesi  diventare  un  infinito  di 
grado  diverso  •  Imperciocché  sostituendo  nella  (T) 

invece  della  y  il  valore  Ljt*,  tal  serie  diviene 

idV  +  y  L*-*  4-  c  L*-** 4-  d'  L*-5*     ec.  ) 

e  in  questo  risultato  tutti  i  termini  sono  evideor 

bl 

temente  delio  stesso  grado  —  4-^» 

Ci  esprima  ^ yf  un  altro  termine  della  2  — 0 

non  contenuto  nella  serie  Ci^)* 

»•  .  Poi* 


Digitized  by  Google 


f 

Poiché  per  la  ipotesi  di  ^  —  L  ^*  ,esso  divcn- 

fa  P  .*  »  se  fosse  un  infinito  del  grado  is- 
tesso  dei  precedenti  »  dovrebbe  risultare 

hi  .  j   .  q—i  _  ' 

-f.g=:y  4-  J,e  quindi  avendosi  i;-;^—  > 

le  due  quantità  f—^,  * dovrebbero  essere 
cquimultiple  delle  due  /,  ^,  e  perciò  avrebbesi 
^  — ^=  ni  y  h  —  p~  n  k  ,  rappresentando  «  un  nu- 
mero intero  qualunque.  Ora  da  queste  due  Equa- 
zioni ricavo  fz^g+ftl^  f—h  —  nk.  Donque  ri- 
sultando con  la  sostituzione  P  x«  y  =  P  'jf*—  % 
verrebbe  questo  termine  ad  essere  compreso  nella 
serie  p; ecedente;  ma  ciò  è  contro  la suppposizio» 

ne»  Dunque  ec. 

40^.  Determinare  nella  nostra  ipotesi  ii  valo- 
re del  coefficiente  L* 

Supposto  ^  =  y  ,  e  quindi  pei  (  N.*  prec.  )  con- 

verritasi  la  2  =  o  nella  (  T)  =  o ,  pongo  in  quesf 

ultima  Equazione  L-v*  in  luogo  della  ji .  Diven- 
tando essa  perriò  --^^ 

(    L*  4-  b'  V  *  -f  c  L*-»*  -H  d  L*-i*    ec.  )  ^ 

*/ 

=ro  7  la  divido  per  .xr     ,  e  avrò  così  la 
FI  )  '  L*  H-^  ^'  L*  *  -f-  /  L*-**     /  L*-J*  H-  ec.  =  o , 

Equazione  in  L ,  da  cui  porrò  avere  evidentemen- 
te la  soluzione  del  Problema.  Poiché  i  è  il  gra- 
do 
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do  di  qucst^ulctna  Equasione^A  saranno  i  vaio* 
ri  della  L. 

Neir  esempio  de!  (  R*4oi  ),  alloicfaè  i , 
dalla     —  5  X  =1  o  si  ricava  L  —  5  =  o ,  e  però 

L=j,c  mentre  «=j,  dalla  ^yi'^3ajt*  =  o 

Ottiene»  5 U-H34»  =  o,cquindi  L  =  - fAl/y» 

rappresentando  una  qualunque  delle  tre  radici 
cubiche  della  unità. 

404.  Sciogliere  il  Problema  del  (  N  •  400  ) 
nella  supposizione  di  x  infinitamente  j^iccola. 

Ridotta ,  come  nel  numero  accennato ,  la  Z  =  o 

alla  (  Y),  ove  gli  esponenti  m'\  m"\  w%  ec. 
foriBino  bensì  una  serie  decrescente  ^  ma  gli  altri 

n  ,  /  ,  ^  ,  ec. 
ir  j  ,  ce. 

ce. 

formino  tante  serie  crescenti ,  suppongo  x  in  finitesi* 
ino; essa  Z  -  o  pel  (N*^  39^)  sicangierà  nella  (II/)» 
c  fatto  ^    L  jr« , xittcrrò la  {IV).  Anche  in  que» 

sto  caso  quantunque  nelle  (III)^  (IV)  vadano 
a.  svanire  altri  temimi ,  pure  ne  dovrà  sempre  ri* 

manere  più  di  uno  ;  imperciocché  supposto  x^—$ 

e  sostituito  nella  Z  =  o,  e  nella  (il/)»  queste  diveii» 
tano  due  Equazioni  fra  le  ^  ,  «  9  venendo  la  secon- 
da da  essere  derivata  dalla  prima  per  la  ipotesi  di 
z  =  Qo  .Ora,  mentre  »  =  00  ,  V  ultima  Equazione 

sul* 
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fultante  deve  sempre  contener  più  di  uo  termi* 
ne  (  N,^42o  ):  dunque  U  supposizione  dì  z  ìn^: 
finita  equivalendo  perfettamente  all'  alrra  -di  x 
infinitesima ,  anche  in  quest*  ultima  tuppoiizione 

dovrà  nella  Equazion,  che  risulta  ,  e  però  nella  no* 
stra  (///)  sussistere  più  di  un  termine. Ciò  dun- 
que essendo  ,  pel  (  N.**  ^97  )  cerco  quei  valori  del- 
la ^  ,  i  quali  sono  atti  a  rendere  due  ^o  più  ter» 
mini  della  serie  (/)  uguali  fra  loro  1  e  minorile* 
gli  altri)  e  questi  sostituiti  opportunamente  ci  con* 
durranho,come  nel  (cit.N**  400), e  nel  (N,*  401), 
alla  soluzion  del  Problema. 

Se  la  Z  o  altro  non  sia  che  1*  Equazione  pro- 
posta ad  esempio  nel  (  401  )  |  scritta  essa  $  co* 
me  qui  sotto 

(ax  +x^ 

a  x^y  + 

—  5        —  :f  ar^ 

e  per  la  jporesidi  x  infinitesima  ridotta  in  seguito  alla 
a  xj^  +  5  ^*  xy^  -\-a  x^y-^  a*     —  o, e  quindi  alia 

determino  quei  valori  di  « ,  che  sono  capaci  dì  fa* 
re  uguali  fra  loro,  e  minori  degli  altri  dueo  più 

termini  della  serie  4  «-4-  1  ,  ^  «H-  i ,  «-+-4  ,  o  .  Ora 
pel  (N.°  397.  )  ritrovo  avtiie  ^jtil  solo  valore  a  ciò 

opportuno — ^.  Dunque  con  la  sostituzione  avrò 

ir*  —  5  4*  =:  o  ,  e  tornando  a  sostituire  in 
luogo  di  Lx^U  y  ci  verrà  V  Equazione 

d  d  d  éx  y 


=  0, 
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a  X  —  5  ^*  ^4  =  o,  ovvero  x  —  ^  ab^  y  e 
*questa  sarà  la  richiesta  dal  Problema; 

405.  Nella  ipotesi  di  x  infinitamente  piccola 
gr  infinitesimi  dello  stesso  grado  si  dimostra  af- 
fatto, come  nel  (  N  ^  40  2  ) ,  che  restano  tutti  com- 
prcsi  nella  serie  a  y^  -\-  ^  .v*^  ^'j^-*  -4- ^  ^"^^'y^** 
^  ;rr+3  '  y-3  *  4-ec.;  e  il  Problema  del  (  40  g) 
v^ene  scieito  qui  pure  »  come  nelio  stesso  (  N."* 

40^.  Determinare  quale  diventi  la  funzione 
(  V)  per  la  supposizione  di    =  L  x«  +  k  ,  essen* 

do  «  =  4-  • 

k 

Supposto  L  ~  r  pongo  nella  (r).in  luo- 
go della  y  la  quantità  r4-^f  e  avremo  il  £isul« 
tato 

{bax^  r*"«H.(A— i)i x^4./  r'-i-i  +  ( 2  k  ) 

^     •  i • 3  z. J 

>*'-^'r*-*->4-.  ec. '^«J  4- 
'  ce. 

Col. 
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Colloco  ora  invece  di  r  k  quantità  L    »  e  a  ca* 
gione  di  *  =—  vedremo  facilmente  >  che  la  ( 
si  cangierà  così  nella 

(  L»  H-  i  L»-'  +  f  L»-»  '  +   L'-J  * + r  L»-*  »  4-  ec.) 

(bah-'  -i-(i-*)4L»-*-'-f-(i-  2*)fL*-»»-« 

H- (A— 3  i)4/L*-»*-'4-ec.) Jr<*-'^*+'«-f- 
Vi  2 

tL*-*-*H-  ce- )  Art 

ec. 

e  perciò ,  chiamati  F ,  G ,  H ,  I ,  cc.  questi  coef- 
ficienti» essa  (V)  diventerà 

I;r<*-»>*^V  +  ec. 

407..  siasi  la  Z    o  (  N.''  400  )  ^ 

e  qualunque  le  due  quanctrà  ky      vedesi  facii- 

mente  ^  che  può  essa  .sempre  ridurci  alla  forma 


ddda  4'. 
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C  Vii  )  -»*-f  /'  x^"-^^^ y  ec. 

Per  tal  modo  se  -irjfi  +*JP»  -  + 

sia  l'  Eduatione  data  ;  avendosi  g'         *  =  J  i 

^'  m o,  A*  =  1 ,  ^  =  o  I  A'  —  o ,  essa  si  ridurrà 
alia  forma 

ary9—cx*f     a y + 
by^  •\-  dxy"-  -fx^y-jr 
gxy  +  tx^-i- 
iy  + 

Ora  se  venga  richiesto  di  sòsfttui re  nella  (  FII) 
in  luogo  della  y  la  quantità  L  x«  +  « ,  essendo 

«=:  j,  fatta  r  operazione  del  (R*  4o5),  è 

chiaro  che  otterremo  r  Equazione 


r=o 


(F  X 


Digitized  by  Google 


397 

(  P' «  *'« + 1' -f.  F"  *  *•« -n»  4.- 

JT*  ^-^i  H-  ec.  )  4- 
(  G'  «      H-  G"  xCi»"- 

cc, 

in  COI ,  apponendo  gli  apici  opportuni ,  sarà 
^f-  ec» 

0  =  A«L*-  +  (A  -*)*L»-*--H(A-,4) 
IX)        rL»-»»-«4-(A-3Ì)./L»-3»-'  +  ec. 

+  "-"X.-.»-) 

ec.  9 

e  se  facciamo 


ce,  la  precedence  {Vili)  diverrà 


=  o 


(F'  x^'-^F"  x^"         x^^  )'h 
(  G'        -h  G"  x^"-^ + G'  "  JT»'"-*  +  ce)  ir-h 
(  X)  (H'  ^i:'^-»*  +  H"  x^^'-^^'^H  "  x*'"-^^  + 
ec.  )  «*  + 

ce. 

«Ci  I 

ossia ,  chiamati  Pi,  Q.f  9  Ri»  Si,  ce.  questi 

cotfficienti  della  Uy  diverrà 
(X)  P  I  R  I  >v»     S  I  //3  +  ec.  —  o; 

408.  Qualunque  esponente  della  in  P  r  , 
prescindendo  dagli  apici  »  vedcsi  che  viene  espres- 
so da  ir;  qualunque  esponente  della  ;r  in  Q^i  rap* 
prescnuto  da  9r — de  ;  qualunque  esponente  in  R  i  ^ 
S  I ,  ec«  viene  rispettivamente  espresso  da  s 

ir — 3«,ec.,e  in  generale  gli  esponenti  della  x 
in  tutti  i  coefficienti  della  (X)  vengono  indicati 
da  TT — /«,  nn^cendo  essi  da  tal  formola  ,  col  fa« 
re  successivamente  fi  =0^  x  ,  2 ,  3  >  ce.»  e  col 
porre  in  luogo  della  tt  i  valori  tt',  fr",  7r"'fec* 

409,  Facciasi  nella  (X)  iir  =  Mjr^+«;  sos^ 
fituendo  ne  verrà  la  Trasformata 

(PiH-  Q.I  MjrfH-  RiM* ;r*P-hSi  MJJTJf 
4-cc.)-+- 

(X/)  (  Q^i  H-  2  R  I  M  r|2       S  I  M»  Jt*P4.  cc)  x,  4- 

(  R  IH-  3  S  I  M  xi^  ce. 
(S  i-f  ec.)»*  + 
e&t 

ovvero  chiamati  Pi ,  Q^2 ,  R  a  ,  Sa,  ec  questi 

diversi  coefficienti  avremo 

Pa 


—  o 
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Z1)P24-Q^2  «  +  R  J  JB»-f'S2»3-*-€C.=  o. 

Poiché  P2  =  Pi-4-M(ltJrf-hM»Ri  -4- 

.  M3  S  1  x:?  4-  ec,  dal  (  N.^  408  )  è  chiaro  ,  che 
r  cspression  generale  deli'  esponente  della  x  in 
P  2  sarà  TT  —f  I  X  -f-/  i  ^  ;  e  quando  f  i  z=z  o  ,  da 
questa  forroola  nascono  gli  esponenti  della  x  in 
Pi;  quando  / 1  =  i ,  ottengonsi  gli  esponenti  del* 
J«  X  ih  MQ.I  jt^;  e  cosi  in  progresso. 

Essendo  Q^i  =  Q^i-f  2  M  R  i  ;rf -4- 3  M*  S  i 
4-ec. ,  in  cgual  modo  vedremo,  che  in  questo 
coefficiente  la  x  viene  generalmente  elevata  ad  un 
grado  n  —  (/ 1  4-  i  )  ^  -h/i  fi •  Così  in  R  2  si  tro* 
verà  essa  x  innalzata  ad  un  grado  tt— +  2) 
«-f-/i|S^in  S  2  ad  un  grado  ir— (/i  H- j)*-!- 
fi^;  e  in  generale  in  uno  qualunque  dei  coeffi* 
cienti  della  (X)  1*  élipressìone  del  grado  della  x 
sarà  TT  —  ( /i 2  )  a -4-/ 1  (3  ,  espressione  ,  nella 
quale  dovran  porsi  succc  si  vamente  ,  e  separatamen- 
te in  luogo  di  amendue  le  lettere  ft  »  fi  i  nu- 
inerì  o ,  i ,  2  ,  ^  9  ec. ,  e  in  luogo  della  n  le 
quantità       w",  tt  ec. 

410.  Ponghiamo  nuovamente  nella  iXI) 
«  =  N  jr'y  4- /;  avremo  la  Trasformata 

(P2  -f-Q.2  Na->  4-R2N*  jr^7  +  S2N5;c3'V 

ec. )  + 

II)(CL*-»-iJ^2  Nj^-H3S2N*jr*Y-+-ec.)rH-  _ 
(R24-3  S2N;r7  +  ec.)#» 
(S2-4-ec.  X/J  +  j 

ec.  I  • 

ossia ,  espressi  per  P  3  ,  Ci,3  »  R  3  >  S    .  ec.  i 

eotiffi* 
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coeflScienti  diversi,  si  otterrà 

Cercando  qui  pure  di  determinare  T  esponen- 
rc  della  X  in  uno  qualsivoglia  dei  coefficienti  :  con 
raziocinio  $imile  ai  passati  (  N.^  40S,  409)  non  diffi- 
dltnente  vedremo ,  che  V  esponente  della  ;r  in  P  j 
viene  indicato  da  «  —  (/i  H-/2  )  oc  -f^  i  jS  -f./ 17, 
che  un  tale  esponente  in  Q^^  è  rappresentato  da 

«r  — (/i  4-/2  +  I  §  +  fiy  9  in  R3  da 

ir— (/i+/2-4-2)«+/i|J-+-/zy,  in  da 

^  — (/t         + 3     + f  I    +/2  7,  e  general- 
mente in  un  coefficiente  qualunque  da 
n  —  ifi  +/2  -f-/3  )  <x +/ 1 13  -f /2  y  ,attnbuen- 

do.  come  alle  lettere  fi^ft  (  N.*  408  9  409  )  ^ 
•  cosi  alla  / 3  successivamente  i  valori  o ,  i  ^  2  , 3  ,  cc« 

411.  Proseguendo  in  modo  uguale  a  suppor- 
re P;f^  -+-S  ,  troveremo  neU*  iscessa  guisa  » 
che  nella  Equazion  risultante 

(X/iJ)P4-^CL4S-t-R4S*  +S4Sf  +  ec.=  o 

i  coefficienti  conterranno  la  x  generalmente  ad  un 

grado  ir  -  {fi  -hfi  +/j  -I-/4  )  «  -+-/2  y 

/3    ,  essendo  in  P  4         o  ,  in  0,4  /4  =:  i , 

in  R4  f^^iy  in  S4  /4  =  3  >  ce. 

412.  Se  proseguiamo  a  fare  ulteriori  soppo* 
stzioni  simili  alle  precedenti ,  ne  verranno  sempre 
delle  Trasformate  nuove  affatto  somìgttanti  alle 
passate  9  in  ciascuna  delle  quali  ^li  esponenti  del- 
ia X  potran  sempre  in  eguai  maniera  determinar- 
si 9  e  avendo  essi  un  andamento  costante  >  verraa 

ctitci 

1 

 > 
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tutti  rtppresentati  dalla  formola  generale 
(XìJOtt  -  (/i  -+-/2        +/44./,  +  )«  +/,  ^ 

4ig.  Sciogliere  per  serie  1*  Equazióne  inde- 
terroinatt  Z  =/(  x)(y)z:  o . 

Liberata  tale  Equazione  dalle  radici  uguafi  (  N.« 
jo5  ),  supponghiamo  ,  che  sia  prossimamente 

{XF)y=^^  ^^^^-^^  ^^-hPx^  CLjc«  ec.  , 
e  sia  4»>^,  ^>y,  y>*,ec..  Se  determineremo 
oppoRunamenfik  il  valore  degli  esponenti 
y  ,  <r,  5 ,  ec,  e  quello  dei  eoeffidenti  L ,  M  ,  N  , 
P,  CL>  €<^*>  avremo  allora  sciolto  il  Problema. 
Poiché,  qualunque  siasi  la  .r ,  questi  coeffirienri, 
ed  esponenti  devono  evidentemente  esser  sempre 
gli  stessi ,  se  noi  4i  determineremo  in  un  caso  par- 
ticolare della  ar,  nel  caso  per  esempio  di  x  jnfi« 
Ulta  ;  è  chiaro ,  che  essi  saranno  ancora  i  medesH 
mi  in  tutte  le  altre  supposizioni  anche  mentre  la 
X  abbia  valori  finiti  •  Fatto  pertanto  jr  00  ,  e  U 
Z  -  o  cangiatasi  perciò  nella  (II/),  e  la  (X^) 
nella  j>  =  L  JT*  ,  cercO)  siccome  nei  (  N.*  400, 401 

il  valore  di      e  supposto  »  che  si  trovi  «  =  y  ^ 

e  così  la  (///)  si  riduca  ad  una  Equazione  «  il 
cui  pdmo  membro  abbia  la  forma  della  (  T) ,  de« 
fermino  col  mezzodì  e«a,comc  nel  (  N.^^o^  ), 

r  Equazione  {VI)  ^  e  quindi  il  valore  della  L, 
^    che  chiamerò  L  •  Avremo  in  tal  modo  ii  pumo 

teimine  Lx^^V  x\  t  resteranno  nella  (  XV)  a  * 

e  c  e  €9** 
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conoscersi  i  coefficienti ,  c  gli  esponenti  degli  al- 
tri termini  Mx^,  N  r'v  ,  ?     ,  ce. 

414.  Determinate  ie  quantità  ^,  l  riduco  U 
.    ^==0  alla  {ri/)(N.«*  407), in  modo  che  posto 
tx»  in  luogo  dclli  yriauki  b' tìt+g>b"  »-^g'*  p 
h"  x-v-g  ,  ce. ,  c  supposto 

OLVt)  M     +  N  ^-74-  P  a:^  -4-  ec.  =      onde  la  (XF) 
divenga  ^  =  L  jt"  -H  *  «  colloco  questo  valore  in* 

vece  della  y  nella  (PTI)  .  A  cagioBC  di  «r= 

■ 

essa  (  FI/  )  per  questa  sostituzione  si  cangierà  nel- 
la (W/I)  (N.*^407)>  e  P«^^  (X),ove  m 
luogo  di  L»  edl  «  dovun  porsi  i  valori     t  y  t 

ed  ove  a  cagione  di  L'  radice  della  (  FT  )  (  N** 
.      prec),  e  di V  =  *' L '  +  ^  L*-»  + r  L'»'---^ 
L  *  "2*  4-  ec.  (  N.®  407  )  dovrà  mancare  il  ter- 
mine Fjr*'«-*-^=rF'jr». 

415.  Supponghiamo  per  ora  che  la  (  VI)  non 
abbia  che  una  sola  radice  =  L'.  In  questa  ipotesi 
non  potendo  pel  (  N.*  305  )  essere 

V  ^  L'*'-*  +  (  i'-  i  )    L'^  "  *  -  "  4-  (  i'  -  2  i  ) 

UV^  »  *  - 1 (  i'^  j  i  )  /  L'^'-  >  *  -  '  +  eo  =  o  , 
•vedcsi  che  nella  {Vili)  ,  e  nella  (X)  dovrà  ne- 
cessariamente sussistere  il  termine  G' X'^*'" 
=  G';r^""*  ;  non  possiamo  dire  lo  stesso  degli 
altri  termini,  potendo  benissimo  uno  qualunque, 
o  più  di  essi  svanire  dalie  Equassioni  •  Avvertasi 

•  però  t  che  mentre  non  sia  esattamente  j  =  1-    "f  i 


Digitized  by  Google 


non  possono  tutti  tnaneàce  m  una  volta  i  termi. 

ni ,  che  nella  ^X)  compongono  il  coefficiente  P I  : 
imperciocché,  se  ciò  fosse,  il  primo  membro  di  es- 
sa (  X)  risultando  divisibile  esattamente  per  //,an* 
cheli  piitno  membro  della  data  (^i/ j sarebbe di« 

visibile  esattamente  per^  -  L'  jt  * ,  c  quindi  avrem- 

mo  y  =  perfettamente  ad  ;r  T  (  N.*>  2 1  )  ;  il  che 
presentemente  supponghiamo  che  non  sia  . 

41(5.  Venendo  pertanto  alla  determinazione  del- 
le quantità  1^ ,  M ,  y  ,  N  ,  ^  ,  P  ,  ec.  ,  e  primieramen- 
te a  quella  di  ^  ;  facciamo  di  nuovo  x  infinita .  A 
cagione  di  «'  >  w"  >  7r"',ec«  (  N.^  414, 407  ), 
stando  nella  prima  fila  della  (X)  il  solo  térmf- 
ne  F"  ^  (  N.^  399  )  ,  nella  seconda  il  solo 
G' ;r**-^js,  nella  terza  il  solo  H';r»'-»««»,  ec.  ; 
tale  Equazione  diventerà  F"  x^" G  x^'-^  u  -h 
H'  jc*"'— ^*  -fl^r'^'—^  «  «3  -f  ec.=:o;  ma  per  la  fat- 
ta supposizione  la  (X^i)  diviene  iv=M;r^;dun* 
que  sostituendo  otterremo 
(Xni)F''  jr*"+  G'  M  x^-m^t^  H'M»  jir»'-**-i-if  4. 
r  M***^*"5*"*'*'-l-ec.  =  o.  Ora  col  paragonare 
secondo  il  (N.*>g9^)  gli  esponenti  di  quest*  ul- 
tima Equazione ,  per    trovansi  i  risultati  tt  — tt  H-4f 

«'  —  tt'  ,  — -TT-  j  .  <. 

— j  H  «  f  +     ec.  )  dei  quali  per  cs« 

Iti 

aere  ec^ ,  il  minore. di  tutti  si  è  il  pri- 

mo •  Dunque  pel  (  Numero  306  )  dovrà  essere 

cce  a  417. 
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417*  vedere  se  jS  può  avere  altri  valo- 
ri f  parqiono  il  secondo  esponente  it  -  «  +  eoa 
gli  altri,  cHe  sei^uono  (N.^j^j  >•  Ora  o  sussi- 
ite  il  termine  H' M*  x'»'—»«'^*<^,  o  no;  se  sussi- 
ste, pel  valore  più  piccolo  si  rrova  ^=  <x;se  no> 
sussistendo  per  esempio  1*  altro  ,  che  segue 
H  M*^'^"^**"^*?,  si  trova  pel  valor  minimo 

fi  =  ■  -f  »  •  Dunque  P  non  potrà  avere 

2 

trO  valore  che  il  precedente  ir"— it'h-  «,  poiché 
se  ne  avesse  qualche  altro  ,  questo  dovrebbe  es- 
sere od  =:  (X  5  come  nel  primo  caso ,  oppure  pel 
(N.*4r4  )  >3c ,  come  nel  caso  secondo,  e  frat- 
tanto deve  essere  sempre  ^  <  «  (  N.^  4 1 3  )  • 

418.  Nella  ipote-»''  di  x  infinita  la  preceden- 
te (  XFiI)  diviene  F  jr»"  4.  G'  M  x*"  -  p  (  N  • 
3  99  )  :  dunque  dividendo  per  x*'  ^  avremo  F"  + 

G'  M  =  o^  e  però  M  =  ^      ,  onde  sarà 

4f9.Se  nelle(W7/),(X)okreF'  =  o  (N* 
414)  fesse  ancora  F"  =  OyF  "r=o^ec.|e  il  pri- 
mo temine  ,  che  sussiste ,  fosse  per  esempio  F^ 

m  egual  modo,  come  nel  (  N.'' 416  ),  trovercbbvsi 
^  avere  il  solo  valore  w''  —  tt'  -h  « ,  e  troverebbesi 

420.  Passiamo  alla  deterralnazioDe  delle  quan- 
tità 7)  >l  nel  termine  NjrOfye  prendiamo  perciò 

r  E- 

» 
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r  Equazione.  (  2/)  •  Dati  alU  M,ed  alla  fi  i  Io* 
ro  valori  determinati  nei  (  N.^  prec.^  nel  cocffi^r 
dente  Pi  sì  elideranno  tosto  nel  (  N.^  41S  )  i  due 

termini  F' jr*^ H-G' Mjf»-«+?;  e  gli  altri ,  che  ref 
tano ,  o  si  distruggono  tutti,  cosicché  risulta  Pi 
r=o,  o  no.  Mei  prino  dì  questi  casi  divenendo 
Ul  {XI)  divisibile  esattamt^nre  per  j& ,  la  (  X  )  lo 
sarà  esattamente  per  m — Mx?  ^  e  avendosi  quin- 
di »:=  M  I  dovrà  essere  esattamente  jr  =  L 
^Mxt  ^  terminando  la  sef^'e  con  questi  soli  di»e 
termini  •  Che  se  non  risalta  P  2  =  o ,  supponghia* 
mo,  che  in  esso  P  2  il  prima  termine,  che  sus- 
aiste,  abbia  rapporto  alla  x  V  esponente  tt  "  — /i'  « 
^fi^  (N/*409  ),  e  chiamiamo  questo  <p' »  Iti 
0,2  essendo  G'  jf^'~*  il  primo  termine  C  41$ 

'  — sarà  il  primo  esponente  ;  e  per  considerare 
la  cosa  in  generale  t  il  primo  esponente  in  Ra 
sia  ir"  — (/i"-l-2)«+/i in  S2  sia 
TT^'  — 3  )«-+/!"' ^>  ec.  (  cit.*  N.«  409  ) • 
Ciò  posto  ,  facciamo  jf  =  ,  c  pongasi  quindi 
in  luogo  della  z  il  valor,  che  risulta  NrY:  daf 
termini,  che  per  questa  supposizione,  e  sostitu* 
zione  rimangono  nella  (XI) ,  vedesi  che  ottener 
mo  la  sene  di  esponemi  cp'  ^  n — «4-7, 
ir"-  2     -f/i"  ^  +  2  y,  ir'^-(/i'" 

«  4-/1"  (3  4- ^  7  ,  ec.  .  Ora  dà  questi  pei  valore 
di  y  oucngonsi  prl  (  N  0       )  i  risultati 

4»^,— ir  +  «, — j  1  j— *— +«f — r— 

^  f  — LI.  -i-  « .  ce»  1  e  fra  essi  a  cagione  dei» 
ì  ^  li 
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la  serie  w',  et.  decrescènte,  e  di 

(  N.^  414,  41  j  )  il  minore  di  tutti  è  il  primo: 
dunque  sarà  7  =  V — ir'  -f-  « .  Come  poi  nel  (  N.* 
417),  si  dimostra ,  che  y  non  può  avere,  che  il 
solo  valore  (p'  —  tt'  . 

421.  Attribuito  alla  y  il  valore  ora  trovato, 
nella  solita  ipotesi  di  ;r  infinjta  la  (X/)^  ridur- 
A  alia  B  ;r  f  4^  G'  N4ft  =0,  chiatratoB  il  coeffi- 
ciente del  primo  termine  »  che  rimane  in  P  i ,  c 

però  avendosi  B  4  G'  N  so,  sarà  N  ==  —  —  ,  c 

per  conseguenza  N  «lf  =  —  xf'— 

42 2  .Portandoci  al  termine  P  colloco  nel- 
le (X/i)  in  luogo  della  N,  r  i  loro  valori  (N.^ 
420,  421  ):  nel  coefficiente  P3  svaniranno  per* 
ciò  i  termini  B  x¥+  G'  N  jr^'-^+ir  (  N 42 1  ) ,  c 

gli  altri,  come  si  è  detto  nei  (  N.*  415  ,  4^0),  o 
renderanno  =  0  ,  o  no.  Nel  primo  di  questi 
-  casi  la  (X//)  potrri  dividersi  con  esartezza  per/^ 
e  però  anche  la  (X/)  per  ì& — N^rYyonde  aven- 
dosi   = N  xY ,  sarà  csAtttmente  ^  =  L       M  xf 

Che  se  P^  non  diventa  zero;  l*  esponente  del 
primo  termine ,  che  sussiste  in  P  j  ,  sia  per  csem* 
pio  1^'"  —  {fi  4-/2' )a-f-/i'f^4-/2'r(N.'' 410),  . 
che  per  brevità  chiamerò  9  •loQj  il  primo  cs* 
ponente  già  sappiamo  essere  ^r'  -  «  ^  in  R  2  sia 
ir'"  -  (/i "         +■  2  )  « "  ^  4-/2"  y ,  in  S I 
«•  «"T^(/t'"H-/2'"  +  })<n. /i'"^  4-/2"'% 

«>v  cc« 
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ec.  PoMiuIo  X  infinita  f  e  pec&  t-sztx^,  dalla 
(XII)  àvtemo  la  serie  d*  csponenu 

ie-h/i'"/34-/2"'y-|.  3  ce,  c  quindi  per  ^  ri- 
cavandosi i  valori 

— _+  +.,ec. 

dovrà  essere  ^  —  0 '  — 4- <x ,  poiché  tutti  gli  tl« 
cri  valori  sono  maggiori  di  questo .  Come  poi  nei 
(  N.^  4x7  ) ,  si  dimostra  che  t  non  può  avere  che 
questo  solo  valore  •  ^ 

42^.  Chiamato  C  il  coefficiente  del  termine  , 
che  nella  (XII)  contiene  a-?»*  (  N.®  422  )  ,  in  con« 
seguenza  della  supposizione  ora  fatta, essa  (XII) 
si  ridurrà  alla  C  xf"  +  C  P  xf"  =  o  ,  e  però  aven* 

c  c 

dosi  P  =  — -jg;,  5àtkPx^:=Z^—  xf-^-*-'^. 

424.  Proseguendo  lo  stesso  raziocinio  potran* 
no  così  determinarsi  tutti  i  coefficienti ,  e  gli  es- 
imenti ulteriori^  e  ciò  fatto,  la  serie  degli  espo^ 
aenti  saA  la  seguente  ir'-+-«^ 

y— 4)'  —  i  =  ^'^  — ec.,  essendo 

4,"  =  ,r"'-(/i'-f./a  )*  +  /i'/J-|-/2>,ec.  Col 
fwtinitfe  pcianto  qaeitì  valon  »  avfndori  la  tene 


« 
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ce. 

Tcdesi ,  che ,  dalla  formoU  generale 

(    _  ^'  )  4.  ec.  aver  potremo  il  valore 

di  tutti  gli  esponenti  ^,  (3  ,  7  ?  ^>  «e-  5^"' 
buire  successivamente  alle  quantità />/",/'" 
ec.  i  valori  o,  i  »  2  , 3»  ec. 

425.  Data  pertanto  1*  Equawoiie  Z==o,  c 
con  la  sostituzione  di  jf  =  L  ** determinati  i  valo- 
ri dì  ot,  e  di  L  (N*  4ig  ,  414)5  ^  quello  pec 

.  conseguenza  delle  quantità  tt  ,  7r  ',7r*",7r"',ec.  (S.* 
4079  414)  9  trovo  le  differenze  tt' — 7r",7r  —  tt"', 
ir'  — ir^^jcc  sottraendo  dal  massimo  esponente 
gli  altri  tuta  w'',ir         ec  ;  quindi  dalla  quan| 

'  titk  «sottraggo  la  prima  differenza tr'  —  ft",  lepli^ 
candela  successivamente  le  volte  i  ,2  ,^  ,ec.  da 
questi  risultati  compresavi  aievo  in  seguito  la  dif- 
ferenza tt' —  7r"' ripetendola  successivamente  lestes* 
se  volte  I  j  2  , 3  >  ec.  ;  proseguo  da  questi  uiiimi  ter- 
mini a  cogliere  la  differenza  tec^  ir' ir"  con  re« 
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plicarla  m  cgual  modo  le  volte  i  ,  i ,  3  ,  ec,  e  co- 
si operando  in  progresso  vedesi  dai  (  N.*  prec.  )t 
che  verremo  a  decermiiure  la  serie  di  tutu  gii  es« 
ponenti  fi^y      $  te* 

Affine  poi  di  coooicere  i  coefiicienti  della  (Xr)t 
o  ci  .serviremo  det  metodi  esposti  nei  (  419, 
421 1  )  >dai  qutli  apparìfce  ,  cfae  nelle  nome 
supposizione  (N.*4i5  )  tali  coefficienti  non  sono 
mai  che  tante  funzioni  razionali  del  coefficiente 
V  9  e  perciò  tante  quantità  reali ,  o  immaginarie, 
lecondocchè  essa  L'  è  reale ,  o  immaginaria  :  op- 
pure ci  serviremo  dei  metodo  dei  coefficienti  in* 
dewminiti  col  sostituire  nella  Z  =  o  la  quantità 
L;r«-f-M«#-4-Njft+Pjp'H-cc  in  luogo  della 

f  nella  seguente  maniera. 

42<5.  Sia  xy*  4-  x»^       jr  — ^*  =  o  T  Equa- 
zione data  a  sciogliersi  per  Serie. 
Ridotta  questa  pel  (  N.*  400  )  alla 


=  0 


e  colla  ipotesi  di  Jir  =  05 ,  avutane  la  xy*  -f  x*  y  — 
^  o  ,  suppongo  y  —  Lx^  (N.®4i^  ),  sostituisco, 
e  dalia  L*  Jr'*"^' -i- L  of*-^*  —  ^J=o  ricavati  gli  es- 
ponenti 2«H~if«+2,ocol  loro  mezzo  ritro- 
vo pei  (  N.^  4^,  401  )  avere  ia  «  i  due  valori 
1,-2,  onde  SI  à  «'  =  1  »  «"  =— 1  •  Teniam  .con- 
to  per  ori  del  primo    =  i  •  Avendosi  quindi 

£££  T 
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4»o 

-L=:  1  (ìi^  401  ),  e  però  /=  i  >  i=  1 ,  ed  cs- 

fendo  xy*^x*jf  i  termini  della  data,  che  per 
qiiesto  primo  valore  della  »  divengono  irifiniti  di 
maggior  grado  essendo  di*^,  —  gli  altri  succes- 
sivi, scrìvo  pei  414  )  etsa  data» come 

qui  sotto        »  • 
xy^  -i-x^y-h 

facendo  /  =  i ,  A'  =  2 '  =  o  ,i"  =  i  ,^  =  o, 
i"  =0.  Avremo  dunque    =  A'  «+/  =  i+»«3f 

ir"  =  i"  «  4-/'  =  I ,  Tt''^  i&  '  a  4-/"      o  ;  e  poi- 

diè  ne  viene  r  —  ir"  =  3  —  i  =  2 ,  —  tt  '  =  3 
—  o  =  ^  ,  ed  abbiamo  =  i ,  pel  (  N  •  preced.  ) 
ìa  serie  degli  esponenti  verA  compresa  nei  nu- 
meri » 

I  f       I  >  —  3  >  ~  5  >  ce. 

—      —  4f  —  ^>  —  8,«c. 

^  5,  —  7,  —  9,  —  II  ,  ec. 

^8,  —  IO,  —  12  jr  —  14  9  ce 

ec»      ec*  f  '4 

e  quindi,  scrivendo  pel  (M°4ig  )  tali  esponenti 
secondo  1'  ordine  delia  loro  grandezza  9  sarà 
j  =  L   4- M  ;r-»-h  N  A--» -f- P      -f- Q/f--»  H- R 
+ec.»  Ripongo  ora  nella  (X/Z)  invece  della 
questo  valore  9  e  risultandoci 

xf^ 
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Jf/  =  L*  xi  +  iLHx     2LN-+  2  LP;r-'4- 

2  L  Ct;r-*-h  2  ce. 
+  M*;r-*-i-2MNjr-*4- 2LP;r-i+cc. 

+    N*  x-^+  ce. 

N  *         P  a*  x-i  +  ce. 
pel  metodo  dei  coe£Scienti  indeterminati  ricaverem 

le  Equazioni 

L*+L~o,2LM4-M-fL4*=o, 

2LN  +  N-*i=o, 
I)       2  LP-f-M*+P-^M^»  =o, 
1  L<ì-f  2  MN  4-  CL4-N^*  =  0  , 

2LR  +  2LP4-N»H-R+P4»  =  o,  ccé 
Ora  da  queste  si  ottiene 

L=-  I  ,M--a%N  =  -4*,P=o,Q  =  tf**S 

R=:i%  ce. 

Dunque  sosticueniìo  avremo  prossimamente 

il»  a"-  hi 

427.  Passiamo  ali*  alno  valore  i  < 

In  questo  secondo  caso  avremo  ^  =    2  j  e  pe« 

i6/  =  — 2,  ^-i,  e  la  (XfX)dovrà  pel  (N.^ 
414)  disporsi,  come  qui  sotto 

fifa  x^y 
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41* 

^3  > 

avendosi  ^'  =  2  ,  i'  =  i ,  ^  "  =  i ,  =  ^  .  - 
ìH'-ss.t.  PoicU  dunque  si  ricavi  =ii  «  4-/ 
=r -  z  4- 1  =  o,  7r"=:  * -^g  =  -  4  +  i  =  -3^ 
ir"'=Ì"'a-f./"=  — 2  ,  e  però  V  -  =  3  , 
ir'  -  ir'"  =  a  ,  la  serie  degli  esponeari  iu  questo 
secondo  caso  'sarà 


—  5» 

-  «, 

ec. 

^4» 

—  7> 

—  IO, 

ec* 

9> 

ec. 

-r  II  , 

—  M> 

ac.. 

—  17» 

ec. 

(avremo 

R;(r*  4-  ec, 

sostituisco  nella  data  in  luogo  della  y  questo 
lore,  rinnovo  il  calcolo  precedente  ,e  ottenendosi 

sarà  peossi ma  mente 

~    ^  "5?     xT  *  3? 

ec* 

428.  I  due  valori  ora  trovati  ci  daranno  per 
serie  i  due  valori ,  che  aver  deve  la  y  nella  (  XTX  ). 
Osservando  fra  le  (-XX)  la  L»+L  =  o,  veggo 
cbe  da  questa  ss  à  non  solo  L  =  -"*  s  >  ma  anche 


Digitized  by  Google 


411. 

L=o;  a  che  dunque  servirà  questo  secondo  va- 
lore? lo  sostituisco  nelle  stesse  (XX),  e  avendosi' 
quindi  L=o,M=o,N:=**,P=:o,  0,=^  -  4»  *», 
R  =  -  i«  ,  ce. ,  il  vaterc  della  f  aupposté  nel  (  N.* 

425  )  diverrà  =     — ;^-+  ec;  ma  questa 

non  è  che  il  ? alor  della  y  ottenuto  nel  (  N.*  prec.)- 
Dunque  il  valore  zero  della  L  equivale  all'  akro 

di  «"=  -  1  (N.^  precO- 

4?^.  Passiamo  presentemente  alla  suppostziò* 

ne  ,  che  là  {VI)  abbia  due  radici  ~  L'  (  N.®  415  )• 
In  questa  ipotesi  è  chiaro  dalle  (IX),  che  avre» 
no  tanto-  F'  =  o  ,  quanto  G'  :=  o  ,  ma  non  essen* 
do  tal  radice  V  ripetuta  nella  {FI) %hc  solo  due 
volte,  non  potrà  già  essere  H'  =  o.  Ciò  posto» 
e  farra  jf  =  00 ,  sostisuiscasi  nella  (X)  la  quMftà» 
M  xf  iti  laogo  della  u  :  mancando  nei  coefficienti 
Pi,  Q^i  (  N.®  407)  i  termini  ¥' G' Ar*'~« , 
non  si  potranno  .dalla  sostituzione  aver  gli  espo* 
nenti  9' ,  9r'  -  «  +     ma  nel  coefficiente  Ri, 
esistendo  necessariameace  il  termine  H'  9 
sulterà  da  esso  1'  esponente  «' — i«  +  2^.  Sup» 
ponghiamo  p  Tanto,  come  nei  (  N.*  419,  4^^> 
422  ),chc  la  sene  dei  primi  esponenti ,  cioè  degli 
esponenti  di  questi  termini  9  che  sussistono  nella 
(  X  )  alia  ipotesi  di       eo  »  ria  la  scgoence 

«'^  — 4«  4-4  j  ec.  Ora  ricavandosi  da  questi  per 
fi  i  valori     -     +  ce ,  "L—  +  « ,  — — +  «» 

«  — 
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4»4  •  • 

^  ^         -f'  A ,  ce.  ;  veggo  che  il  secondo  ^  ""^"f  « 

è  ainoie  di  tutti  ì  susseguenti }  e  può  essere  fnsfe* 
me»  o  rninore,  o  maggiore 5  od  uguale  al  primo 
— 9r'"  4- ^  •  Dunque  la  presente  supposizione 

diL'  radice  doppia  della  {VI)  ci  conduce  a  del- 

le  conseguenze  diverse  dalle  ottenute  nel  (  N.®  417), 
e  quindi  meritava  d'  essere  distinta  dall'  ipotesi 
del  (N.«4is). 

^^Q«  Sia  primieramente     ^  ■fjt<7r  -tt  4-^^, 

a 

pel  (  N.^  3 98  )  avremo  ^  =       ■  +  « .  Paragonane 

do  poi  in  {XXI)  il  terzo  esponente  con  i  suj« 
seguenti ,  veggo  ,  come  nel  (  N.*=*  41-7  ) ,  che  pcc 
^  iKyi  si  ricava  più  alcun  valore  opportuno • 


TT  — TT 


2.®  Abbiasi       <    4- a  >  ^r''  -  w'"  4-  «  ,  ne  ver-- 

a 

ri  /J  =  Tf"  —  tt'"  H-flt  (  N.«  3  98)  ;  ma  paragonandoli 
secondo  degli  esponenti  (  XX/)  con  gli  altri ,  che  se- 
guono,  ottengonsi  per  p  i  risultati  Jr'"  — 7t' 


^     -h  « ,  « ,  ec. .  Dunque^avtndosi  il  primo 

di  questi  <  potA  essere  ancori  jS  =  ir"  — ir'-Hi 
(  N.""  19%).  Anche  in  questo  aecoodo  caso  si  ve* 
de^  come  nel  (  N.^  4 1 7  ) ,  che  |3  non  può  avere  at 
tro  valore  fuorché  i  due  ritrovati. 

3 Sia  finalmente  l-I^  +  «  =  ^^^^r'  "-Hi^  ri- 

sutteià  ^ssjr  — «  trovetemo  col  «olno 

Cd» 
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calcolo  (M.°4t7)  non  potarsi  ^4re  alla  oppor-^ 
tunamente  altro  valore  • 

-4U*  Cercando  ora  di  determinare  il  coeffi- 
ciente M  ;  osservo  che  fatta  la  sostituzione  di  M  jr^ 
in  vece  di  m  in  tutti  e  tre  i  casi  precedenti  la  (X) 
si  convertirà  infine  nella 

Ma  allorquando    =  (  i.^caso)»  li 

(  XXII  )  diviene     at»      H  M  V  =  o ,  e  quin- 

di  si  àF  4-H  M*=o,  M  =  ±^  —  ^.Dunquenel 
primo  caso  la  quantità  M  avrà  un  doppio  valore^ 


e  perciò  essendo  M  jtp  =  it:  x  ,*  y  —  j^,  = 
^x     •      V^""if=^^^ir  sPOtrà 

*     *  ir'— ji'-#-»<r 

essere  M     tanto  =  — jj-  9  come  = 

^  

2.®  Facciamo  successivamente  )8=ir*  ^  ir"'4-«, 
|!  =  Tf'"—  7t'  a  (  2 .°  caso  N.*»  prec.)  ;  dalla  (  XXU  ) 
si  otterranno  in  corrispondenza  le  due  Equazioni 
r-f-G"M  =  o,  G''H-H'M=o. Dunque  rie*- 

vandosi  M  =  —  ^s  M  =  —  jjr  >  potA  essere 


3  •Abbiasf infine ^  =  7r^--w  +«=:__H-4i 

(  j.^  caso  N  prec.  )  ;  dalla  (  XX//  )  risultando 
ipj^Q'**  M  H  M*  =:  o  ,  la  M  avrà  i  due  valo- 
ri, che  ri  ricavano  daija  soluzione  di  questa  Equa* 
xione;  dunque  t  chiamati  questi^  M  ,  M",  i  due 
risukau  M'*»^^''-*-^»  M"  x^'-^"-^'  quelli  ^ran- 
no  y  che  Ottiene  M  xf'  aeU*  ukimo  dei  nostri  m 
casi* 

4J2.  I  due  precedenti  valori  M' ,  M"  posso- 
no essere  disuguali,  ed  uguali  fra  loro-  Se  sono 
disuguah* ,  saranno  ancora  disuguilt  fra  loro  i  due 
multati  M'*»"^  ^*!  M  \3r''-»"^*iroa  se  quel* 
li  sono  uguali  f  rieaciraoso.  tra  loro  uguali  anche 
questi ,  e  pet  M  arP  non  ri  ottenà  che  un  solo  va^ 
loie  • 

4^^.  Il  valore ,  o  i  valori  della  ,  che  ser- 
vono al  presente  caso  ,  sono  diversi  dall'  accenna^ 
to  nel  (  N,**.  4 dunque  neppure  gli  esponen- 
ti ulteriori  y,  ec.  avranno  p4.(  N**  420, 42Zt 
424  )  i  valori  »  che  dipendono  dalla  formola  gcoe- 
file  (XF7//)»  e  per  conseguenza  non  potrò  for* 
mare  la  serie  L  M  ;r N  ;ift-f-ec.t  « 
rituendola  nella  Z  =  o  invece  della  jr  »  determina- 
re, come  nel  (  N.**  42<5),con  1*  ajuto  dti  cocffi* 
cienti  indeterounati  il  vaiore  delle  quantità  M» 
N  t  P  >  ec, 

434.  Dovendo  pertanto  ricorrere  ad  altro  mea> 
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80 ,  supponghìamo ,  che  col  metodo  dei  (  N.^  416  y 

418  )  siasi  gik  conosciuto  il  valore  della  L  ,  e  dell' 
«  ;  e  supponahian,o  che  siasi  trovate  accadere  sul 
termine  M.\^  il  primo ,0  il  secondo  dei  due  ca- 
si precedenti  (  N."^  4^1  ),od  anche  il  terzo  nella 
prima  supposizione  (  N.®  4^2  ).  Acqui«!tando  p#r- 
ci&  M  xt  due  valori  ,  chiamiaino  M' xf  uno  di  es- 
si, e  giacché  quello,  che  di  uno  si  dice,  dicesi 
pur  anche  dell'  altro  ,  fermiam  V  attenzione  fuI 
valore  M';rl*'.  Avendosi  // —  M' jr?'-4- N  jr7  +  p  .r* 
"H-ec  ,  potrò  rapporto  alla  (X),  ed  aìhiXVl) 
fare  gli  stessi  raziocinai ,  che  si  fecero  nei  (  N.^ 
4079  413»  414)  rapporto  alla  Z=  o^  ed  alla 
(XF),  mentre  la  {VI)  non  aveva  che  una  sola 
radice  =  L'^  e  quindi  scritta  la  (X),  come  giu- 
sta il  (  N.*  4*4  )  si  scrisse  in  {VII)  h  Z  =  o  , 
sostituisco  in  cs:^a  M' x^'  -f-  a  in  vece  delia  «  ,  e 

I       cella  Equazion  ,  che  risulta,  chiamo  9',  9",  p"'j 
ec.  i  successivi  esponenti  della  x  ^  siccome  tali  es- 

I      ponenti  nelle  (  Vili  ) ,  (  X  )  chiamaronsi  rr' ,  , 
ir'" 9  te*;  e  rtnovatì  gli  stessi  disconi  dei  (N.^ 
416,  420,  422  ,  424  ),  troveremo,  che 

9ZUD^  +  g  (9"-9)-^g"(9"-9)+g"'(9"'-  p')+  . 

ec.  ci  esprime  la  formoia  generale  degli  esponenti 
I  ,  y ,      ec. ,  e  troveremo ,  che  i  coefficienti  N  , 

P ,  ec.  si  determinano  dalla  M'  per  tante  Equa* 
aioni  del  primo,  j^rado  • 

Ciò  dunque  essendo ,  determino ,  come  nel  ( 
425  ),  dalla  (XX/I/)  il  valore  dei  successivi  es- 
ponenti   ,  7»  ^  )  ec, sosticui^co  nella  CX)/in  luo- 

g  g  g  -  go 
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go  della  u  la  quantiA  M' jrf'-+-N  Jrtr  +P;r*+cc., 
e  operando,  come  nel  (  N.^  426  )  ,  col  metodo  dei 
coefficienti  indeterminati  avrò  il  valore  cercato  del- 
le quantità  M'  >  N  »  P  ,  ec. 

4)f»  Vengft.diktt  V  Equazione- 

•  Ridotta  essa  pel  (  N.*»  400  )  alla 

col  supporre  jir=oo  ,  ne  formo  la  x^y^'^óx^j 
4-9  AfJ  m  o  5  e  ponendo  y  =  Lx«  L*  Jf**"^  — 
L**^'*  9  -^^  o  5  da  dove  ottenendosi  «  =  I5 
ricavo  la  L*  —  éLH-9=o.  Ora  amenduc  i  va* 
lori  della  L ,  che  ti  inno  da  qoest*  ultima  Equa* 
zione  ,  sono  ^  ^  i  dunque  ,  onde  determinare  le 
quantità  M  ,  ^ ,  N  ,  y ,  ec.  5  non  potendo  pel  (  N.* 
433  )  servire  almeno  per  ora  il  metodo  del  (  N.* 
416)  y  pongo  nella  data  Lx^ -i-u^^  ^  x u  m  juo- 
go  della  y  (  N.**  434  )>  «  «vuto  pel  (  N.«»  407  )  il 
risultato 

•     (—  27      -I-  15  Af»  —  1?^  )  4- 

(XXF)  i^iSx^-\-sx^)m'+' 

(  jfi  ^  3  AT»  ) 
faccio  qui  nuovamente  x—^^n  nella  Equazione 
—  i7  —  iSx^  u-^-x^  zz^o^ che  se  ne  ottiene^ 
sostituisco  lAx^  invece  della      Avendosi  perciò 

_  27     7-  x8  M  Jr?^J  +  M*  x»^-^3     o ,  uoverc- 

mo 


=  0 
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4^9 

mo  essere     =  —  »  ed  M*  —  27  =  0,  onde 

Accadendo  quivi  il  primo  dei  casi  del  (  N.**  430  ) 
ricorro  pei  (N*^  434)  ai  coefficiemi  indetermina- 
ti, cercando  di  trovare  in  prima  il  valore  degli 
esponenti  7 ,  ^ ,  ec.  Ridotta  perciò  la  (  KXF)  alla 

—  18  Xi  H 

%  "^r  \  % 

c  fatto  su  di  questa  Equazione  un  calcolo  aomi- 
gliance  agli  esposti  (  N/  407,414),  troveremo 

che  deve  essere    =  4 ,  p"  =— ,  9  "  =  3,9"^  = 

p'^rrro  (  N.*^  407  ) ,  e  quindi  riponendo  nella  (XXIII) 
gli  opportuni  ralori  5  troveremo,  come  net  ( 
42^  )  42  7  )  >  che  la  serie  degli  esponenti  domandati  è 

h  seguente -2-, o,-^,-  i,--f,-2,—|-, 
—  3  >  ec*  •  Colloco  pertanto  in  luogo  della  m  la 

quantità  Mx*^+NH-Pjr  *  + CLjr'' +R  jT* 

H-S  Jt~*  +  ec.  nella  (XXF)yC  trovate,  come  nel 
(  N.*  426)  ,  le  Equazioni  M*-2  7=:05  2MN-i8M 
=  o,2MP-hN*  —  ^M*  —  i8N-fi5=o, 
2  MQ.-HiNP-óMN  — 18P-4-5  M  — o, 
2M  &  +  iNQ+P^-UMP-jN»  — i8(i-f5N 
=  0  ,a M$-|-2NR+  2  PQr-*MQ,*-tfN  P  — 

g  g  g  2  i« 
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iSRH^S P=7Q9ee.;ddiqiiestericavoM  z^zL^^/j^ 

Dunque  nA  ^=^— 3  v^3  ^+ 9 ~  7^j"ir  + 

 h-^^tiec.t  c  per  conseguenza  le 

ladici  della  {XXIV)  saranno 

^  ce. 


H  1  —  CC« 

4J&  Si  verifichi  la  «epofida  supposizione  del 
terzo  caso  (N.^4a2  )  •*  accadendo  in  alloca  evi* 

dentemente  alla  M,  ed  alla  (  X)  quanto  nella  i* 
potcsi  del  (N.^42  9  )  si  è  asserito  riguardo  alla 
Lf  ed  alla  Z=o;  non  potremo  per  la  determi- 
nazione  delle  quftncità  y ,  N ,  J ,  P ,  ec  servirci 
del  metodo  indicato  nel  (NJ*4}4)ì;  na  convefi 
A  sostituire  nella  (  X  )  invece  della  «  la  quandA 
Ifx*^  +  «5  e  dalla  (X/)  determinar  prima, come 
si  è  indicato,  l'  esponente  7,  e  gli  altri  poscia 

i ,  ec.  Egualmente  rapporto  ad  N  jfT'  o  traveie> 
mo  due  valori  diversi ,  come  net  ca«i      ,  e  i  .•del 

(      4i  *  ^  *  ^  '^'^  prima  supf  Oi>uioae  del  caso 

a.» 
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(  432  ) > o  troirereiDO,  «mie  nella  supposi* 
tioM  feconda  dello  stesso  caso  ^.^  ,  un  valor  solo. 

Se  troin'amo  pel  termine  N  ,v'^  due  valori  diversi, 
determinati  dalia  (X/)  riguardo  a.  ciascuno  ,d'  c<* 
si ycome  nei  (  N.^  42$ ,  434  ),gli  esponenti  succes- 
sivi 1 9  ec.|  potremo  per  U  determinazione  dèi  coef- 
ficienti P ,  ec«  osar  nuovamente  il  metodo  dei  coef« 
fi ::enti  indeterminati ,  ponendo  nella  {  XI  )  in  luo" 

go  della  «  la  quantità  Px^-hec^i  che  se  irovìamo 

per  N  un  valor  solo ,  allora  bisogrietà  di  nuo* 
vo  riporre  nella  (XI)  in  luogo  della  z,  la  quan- 
tità N  jr>  4-  ^ ,  e  proseguire  avanti  sempre  il  me* 
desimo  miocimo. 

437.  La  jF  nella  ipotesi  del  (  N.<*  4^9  )  cor» 
rispondentemente  al  doppio  valore  della  L  è  chia* 
rO)  che  deve  aver  due  valori*  Ora  supponendo 
la  Z  — o  liberata  pel  (  N.'  413  )  dalle  radici  ugua- 
li, questi  due  valori  devono  essere  disuguali  fra 
loro  ;  dunque  anche  la  sene  Lj*^-4-MArP-hNjrY 
+  Pjr^-f-ec»  dovrà  avere  due  differenti  valori^  e 
dovrà  per  conseguenza  0  presto  >  o  tardi  4>iforcar* 
si*  Dunqne  la  seconda  suppoftzkme  del  caso  3*^ 
(N*  431  )  non  p  nrÌL  già  aver  luogo  rapporto  a 
tutti  i  termini  successivi  M^^,  Njtt,  Pjt',  ec.  ; 
ma  dovrà  avere  un  limite  ,  e  supponendo  che  si 
fermi  al  termine  per  esempio  Por^,  gii  esponen* 
ci»  c  i  coefficienti  dei  termini,  a  questo  ulteriori 
ti  potranno  sempre  detCfminaMi  come  nei  (  N.^  4  2  j , 

42<5,  4«7s  434)» 


422- 

'  43 S.  Supposta  L'  realC)  vedesi,  che  nel  i.* 
caso  del  (N.^4^o)  i  valori  di  M  Jt^  sono  amen* 
due  reali  »  e  quindi  pel  (  N.^  434  )  sono  reali  tut- 
ti i  termini  di  amendue  le  sene ,  che  ne  deriva- 

no.  Ma  nel  ,  e  nella  prima  supposizione  del 
'  3.^  caso  possano  i  due  valori  ài  M  x?  essere  ìm« 
maginarii,  e  allora  pel  cit.**  (  N.**  434  )  i  termini  del* 
le  due  serie  diverranno  immaginarii .  Nella  suppo- 
sizione seconda  poi  del  3.°  caso  (N.^  43  2  )  vede* 
si  >  che  il  termine  M4#  sari^  reale  t  e  vedesi»  che 
non  potremo  giudicare,  se  le  serie,  che  ne  ver* 
ranno  5»siano  per  avere  dei  termini  immaginarii,  se 
non  ai  punto  della  biforcazione  (  N.<*  4^7). 
Finalmente  chiamata  scmsmmagfnana  una  quan* 

cità,  come  la  — ax^  ^  la  quale  è  immaginaria  , 
mentre  si  prende  la  x  con  ono  dei  segni ,  nel  no- 

stro  esempio  col  segno -f- ,  e  diventa  reale,  quan* 
do  la  X  SI  prende  col  segno  contrario,  nella  no- 
stra ipotesi  coi  segno  — ;  apparisce  dal  (  N.®  43 1  ), 
che  nel  i.^  soltanto  dei  nostri  cast  (  N."*  430  )  può. 
il  termine  M  essere  semimmaginario  »  e  che  per 
conseguenza  la  nostra  serie  può  contenere  tali  ter* 
mini  soltanto  nel  caso  i.^,  e  nella  seconda  sup- 
posizione del  7,.^  (  N.°  4:^  2  )  •  L'  esempio  del  (  N.* 
43J  )  ci  dà  due  serie  con  termini  semiramaginaru • 
43 p.  Abbia  la  (  FI)xkc.  radici  =  L'  :  risultan- 
do perciò  nella  (X)  F^o^  G'=o,  H'  =  o,  e 
non  gii^  r  =  o  (  N.^  if4  )>  suppongbiamo^  che» 
fat^  x^i»^  e  posso  nella  (  X )  Mxt  mvece  di 
m  ci  risulti 
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1X1*7}^^  x^""  -f-  G'"  M  j/"^  '  -t-  H"      x''"-  •      P  4- 
=  o.  Dail.^  serie  degli  esponenti  * 

jr  '  —  4  a  -h  4  /3 ,  te.  risultando^  pei  vaJori  della  ^ 
le  quantità 

iXXWIi)^"'  T'"-f-«^   4-  a, 

^     +  OS  »  ec.  9  supponghianoo  in     luogo ,  che 

la  prima  tt"' —  tt' ' -f- <3£  sia  minore  di  tutre  le  al- 
tre; proseguendo  in  tal  caso  a  paragonare  il  se- 
condo  degli  esponenti  {XXVJ)  con  ì  successivi  ^ 
troveremo»  che  jS,  oltre  il  valore  w'* — 7r'"4-« 
potrà  avere  anche  gli  altri  due  ir'" — ir" 

ir"  — ir'  +  i»,  oppure  il  solo  Siam 

2*^  luogo  tra  le  quantità  {XXFIII)  minima  ia  se- 

\    cofìda       ^     -4- a;  in  tal  caso  oltre  questo  va- 

^   lore  troveremo  dagli  esponenti  (XXF7/),  che  S 

non  può  avere  che  i' aiuo  tt"  —  Tr'-i-a.  j.^se  n- 

naimeate  H-  «  sia  minore  di  tutte  le  al- 

tre quantità  (XZriI/),  vedremo  dalle 
che  fi  non  potrà  avere,  che  questo  solo  valore* 

440.  Nella  prima  supposizione  del  i.°  di  que- 
sti tre  casi ,  è  chiaro,  che  la  (XXVI)  si  cangie- 
là  in  corrispondenza  nelle  tre  Equazioni  F'^  x*'^ 

G"' 
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=  o ,  H"  M*  xi^-'^ H-  r      J^'*^'"*'  =  ^ 
per  M  avendosi  le  tre  Equazioni  F"      G  "  M  =  o, 
G'^-f-  H"  M  =  o  ,  H"-l-  r  M  =  o  ,  il  termine  M  a-P 
avrà  tre  valori  diftercnti  fra  loro,  e  tutti  reali. 

Nella  supposizione  seconda  del  i.^'caso  dalla 
(  XXn  )  Otterremo  nella  stessa  iraniera  per  M  le 
due  Equazioni  F^H- G'"  M  :=  o  ,  G'"  1' M*  =0, 
dalle  quali  si  vede  ,  che  M  atP  otterrà  tre  valori 
diversi,  il  primo  sempre  reale,  e  gli  altri  due  o 
reali  ,  o  iromaginarii,  o  semimmaginarii . 

Nel  caso  2  °  ottenendosi  per  M  le  due  Equa- 
zioni F' +  H"  M*  =  o  ,  H"  -I-  r  M  =  o ,  verretno 
alle  stesse  conseguenze  della  seconda  supposizio- 
ne del  caso  i.®. 

Nel  caso  3.**  final  niente  T  Equazione  in  M  sa- 
rà  F  I'  =  o  ,  e  per  conseguenza  dei  tre  va- 
lori di  Mx^  uno  sarà  reale,  e  due  immaginari?. 

441.  Può  succ.ederquì  pure, con  e  nel  (3.* 
R®432),  che  i  primi  due  dei  {XXVill)  valori 
siano  tra  loro  uguali;  in  allora  oltre  il  valore 

tt  " -4- a  otterremo  per  ^  V  altro  ir"  — ir'" 
-f-a,  e  quindi  la  (XX^^l)  nducendosi  alle  due 
F'^  x^"  4-  G'"  M  x^  4-  H"^M*  x*"'  -  o  , 
H"  M*  x^^'^^^'-i-  r  xi^"'^'-^'  o  ,  avremo  per 
M  le  due  Equazioni  F"  G' '  M  H"  M»  =  o  , 
H"  -4- 1 M  =  o .  Cosi  nel  primo  caso  del  (  N.* 
43^  )  poiKl^tc  darsi  >  che  fosse  ir'"  —  ir"  -4-4t 

=  m        +  «  >  c  allora  per  M  si  avrebbero  le 

due 
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due  Equazioni  F  —  G' '  M  =  o  ,  G  '  +  H"  M  H- 
r  M*  =  o .  Fioalmente  potendo  essere  tra  loro  u- 
guali  tutti  e  tre  i  primi  (  XXFIII  )  vaiori  ^  in  tal 
caso  la  |3  non  avrik  che  un  solo  valore  »  e  si  avrà 

,per  M  r  Equazione  F  +  G"  M  +  H"  M*  + 1' W 
=±o  • 

Nei  primi  due  di  questi  casi  ^  è  chiaro ,  che 
due  dei  valori  della  M  possono  essere  uguali  fra 
loro,  e  ciò  se  le  F"+  G"M  -hH"M*=:=o 
G'"4-  H"  M-+-rM*  =  o  sono  corrispondentemen- 
te due  quadrati  perfetti  ;  e  nel  terzo ,  se  la 
F'      G'"  M  -I-  H"  M*+  I'  o  sia  un  cubo  ,  al- 

lora  saranno  uguali  fra  loro  tutù  e  tee  i  valori 
della  M. 

442.  In  tutti  gli  accidenti  considerati  finora 

dipendentemente  dalla  supposizione  fatta  nel  (  N.® 
439)1  vedesi  che  si  applica  sempre  quanto  si  è 
detto  nei  (  N.^  433  ,  434>  43^i437  j  43»  );eper- 
ciò  che,  se  1  valori  della  M  sono  difiereoti  fra 
lorò  )  gli  esponenti  y^Sytc*  sì  determinano , me- 
diante la  (  XXiU  )  )  e  le  quantità  N ,  P ,  ec«  9  col 
noezzo  dei  coefficienti  indeterminati  (  N.434  ) .  Ma 
se  due  dei  valori  della  M  ,  oppure  tutti  e  tre  sono 
fra  loro  uguali  y  allora  replicando  quanto  si  disse 
nei  (N.^436)  vedremo  in  egual  modo, che  non 
potremo  ricorrere  per  la  determinazione  delle  quan* 
tirà  y  P ,  ec«  nè  alle  formole  simili  alle 

iXViU),  (XX/i/),nè  ai  coefficienti  indetermi- 
nati ,  se  non  dopo  il  triplice  spez2amenco  della 
serie  iXV). 

hbh  Se 
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Se  ;c*jf»  +J         -4-  J    x^y-ha^     — f3  4f 
—    JT  +       o  sia  l' Equazione  data  ;  £itti  gli  op- 
portuni cakolt ,  come  dai  (      prec*  ) ,  ottenemo 

per  y  i  tre  valori  ./ 


JO5  C3 


105  C5 


V  —  —  ce. 


1 2  ^  X  ^  X 
X      X*  x»  X*  • 

443  •  Che  se .  la  (  )  à  quattro ,  cinque  ec.  r4- 
dici  =  L';  replicandosi  sempre  gli  stessi  faziò» 
cimi,  si  potranno  sempre  determinare  nella  ma^ 

mera  medesima  le  serie  corrispondenti . 

444.  Supponsjhiamo  ora,  che  nella  (Xr)gli 
esponenti  successivi  della  x  vadan  crescendo ,  co- 
sicché «.<jS,iS<y,y<^,  ec»,e  vogliasi  de- 
terminare la  nostra  serie  in  questa  nuova  suppo» 
siziòne  • 

Il  metodo  a  seguirsi  ,  onde  fer  ciò,  vedri  o- 
gnuno  facilmente  da  se  medesimo  non  essere  di* 
verso  dall'  esposto  fin'  ora,  mentre  però  alla  Xy 
allorquando  nel  primo  caso  attnbuivasi  un  valo- 
re infinitamente  grande  ,  quivi  se  ne  attribuisca 
uno  infioìtamente  piccolo  (  N,^  399) .  Per  conse- 
guenza 

i.*Cej> 
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1. *  Cercando  di  conoscere ,  quale  divenga  It 

Z=o  nel  caso  di  x  infinitesima,  seguiremo  ben- 
là  il  calcolo  dei  (  N.^  400  ,  401  ),  ma  dovremo  te* 
ner  conto  non  dei  massimi ,  ma  dei  termini  mi- 
nimi della  Equazion  data  (  N.^  399)»  quindi  seri- 
¥erenK>  la  Y  in  modo  9  che  gli  esponenti  della 
X  fof Olino  tante. serie  cresccntine  poscia  detenni* 
Hando  la  »  in  maniera  >  che  due ,  o  più  termini 
della  serie  (/)  divengano  ugualrfra  loro,  e  mi» 
neri  degli  altri,  dovremo  tra  i  valori  oc  i  ^  «2, 
et^  ^  €C,  tener  conto  dei  minimi  j  e  non  dei  mas- 
sàmi  (  HJ*  404  )  • 

2. ^  La  Z    o  deve  in  seguito  »  come  nel  (  N.^ 

407)  ridursi  alla  (r//),roa  in  mòdo, che 

g<b"  O^-^g'^b"  ce  <  b  '(3t-hg"ytC.  (N.°4i4), 

e  però  nella  (  X  )  avremo  tt'  <  n'^n"  <  tt'",  ce. 

3.  *  Per  ia  determinazione  degli  esponenti  |3 ,  J*» 
ec. ,  a  cagione  del  (N.**  39$  ), dovremo  nei  (N.* 
4i5,  420 ,  422  , 424 , 430  y  4^9  )  tener  conto  non 
dei  risultati  più  piccoli  ^  ma  dei  maggiori ,  e  quin« 
di  per  essere  tt'  <  tt"  ,  7r"<:  7r'",ec. ,  le  stesse  for- 
mole  (X^ii/)  ,  i  XXIII)  ci  daranno  tutti  glies- 
ponenti  t  che  si  ricercano  • 

Avute  queste  poche  riflessioni  >  le  operazioni  j 
che  rimangono  a  farsi  pel  nostro  intento ,  sono  af* 
fatto  simili  alle  passate  i  e  ciò  vedremo  negli  e- 
sempj ,  che  seguono . 

445.  L*  Equ^zion  data  sia  la  (iCiX).Ridu 
co  questa  pel  (  i.°  N«°  prec.  )  alla 

hhhi 


:=0 


41H 

faccio     =  — ,  e  nel  risultato  x  f  ^  a*  y—^ 
00 

=  0  suppongo  ^  =  L  jr« ,  onde  avere  L'jf**-^» 

^     L     —    —  o  .  Dalla  serie  degli  es|>OtteDd 
ifle+i,a,o  pel  (     N.*^  prcc.)  ricavo  «  =-i, 
=  o  j  tenendo  conto  del  primo  di  questi  valo- 
ri, osservo  )  che  abbiamo -j- =  -i>  c  per5/=-i, 

i  =  I ,  e  ridotta  pel  (  2   N.^  prco  )  la  (  JCiX  )  tlii 

xy^-^-a^y 


=  o 


abbiamo  ^'  =  1     =  i      =  0 , i"  =  0 "  =  i , 
A'"  =  I  (N.-  407 ).  »r'  =*'  « W  =  - 1      =  A  ^ 
'  =  o ,  w  '  =  &  "  «  +  g'"  =  I .  Risultando  i- 

dunque  tt'—tt"  —  l  ,  tt'  — 7r"'=r  -2,  ceccodi 
determinare  la  serie  dei  nostri  esponenti,  e  pei 
(j.^N.^  prec.,  N.*^  42$)  verrà  quesu  ad  essere 
contenuta  fra  i  numeri 

—  I  ,  o  ,  I  ,  2  ,  3  ,  ce. 

I  )  2  ,  3  ,  4 ,  5  ,  ec. 
/  3  >  4  »  5  »  ^  ?  7  j  ce, 
$  >  <^  »  7  >  ^  >  9  *  ce.  ' 
ec.  9 

onde  la  nostra  serie  diverrà 

y^^Lx'-^A-Mx^  +  Hx-hPx^  +  Rx^  + 

S^V'hec.  Ora  per  la  determinazione  dei  cocffi* 

cien- 
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Cfeoti  mi  cervo  dei  metodo  istesra  dèi  (  N.'  4itf, 
427),  e  otterrò  finalmente  per  U  serie  richiesta  la 

(  1_  )     4.  ec. 

Passando  all'  altro  valore  •"  =  o ,  coi  calcolo 

iscesso  troveremo 

y-  l^-is'+i — :;:^—)^-*' 
(^^"'"^'^;:*'--^^^')x»+ec. 

Se  1*  Equazione  data  sia  la  seguente 
8  jiT^y  4-  -f-  8  Jf3  jr-f  (54;^ ^-32  a:^  —  o. 
Trovandosi ,  che  in  essa  la  L  à  entrambi  i  suoi 
valori  uguali  fra  loro^  si  applica  qui  pure  quanto 
si  disse  nel  (  N*^  433  )»  c  dovremo  perciò  ese* 
guire  il  calcolo  »  come  nel  (  N.^  43  4  )  s  onde  per 
y  troveremo  i  due  valori 

»=— *H  h-^  -^  +  CC. 

4       8       id       32  04 

446.  Queste  ultime  serie ,  nelle  quali  gli  es- 
ponenti deija  :r  vanno  sempre  aumentandosi,  si  di- 
cono atf^niintiyt  le  prime,  nelle  quali  gli  espo- 
nenti 
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Denti  della  x  vati  decrescendo  »  dioonsi  Msttnim* 
//•  Per  la  natura  delle  potenze  le  discendenti  ìin^ 

no  la  proprietà  di  convergere  tanto  più  verso  il 
vero  valore  della  y  ,  quanto  è  più  grande  il  valo- 
re, che  arrnbuiscesf  alla  r  :  ma  allorché  alla  x  s\ 
dà  un  valor  troppo  piccolo,  le  nostre  serie  di« 
vengono  necessariamente  divergenti  »  e  divengono 
quindi  inutili,  onde  avere  per  approssimazione  t 
valori  corriapofidenti  della  y*  Allorquando  però 
mancano  le  serie  discendenti ,  ricorrer  possiamo 
alle  ascendenti;  queste  al  contrario  delie  prime  tan- 
to più  son  convergenti  ,  quanto  è  più  piccolo  il 
valor  deila  Xy  t  divengono  poi  divergenti,  men* 
tre  alla  x  attribuisconsi  dei  valori  troppo  grandi  • 
Sì  le  une  adunque ,  che  le  altre  son  jycessarie  a 
trovarsi  5  afine  di  avere  la  soluzione  »  che  si  ri« 
chiede  della  Z  =  o« 

CAPO  DECIMONONO. 

I^Ua  Soluzione  fer  urie  Mie  Equazioni 
a/gehra$cie.  determinate  • 

447*  TTrovare  una  formola  generale  ,ed  un  me- 
todo spedito,  onde  elevare  ad  una  qualunque  po- 
tenza b  la  quantità 

+  Rjr«-5  +  ec.. 

Alla 
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Alla  soluzione  di  questo  Problema  conviene  pre- 
mettere le  riflessioni  seguenti*. 
Elevando  ad  una  qualunque  potenza  b  ia  quan* 
I  tìtà  Lx^  -ì-  M  -i-N  xy  -h?  4-  0;;^"»  4-  ec.  , 
sappiamo  9  che  un  qualsivoglia  termine  de!  rf^uka* 
to  viene  espeiio  dal  termine  generale  (  //  )  Tavo- 
b  A  in  cut  gli  eflfponenti  4y  b ,  c  ^  d y  e  ^  tt* 
sono  tutti  numeri  interi  poritrvi,  e  ia  loro  som- 
ma  èwifr.  Ora  nel  nostro  caso  abbiamo 

— 2,  —  5,f=ra  —  4,ec. .  Dunque 

sostituendo  ne  verrà  1*  esponente  ax^b^^  cy 
"+-^<r  H-tff -f- ec.=:4«  +  *(«^i)4-r(«— a) 
4-i/(^i6-- 3)-f-#(«— 4) -f-ec.  = 
r-f  iZ+^-f-ec.) 
a  r +•  j  4^-4- 4 ^r-+- ce.  >  =  — 
(*  +  2r4-3^-f-4<?-f.ec. );  e  per  conseguenza, 
[Ili)  supposto  b-^1  y-f  4^  4-  ec.        in  un  ter- 

I      mine  qualunque  deJIa  nostra  potenza  l'esponente 

delia  X  dovrà  essere  deiJa  forma 
!  448*  Suppongbiam  le  Equazioni 

^ -1-^-4- i/-h#+/+ ec.  =  * 
i r    i/ ^  4- /  +  ec.  =  jf 
r  -f  '-f-  ^  -f-^-f.  ec.  —  /• 
(ir)       ^-h<r  •+/-+- ec.—x 
^  H- /4-  ec.  =  / 
/-f-ec.  =  4< 
ec» 

La  prima  di  queste  Equazioni  non  è  che  Y  accen* 
nata  nel  (  N.*^  prec.  )  •  Sottraendo  poi  la  secondi 

dalla 

{*)  Vedi  U  Tavola  posta  io  fioe  del  Capo. 

I 
I 
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dalla  prima I la  tersa  dalU  secondarla  quarta  cM* 
la  t«r?a,  tCf  ne  yciigono  i  nvAwi:  ^  =  *  — f , 

dunque  b  —  f  ,  —  r  j  r -^  s^yS  y  *-r*>  ec. 
altro  non  sono,  che  gli  esponenti  delle  successi* 
ve  quantità  L  ^  M  ,  N  ,  P ,  CL,  ec  ,  e  per  consc- 
gueozal*  esponente  della  L  non  potrà  essere  >  ir, 
V  esponente  delia  M  non  potrà  essere  >  q  ,  quel* 
la  della  U  non  potdi  essere;  >  r  »  ec. 

449*  Corrispondentenieme  ?  un  dato  espo- 
nente       ^  della  jr<N.°  447),  essendo  A  -  f  P 
.  esponente  della  L  l,N.°  prcc.)^  non  potrà  ,giamniat 

risultare  f  >  ^-  .    -  . 

Allorché  nella  nostra  potenza  si  eleva  il  termi» 

ne  Lx^alla  podestà  A— f  ^«oppMghiamo  ebere* 

sti  moltiplicato  col  termine  T^r**^*  etevato  aUapo* 

tenza  r ,  con  !*•  altro  T'  jr**""^  alla  podestà  r',  col 

terzo  T' x"^""'  alla  podestà  r",ec-:  ciò  essendo, 
1'  esponente  della  x  nel  risultato  sarà 

-f-ec.  =r:(i — ^ -f- r'-h        ce.)  * 

—  (  r -h  r' f -f- r  '     4- ec.)  j  ^  però  avendosi 
(  i  —  f  "4-  r     /  +  r  '  4-  ec.  )  « 

-  (ri  H-r  r"  i"-hec-  )  =:ì&«— ^  ,  otter^ 
remo  i  — y-f-r-t-/ r"  +  ec*  ri4-r' i '  + 
r"  4"  -f  ec.  =g ,  e  quindi  ^  =  r  H-  /  H- 1;"+.  r'"  4- 
ec.  Ora  per  essere  r ,  r* ,  r  ' ,  ec.  >  i ,  i'  5  i"  >  ec.  tutti 
numeri  intieri  ,  c  positivi  ,  non  può  mai  riescirc 
r  k  -^r  k  4-  r"  k"  <  r  4-  /  -i-     -f-  ec.  :  dunque 

non 
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non  potA  estere  neppure  f 

450.  Essendo  1*  esponente  — sui-  • 
seguente  b  o  sarà  o  minore  (  N.°  448);  se 

gli  è  uguale  9  allora  tutti  gli  altri  esponenti  c , 
'9/9^*  uguaglieranno  io  zero; se  poi  gli  è  mi* 
Opre  j  allora  avendosi  bs=f — r  (N.*  448  dovrà 
risuirare  r  — r,  oppure  €<r*  se  rrzr^ne  verrà 
/=  o  ,  f  =  o ,  /=  o ,  ec.  >  che  se  r<  r ,  risulran» 
do  rzz:  r  — /,  nuovamente  sarà  d  -  /  ,  ovvero 
nel  primo  caso  avremo  =  o ,  f=:o,ec.,  nel  se» 
coodo  —  /  —  e  quindi  i'  esponente  o  si 
vuole  =  9  oppure  se  ^=:^,oe  viene  o  » 
ec^e  le  potremo  proseguire  innanzi  teme» 
desime  riflessioni  « 

Inoltre  nel  caso,  che  sfa  i  =:  dalla  (  ///  )  ve* 
desi  che  dovrà  risultare  b~g;  allorquando  poi 
h<qi  se  si  vuole  cz=ir^  per  la  stessa  (  J// )  do* 
vrà  essere  ic^g;  che  ser<r,e  t  ^  dovrà 
venirne  i-hKH-jrf  -^A^nei  caso  che  J<SfSc 
m  e  =/  ,  avremo  A  -f-ar  +  id-^ 4^c=^g;  cosi 
nella  ipotesi  della  f^u^nt  verrà  i  +  ar  +  3i/  + 
4^"^        gy  ^  ^^5Ì  in  progresso. 

Dunque  i.''  non  potrà  essere  ^  — j'jche  quan- 
do q^g» 

Nel  caso  che  b<q^  e  f  — ci  risulta 
i  +  2  €=^g^  i  +  r=^:  mokiplico  ora  la  seconda 
di  queste  Equazioni  per  2  »  sottraggo  da  esM  la 

prima 9  e  otterremo  b=.iq  — ^;  ma  r  =  ^  > 

dunque  sostituendo  sarà 

a  i  1  3*** 

0 
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3-**  Allorquando  #<  r ,  «e  sì  vuole  ^ = / ,  avre- 
mo ^4-r4'/=f.  Ora  sottraendo  quena  Equazio» 

ne  moltiplicata  per  5  dall'  alira  i  +  2  r  +  3  J=zg 

(N.^  prec.  )>  ottiensi  ib-\rc^iq  -  gi  dunque 
essendo  bz=,q-  r  (N.°448),ne  verrà  r  =  f  — ^ 

^    +2r,  e  a  cagione  di  i/=  »  ricavere- 

mo i/      — f  - 

4.°  Nella  Ipotesi  della  //<x,e  dellt  <r=rr,  ri- 
sultando i  +  f  4/-+- ^  ==ijf,  c  +  i  d-^^c^g^ 
ci  verrà  3  i*4-2  r*4-i/  =4f  -  ^  j.ma  i  —  jr  —  r, 
r  =  r  — /(N.«44S);  dunque -^  +  ^+2/; 

e  avendosi  g=         ^       ""s  oitcneaio 

4 

ì  5.«  Quando  ^</,  ed  dalle  i4-r4-i/  + 

^+/=:f,  *4-2r4-3  ^+4*+$/=^  avremo 
4t-4-?f4-2</+^=5^— e  quindi  pel  (N.* 

448)  ci  risulterà  e  ^  q  —  g-^  r^f^lt  % 

f-g  —  q-r  —  r  ~  t. 

Lo  stesso  si  dice  in  seguito. 

4J2.  Supposto       f  =  9'  I       f  -   =  • 

da  quanto  si  è  detto  finora  vedesi ,  «he  nel  coef» 

ficiente  di  x^'^'^i  le  potenze ,  e  i  prodotti  dei  coef- 
cienti  M,  N,  P,  Ci.,  R,  ec. ,  che  moltiplicano 
L*'^  non  ponno  che  essere  i  seguenti 

M^-'N^'F-'Q^'-^'  r^'  -S  ec-  •  Dunque  «ih 

cura- 
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curati  per  ora  a  maggior  comodo  i  cocfficiemì, 
e  i  divisori  numerici  ,  queJJa  porzione  di  esso 
coefEciente ,  che  moltiplica  L^'*t  sarà  ^iprem  in 
generale  dalla  Forinola 

(      +  M*^^  N^-^  -4-  M^'  N*'^^^  P*' 4- 

N*^'  P^'  Q^'"^  R?"-^4-  ec.  ) , 
Formola  ,  nella  quale  i.'^  gli  esponenti  debbono  es» 
sere  tutti  numeri  interi  ^  e  positivi  (  N.^  447  )  • 
#'  1  Il  termine  secondo  deve  necessariameme  con« 
tenere  il  coefficiente^  N  <  N.^  450 ,  45 1  ) ,  il  terzo 
deve  contenere  il  coefficiente  P ,  il  quarto  iJ  coef- 
ficiente Q^,  il  quinto  il  coefficiente  R  ,  ec. 

j.'^  Finalmente  non  tutti  i  termini  della  Formo- 
la sussistono  in  una  volta  ^  ma  di  essi  ora  sussi- 
tono  gli  uni  »  ed  ora  gli  altri  giusta  1  valori  di* 
versi  delle  f,  /  ,  ec  ;  secondo  poi  ladiver* 
sità  di  tali  valori  da  un  solo  termine  della  (T) 
possono  derivarne  varii. 

.  4J3.  Dunque  se  dando  alle  quantità 
tj  ec*  certi  valori qualcuno  aegli  esponenti 
f— /,ec.  diyenu  nwativo-, e^qual* 
cuno  dei  g  — f ,  —  4>"  — ^5  ^"  -  ce.  di« 
venta  zero;  allora  nella  Formola  non  esiste  nè  il 
termine  ,  nel  quale  esso  esponente  diviene  rispet- 
tivamente negativo 9 o  zero,nè  i  susseguenti. Che 
le  diventa  negativa  qualcheduna  delie  quantità 
a  f  ,  i> — ,  — *  [  f  a  <p' '  \  ce.  y  in  tal 
€as9  maqcheti  bensì  il  terflC|ine  ^  in  cui  questa  quan* 

i  i  i  a  tità 
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tità  si  fa  negativa,  ma  possono  sussìstere  alcuni 
dei  termini,  che  seguono.  Tutto  questo  apparii- 
ce  dalla  Formola  stessa  (T)  ,  e  da  quanto  si  i 
detto  nel  (  N.«>  prec  ) 

454.  Attribiiiscaitei  siictessivaiBcnte  alla  f  i 
vtflori  esposti  io  (  )  nella  prima  colonna  verti- 
cale fino  incliisivan.ente  allo  zero  .  Poiché  le  quan« 
tità  /,  ty  ec.  non  sono  legate  ad  altra  con- 
dizione» che  a  quella  di  essere  interi  »  e  di  reo- 
dere  ciascuno  degli  esponenti jp-  — 
ed,!^— ^,  2r-<p',  is-^Cf"^  it — ^"*,ec.eG 
-> —  I  ,  e  ciascuno  degli  altri  g  —  f,  <p'—  — /, 
p'*'  t  y  ec.  >o,  attribuisco  successivamente  ades- 
se ^,  j,  ec.  i  valori  a  ciò  opportuni ,  avendo 
sempre  in  vista  quanto  si  ,è  detto  nei  (  N.^  prec/ )» 
e  spectalroente  nel  (  )  ;  e  con  tafi  open- 

zioni  troveremo  non  difficilmente  risultarci  dalla 
formola  (F)  le  quantità  esposte  in  (F/)  nelle  li- 
nee corrispondenti  ai  successivi  valori  della  f  • 

■  ■  '    '  iVI) 

jr  =  ^ — i ,  L*-  <    »  (  M<-<  N»  -f-  M'-»  P  ) 

•  ■  * 
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f=g^  6,L*-U-<^)(M*-"N^'hM^-"N4p-4- 

Us  ^  N  P  (ì-f-M'-^  N»  R  4-  M'~»  Q^-h 
M^- «  P  R +- M'-' N  S  H- M'-7  T  ) 

M^-       P*-hM^-"  M'-"N  P^ 

+•  M*-"  N*  P  <Ì4-  M*-"  R 

jj^-io  piQ^^.  ivi^-io  N  Qf-f-  M*-»oN  P  R 

4-  M«-»*     P  Qj\-  M«^'*N^  R  -h 

M^-"N*  PR-V-M*-"N3  s  +  Mr"PQ; 
+  M'-"  P  R  +  M'-"  N  <ÌR  + 
M'-"NPS  +  M^-"N*  T-4-M^'<»R» 
4-  M^-'^^QJS-i-M^-^PT-l-Mf-^^N  U 

.  ce»  ce*  te» 

45 5.  Volendosi  raccogliere  tutti  questi  risul* 
liti  {Vi)  ^  osservo  procedere  essi  con  una  certa 
regola,  per  cui  potremo  non  difficilmente  unirli 
funi  insieme,  proseguendoli  fino  alla  supposizio» 


ne 


4j8 

ài  j[^oj  indipendenterocote dalli  forinola (  V) 

nella  maniera,  che  segue. 

Scritto  primieramente  in  (f^JJ)  Tavola  A  il  pri- 
mo termine  L*"^  ,  pongo  al  di<;5orro  in  una  prì» 
ma  riga  tutti  i  termini  -~^'M^~*N, 
L*- U - *)  M^-^ P ,  L^-  f ^  -  3  J  -  Q., ec. ,  che m 
(r/)  occofMino  1'  ukirno  luogo  dei  risolttri  sue* 
cessivi  ;  ma  per  maggiore  setnphchà  scrivo  questi 
termini  collocando  fra  due  parentesi  le  quantità 
N ,  L  P  5  L*  M~"*  Q^,  ec. ,  e  apponendo  al  prii> 
cipio,come  faitor  comune»  il  termine  L*r  (x-MMi-*^ 
e  al  fine  la  atòA*  >  . 

Accresco  in  «eguito  neir  accMmato  L^"  ^  M^-^ 
di  I  r  esponente  della  L  ,  duninuisco  di  2  V  espo** 
nente  della  M,c  scritto  il  risultare  iJ-d^^M^* 
in  una  seconda  riga,  pongo  presso  di  questo  fra 
due  parentesi  i  termini  esistenti  fra  le  parentesi  del- 
la riga  precederne:  finalmente  moltiplicata  per  N 
la  unità  posta  alla  destra  della  linea  prima  9  col* 
loco  il  risultato  N  nel  fine  della  riga  seconda .  fer* 
thè  poi  fra  le  parentesi  di  questa  seconda  riga  noa 
tornerei  che  a  scrivere  gli  stessi  termini  della  pri* 
ma  5  lascicrò  vuoto  il  luogo  compreso  fra  tali  pa- 
rentesi y  incendendo ,  che  debba  questo  venire  oc* 
cupato  dai  termini ,  che  vi  stanno  sopra  ;  e  per 
distinguere  le  due  righe  tirerò  fra  esse  una  linea 
punteggiata . 

Aumentato  nuòvamente  in  L*"^r-*)  M'*"*  di  r 
r  esponente  della  L,e  diminuTto  di  2  T  e«?po pen- 
te della       ripongo  il  termine  L^^ix-»)  ia 

una 
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una  terza  riga,  vi  scrivo  appresso  fra  due  paren- 
tesi gli  stessi  termini  della  riga  primato  per  nie- 
glio  dire  intendo  che  tali  termini  debbansi  com- 
piendere  fra  le  parentesi  della  riga  terza  lascine 
esser  pur  vtiote  »  corno  le  piecedeori  »  e  *tiro  fn 
la  seconda, e  la  terza  riga  tina  linea  punteggiata 4 
In  seguito  moltiplicata  per  N  la  quanrirà  N ,  che 
è  posta  al  fine  della  riga  seconda,  moltiplicata  per 
M  P  Ja  unità  posta  alla  destra  della  riga  prima, 
moltiplico  per  tutti  i  termini  deUa  terza  riga, 
e  moltiplico  per  M  P  i  termini  stessi ,  toltone  il 
primo  N  •  Affine  poi  d*  indicare  con  brevità  i  cer« 
mìni  9  che  moltiplicano  M  P  ,  senza  scriverli  di  nuo« 
vo,  ò  poste,  seguendo  l'accennata  regola,  al  dis« 
sotto  delle  terze  parentesi  altre  due  parentesi,  la 
prima  delle  quali  escluda  il  primo  termine  e 
intendo  cbe  entro  delle  medesime  vengano 


3 

m 

il 

riga  esisionvì  sopra*  Perchè  poi  tanto  le  quantità 

appartenenti  alle  terze  parentesi ,  come  quelle,  le 
quali  spettano  alle  quarte, si  devono  moltiplicare 
per  L*~^"'^  M*"^,  perciò  considero,  che  tutte 
queste  insieme  formino  una  sola  riga  divisa  in  due 
parti ,  e  segna  la  linea  punteggiata  sotto  delle  pa« 
rentesi  'quarte  •  . 

Proseguendo  col  metodo  istesso ,  s*  immaginino 
scritti  fra  due  parentesi  opportunamente  collocate 
in  una  quarta  riga  i  termini  esistenti  fra  le  paren» 
tesi  delk  prima,  e  pongasi  innanzi ,  come  prece* 
dentemente»  il  termine  L^^)M<***  Ciò  fatto  ^ 


D 
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si  moltiplichi  per  N  la  qaantitk  N»  apposti  alta 

prima  parte  della  riga  terza,  per  MP  la  quantici 
N  apposta  alia  riga  seconda  ,  e  per  M*  la  quan* 
lità  /I  apposta  alla  riga  prima  ,  e  avuti  i  tre  risul- 
Uti  MNP,M^Q^,  si  moltiplichi  pel  primo 
tutta  la  riga  quarta,  pel  secondo  b  stessa  riga  di« 
minuita  del  primo  termine  N  ^  e  pel  cefzo  essa 
medesima  diminuita  dei  primi  due  terwioi  N  9 
LM~*P.Per  brevità  poi  di  scrivere  indicheremo 
simili  moltiplicazioni ,  come  precedentemente  .  Os* 
servando  poi,  che  la  riga  quarta  è  form4ta  di  tre 
parti  ,  e  che  ciascuna  di  queste  deve  moltiplicarsi 
per  L*-'^-*^  M^~' f  perciò  tiro  al  dissotto  delle  ut* 
time  parentesi  la  solita  iinea  punteggiata* 

Form3  nella  solita  guisa  la  quinta  riga,  ma  le 
formo ,  componendola  di  cinque  parti  j  poscia  mol* 
ùplico  per  N  la  quantità  apposta  alU  parte 
prima  della  riga  quarta,  per  M  P  le  due  NV,  MP 
sì>ettanri  alla  rigA  terza ,  per  la  N  spettante 

alla  riga  seconda ,  e  per  M>  R  1'  mmà  appartenente 
alla  riga  prima  i  e  ottenuti  i  prodetti  N*,  MN*P 
-HM*  P*  5  M*  N  Q^,  \V  R,  moltiplico  pel  primo 
di  essi  la  prima  p  irte  della  riga  quinta  ,  moltipli- 
co pel  secondo  la  parte  seconda,  pei  terzo  la  ter* 
sa ,  (  pel  quarto  la  quarta  • 

Passando  a  formare  la  riga  se^ia ,  scrivo  questa 
secondo  la  soh'ta  regola  ,  componendola  di  diMpic 
parti  :  in  seguito  moltiplicata  per  N  la  quantità 
annessa  alla  parte  prima  della  rigi  quinta  ,  mol- 
tipiicate  per .  M  i:*  le  due      ,  MNi^spetunti  alle 

pti» 
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prime  dot  parti  della  quarta  linea  ,  per  M*  Q.  le 
N*  ,  MP  apposte  alla  riga  terza  ,  per  R  ubi 
appartenente  alla  riga  seconda»  e  finalmente  per 
M4  g  i^*  unità  della  rìfft  prima  »  porrò  il  primo  di 
questi  prodoni  nella  riga  sesta  al  fine  della  prima 
parte,  ii  prodotto  secondo  al  fine  della  parte  se* 
conda ,  il  terzo  al  fine  della  terza,  e  così  di  seguito  • 

In  generale,  seguendo  sempre  lo  stesso  meto- 
do 9  otterrò  una  riga  qualunque  ^  per  esempio  la 
mesima.  A  tal  fine.jion  avrò  che  a  conqmrees* 
fa  in  primo  luogo  di  as-r^ r  piani;  poscia  molti»  » 
plicherò  tutta  la  medesima  per  L*"*^-*)  l/"^*"  ;  e  ^ 
finalmente  moltiplicata  per  N  la  quantità  apposta 
alla  prima  parte  della  riga  j»—- 1  esima ^  moltipli- 
cate per  MP  le  due  quantità  estsienti  alla  destra 
delle  prime  due  parti  della  m-^z  frima  riga  »  per 
CL  le  ne  quanmà  appartenenti  alk  tre  prime 
parti  delia  «r  — ^  3  «'/n»tf  riga ,  per  M' R  le  quan- 
tità spettami  alk  quattro  parti  prime  della  riga 
m  —  ^  esima  j  e  così  in  progresso ,  collocherò  tut»» 
ti  questi  prodotti  ai  fine  ddia  nostra  riga  9i0sima^ 
pcmendo  il  primo  al  fine  ddla  parte  prima  »  il  se- 
condo alia  destia  della  seconda  1  il  tetzo  ai  fine 
della  terza»  e  così  di  seguità. 

Col  proseguire  ad  operare  in  tal  guisa  fino  in* 
dusivamente  alla  riga  gesima  ^  verremo  a  scrivere 
il  con^ltsso  di  tutti  i  termini  (  VI) ,  e  la  ragio* 
SIC  di  questa  operazione  deducesi  dall'  osservare 
atttntamente  V  andamento  dei  termini  medesimi  % 
Conviene  però  avvertire  »  che  neir  effettuare  in 

klk  {VII) 
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{VII)  le  indicate  mqlcipUcasioAi  »  dovremo  pel 
(x.*  N.^45i)  tener  conto  in  ciascuna  rig4  non 
gil^  dr  tutti  i  termini  ,  ma  di^  quei  solumo ,  nei 
quali  gli  esponenti  della  M  risuluno  non  negati» 

vi .  Perciò  tra  le  parentesi  della  prima  riga  esten» 
deremo  i  termini  M,  LM~'P,  ec.  fino  a  quello 
tnclusivamente  >  in  cui  l'esponente  della  M  divìe* 
ne  — (g^i).  Entro  le  parentesi  <m^.  riga  sc« 
conda  non  oltrepasseremo  il  termine  »  m  cui  l' es- 

f>onente  della  M  divenu  ^(jg^  termini  fica 
e  parentesi  della  riga  terza  si  proseguiranno  nella 
prima  parte  fino  ali*  esponente  -(^—6)  della 
M,  e  nella  parte  seconda  fino  ali*  esponente 
—  (^^5).  Cosi  nella  riga  quarta  gli  accenoati 
temini  si  estenderanno  nella  prima  parte  fino  air 
esponenne  —  (g'—^)y  Q^Ua  parte  seconda  fino  all' 
esponente  —  7  )  )  c  nella  tetza  fino  all'  espo*  * 
nente  — (  — 6).  La  riga  quinta  conterrà  tali 
termini  fino  a  quello  nella  prima  parte  ,  che  à  T 
esponente  —  —  io  )  ;  li  conterrà  nella  parte  se- 
conda fino  al  termine  »  il  cui  esponente  è  —  ig^9)t 
allorché  essa  parte  si  moltiplica  perMN^P9.e&> 
no  al  termine  di  esponente — {g — 8),  quando 
tal  parre  viene  a  molciplicarsi  pei  M*  P*  ;  essi  ter- 
mini pei  ndla  parte  terza  si  proseguiranno  sino  ali*  , 
esponente  —  (jf  —  8),  e  sino  all'altro  —  (^  —  7) 
nella  parte  quarta*  Le  stesse  riflessioni  (fevonsi 
sempre  eseguire  rapporto  alle  righe  susseguenti* 

45^ir  Chiamiamo  11  tutta  la  quantità  espres- 
sa in  {Vii  )  Tavola  A,  e  chiamali  H',  n",n'%n'', 

ce. 


Digitized  by  Google 


441 

éc>  i  risultati,  che  da  questa  si  anno  pet  la  suc- 
cessiva supposizione  ài£  =  o  ,  i  ,  2,3 ,  eCfOUeiiò 
n    =  L*  , 

n"  =  L»-'  M ,  '  • 
n"' s=  L»-*  M» + L»-' N  ; 

^  n"  =  L*-»  M»  4- L*-»  M  N -+- L»-' P , 

n  '  =  V- 1  M«  H-  L*-*  IVIJ  N  -4-  L'-J  M*  P  -+- 

L»-»M  Q.+ L*-»  R  H-L*-»M  N»  +.L»-»N  P, 
1/i)ir"=L»-'M*4-L*-i M^N  +  L»-* M' P  + 

V-i  M»  Q.+L*-»M  R+  L*-'S  -i-  L*-«M»N; 
4-l.*-»MNP4-L*-»N  Q+L*-»N»+L»-*P% 
ir""=  L»-»  M»  4-  L*-«  M'  N  +  L*-5  M<  P  -+- 
L*-<M»  Q_-4-L*-3M»  R-*-  L*-»MS-^- 
L*-»TH- L*-»  M»  N» -4- L*-«M»  N  P+ 
*   '  'L»-J  M  N  0.-4-  L*"*N  R  -f-'L*--»  M  N»  + 
L*-3  N»  P  +  L*-»  M  P»  4-  L».^P  Qj 
n"  =       M»  +  L*-.My|*->H-'tM  M'.P  4- 
L*-'  M<  Q^-f  L*-*  M'  R-h  L*-'  M»  S  -+- 
L»-»  M  T  4-  L»-»  U  4-  L*-^  M«  N»  4- 
L*-»  M»  NP4rL*^<  M' N       L'"»  M  N'R4- 
L^-»  N  S  4-  L*-»>I»     4-  L*-t  M  N'  P  4- 
•    L*-»  N*<i4-  li*^;»^  F^-L»-»  M  PQ.+ 
L»-»  PR4-L»-^N'»+L'"»NP»         QC  , 
'  cc«  °  ce*  ec. 

■    '  kkk»  4I7« 
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457*  ChiamM  óra  IT  i  db ,  che  diviene  IT  , 
aggiungendovi  giusta  la  formula  (  //  )  Tavola  A  gli 
opportuni  coeffideott)  e  divisori  numerici  (N.* 
45  z  ) ,  Cìb  fatto  ,  n  I  ;r**-^non  sari  che  un  ter- 
mine generale  della  potenza  y  (N°  452  ).  Dun- 
que la  formola  (^//)  Tavola  A  quella  sari  ,  che 
scioglie  per  lo  meno  k  prima  parte  del  Problema 
del  (  N.<^  447  )  ;  imperdocchè ,  determinate  col  met* 
zo  di  tal  formola  le  qumtidl  it^ll)%  sffiiungo 
in  ciascuna  d*  esse  giusta  k  <  //  )  i  di^vuti  AVi* 
tori,  e  coeiEcìenti  numerici,  e  i  risultati ,  che  ne 
vengono ,  chiamati  n'  i ,  TI"  i  ,11  "  i  ,n"'  i  ,cc. 
altro  non  saranno  che  i  rispettivi  coefficienti  deN 
fe  potenze ar**,  ap**^S  af**-J,cc.,-  onde 

avendosi 

w  •%  t^^i,  ••  h 
n'"  ,  =  — r  L*-»  M*  + 

1.2. ;....(« — ^2). 1.9 

12.3 . .. .(»— 

'  I  •  Z  •  3 

*(A-i)L*-*MN  +  *L*-»P, 
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1.2 

*       i(A - 1  )  L*-»  ( M  P  +  ^)  +AL*-'  Qj 
.  1.2.3.4.5 

K.b~i  )....{  ^~4)  j^t..,..  ■ 
1.1.3.4 

•  ^       .     I  .i  1.2.  3  ' 


•c.  "  •    «c.  -  •  ce 
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44»^  / 

...      ■      Sarà  ;  •  '  ' 

(  X  )/ =  (  L  «^H-M**^ +P       4  Q.*«-4 
+R  V^^rt-  S  x^-*4-  ec.  )^  =  L*  + 

*(*- 1  )  L»-»  M  hf  +  "ijU??"  P  )  + 

1  .  X 

.  -J^,(fr^I),L''^(^lJ3^-iìjJPi^^èL*-'^^ 

(MR+N  Q.~)  +  Al.»-»S)«*«-*H-ec. 
^#  ce.       '  ec» 


♦41 

Se  sia  i  =;  j  ,  ottericmo 

/  =  (  L  jr*  H- M       4- NT       4- P  ^-«--a  Hr . 

V  x^^  +3L»M;rt»-«  +  (3LM*-f-jL*N) 
+  (M^  4-  d  L M  N  +  3  L*     Jt3 *-34- 

(3  M*  N  +  5L(Mi^;l-^^)+3L*Q.);r5*<-4 
—  )4-tfL(MQ+NP)  + 

(M  R4-N  <I+  ^  )  +  3  L*  S  )  xi»-^^  ce. 

458.  Osservando  T  andamento  della  quantità 
(  VUl)  y  (  IX  ) ,  potremo  ,  senza  xicqrrere  alla  Ta- 
irola  A  determinar  le  medesime  tassi  sempliccmcii* 
te  •  ImpercioccKè  nella  (  Vili  )  veggo  sussistere  eoe* 
tantemente  tal  regola  5  che  una  qualunque  di  quel- 
le quantità  per  esempio  la  TIH  resta  determinata 
col  moltipljvare  tutta  la  n^*""')  per  L~*  M  ;  mol- 
tipiicando  tutti  i  termini  della  n^'"~*^,chc  son  pri» 
vi  di  per  L~'N;  moltiplicando  tutti  i  termi- 
fli  della  nS'^-i]  mancanti  e  della  M»  e  della  N  per 
L-^*  P;  moltipllcando  per  L""*  Q^tutti  i  termini  deU 
la  ■4),  che  san  privi  delle  tre  quantità  M  , 
N ,  P  ,  e  così  di  seguito  fino  alla  IT' ,  e  poi  col 
sommare  insieme  tutti  i  risultati ,  che  ne  proven  • 
gono .  Qj-iindi  scritta  la  II'  =  L*  otterremo  II"  , 
y  moltiplicando  essa  per  L"'^  M  ;  et  risulterà  la  n  " , 

col 
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col  moltipli'càre  la  n**  per  tr«M,  c  per  l-»N 
la  fi';  ricavereoio  la  n'" ,  moltiplicando  per  L^'  M 
tutta  la  n"',  e  per  L^^P  la  W  ;  si  avrà  la  TL^ 
col  moltiplicare  tutta  la  n"' per  L"' M  ,  il  termine 
della  n.'"  mancarne  di  M  per  L~*N,  la  II'  per 
L*"P$  c  la  n'  per  L-^Qj  e  cosi  iti  progttsso. 

In  quafitò  p#f  alle  ^mttà  (  IX  )  esse  otieflgoii* 
fi, come  le  (n/r),con  questo  di  più,  che  nella 
formazione  di  ciascun  termine  »  deve  questo  divi- 
dersi  per  gli  esponenti  >  che  in  esso  acquistano  le 
qiiasdtà  N,  P,ec.;  e  deve  molcipiicarsi  per 
r  esponente  della  L  nel  termine ,  da  cui  deriva  • 
Cosi  mentre  dal  temine  hV^^?  in.  Il"  i  zic«vo 
giusta  la  regola  precedente  il  suo  corrispondente 
in  n"'  I ,  nel  moltiplicare  per  P ,  moltiplico  an* 
Cora  per  i  —  i  esponente  delia  L  in  b  L*~*  P^c  divi- 
do  per  a  esponente  della  P  nel  termine ,  che  risulta. 

In  conseguenza  di  questa  regola  semplicissima 
vedest  pel  (N.^  457  ) ,  che  noi  possiamo  con  som* 
ma  facilità  innalzare  alla  potenza  ftla  quanti^ 
e  che  quindi  per  essa  resta  risoluta  la  seconda  par» 
te  del  Problema  propostoci  nel  (N.®447)- 

459.  Nella  ipotesi,  che  la  (!)  sia  mancante 
di  qualche  termine,  considero  la  quantità»  come 
se  i  termini  mancanti  vi  fossero ,  opero  come  prò* 
cedentemente)  e  nel  risultato  >  che  ottiensi»  poiH 
go  lo  zero  in  luogo  di  quei  coefficienti,  che  cor- 
rispondono ai  termini  non  esistenti.  Se  sia  per  e»' 
sempio ^  =  Lx^'^Mx'^"'^  4-  P  a-^—J  4- R  Ar*""5 -f- 

Sjr*-^+cc.,  ed  dall'  esempio  precedente 

avic^ 
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ivremò    =L5  jri«+  3  L*  M  jp3«-«  +  3L  M*  jrJ«-» 
-»-(M3^  +  JL*P);rl«-l+^LMPr»•-4-^ 
4^0.  Se  la  (I)  abbia  la  forma 

tio?efeino  j  come  nei  (  numeri  pfecedeod  )  »  che  le 

varie  potenze  della  x  nella  sono  le  jr^"*-», 
Ar^«^5,  ec.  ,e  che  gli  sressi  coefficienti  (/X) 
sono  i  coefficienti  rispettivi  di  queste  diverse  po* 
tenze  ,  essendo  IT  i  x^^'^s  il  termine  generale  di 
(  N.^  457  ) ^  e  deducendosi  ul  quantità  n  i ,  come 
nel  (  citato  R""  45  7  ) ,  dalla  II  >  ossia  dalla  Formo* 
la(r//)  Tavola  A. 

^6u  Moltiplicando  il  termine  IT  i  x^^-z 
(  N.®  457)  per  F^^)jc^,  avremo  il  prodotto 

I  AT^^-^^-^.  Ora  eleviamo  Ja  (i>  ad  una 
podestà  i=h::l:i^  e  del  risultato,  che  viene,  pre- 
so un  termine  qualunque ,  che  chiamerò  O  i  x*^"^^ 
vogihm  determioare  la  /  per  modo ,  che  moltipli- 
cato 0  I  x'^^^  per  'p^'ì)  x^  ,  ne  venga  un  termi* 
ne ,  il  cui  esponente  uguagli  T  esponente  di 
f       I  x^^-^^-i  .  Suppongo  perciò  —  / 

=ti«-+-/— ^,  e  troveremo  dover  tssttt l^q-^f 
HzkMrn  Volendo  poi  determinare  in  corrispon» 
denza  il  coefficiente  O  i ,  ci  serviremo  delle  stes* 
se  formole  (^VlI)j  (II)  Tavola  A  collocando  #  in 
'  luogo  di     éd  l  invece  delia  g . 

4^2.  Sia  q^fZi:kx —  ■         ,  e  però 

111  *  /  = 
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/^^— \*  quindi  ci  risalta  L'""'  M'  =s  ^ 

M           e  iiMfgual  modo  ritrovasi  L  M 
s:L  M-     XL    l    M     ;  , 

L        M    =:L    '    M     XL— — M~-^ 

ec.  ec. 

Dunque  chiamato  0  ciò ,  clie  diviene  n  (  N.**  45^  ) , 

ponendo  i^l  corrispondentemente  in  vece  della 

è,^,saraO==nL~T~M  1  .  Ora  scri- 
vendo I  termini  di  II  1  (  N.°45  7  )  giusta  la  for- 
mola  (//)  Tavola  A,  deve  ciascuno  di  essi  ve* 
nir  moltiplicato  per  i  .  2  .  g  •  . .  & ,  e  così  das* 
cun  termine  di  d  1  (  N.<>  461  )  deve  moltiplicarsi 
per  I  *  2»  3  •  •  «  •  #  =  I  •  2  • }  • •  (ib^iè  )  •  Dun« 
que  «e  nelle  quantità  II  i ,  0  i  trascureremo  i 
divisori  numerici ,  vedesi ,  che  sarà 
ni  =  i»z.3..,in,0i  =  i,2.^...(Ad:4)0, 

cperò0i  =  i.2.j,..(i±*)nL-7— M  — T"^ 
45 Attribuiscaosi  nella  presente  ipotesi  al-^ 
*  la  i  i  successivi  valori  i  92)3^49  ec*»  cbiaman" 

doF'''^  0 1',  f'^"^  0      f'»"'©  0 
«c.  i  risultati  rispettivi  di  F    0  i  ,  otterremo 

(X:/)F"^nn-F'*''0i'+F<'"^0i"+F'*"'*0  i'"  + 
'0i'+cc.?=n(i..2.3,,..*p^^^  + 
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1 .2  .3  .•..(i&zii)  F  L~ — M  —7—4- 

I  .2.3,..(iz:2)F     L --— M    — —  + 

I  .i*]  ,,.(^3:};f  L"~r — M       «  '  + 

i.2,3,..(id:4)L — I—M  — ; —  +  cc.  ), 
C  scriveiido  più  esattamente ,  e  più  distesamente  col 
tener  separati  i  doppj  valori  della  i ,  e  però  delia 
/,  e  deJla  ^  ,coI  porre  F' in  luogo  diF<^>,e  col 
chiamare  F  ,  F  1 1  due  valori  del  coefficiente  F<«'> 
corrispondenti  ai  due  della  / ,  cbittnando  F",  F  2  i 
due  della  F<»  >;r%  F3  1  due  della  F<f'"),ecosl 
di  seguito ,  avremo  il  primo  membro  della  (  XI [  ) 
uguale  alla  Formoia  {VII)  Tavola  A  moltiplica- 
ta  m  tutte  le  sue  parti  per  la  quantità  iXIU) 
Tavola  A . 

464.  £seguite  le  moltipUcazioiii  ora  accenna* 
te,  cooservinsi  nel  risultato  (XII)  i  termini  so^ 
lamence  di  -esponente  non  negativo  (  i.°  N.<^  45  2  ), 
c  si  aggiungano  giusta  la  Formoia  (//)  5  dovuti 
divisori  numerici,  che  abbiamo  finor  trascurau 
(  N.**  462  ) .  Dopo  simili  operazioni  chiamato 
un  tal  risultato,  non  i  difficile  a  vedersi,  che 
*;««;f*  "*"^""^  esprime  il  complesso  di  tutti  i  tef- 
minry  I  quali ,  contenendo  una  'medesima  potenza 
yphm-i-p^g^  risultano  dall' elevarsi  la  quantità  (/) 
a  tutte  le  successive  potenze      i4-i,  i— i, 

2  >  *  -  2  ,  ec.  ir  +  i  ,  A  — 4  ,  c  dal  moltipli- 
carsi tali  potenze  corrispondentemente  per  le  quan- 
tità i'  ar'  ,        ,  F 1     ,  F"  y%  F  a  x"' , 

Illa  F3 
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F  3  *"" ,  ec.,  F«»^'>  Jf'"> ,  F  (  i  )  essendo  pel 
pncedente  valor  della  q  (  N."  46»  )  r  =zf  -  (  1), 

/'=/  +  «,/'=/—(  2  «-1-?)>^"=/ 4- 
r"'=/~(5«  +  tf),*"'=/4-C3«-3),  ec. 

Z  2 

455.  Facciamo  successivamente  0,1,2, 
j,4,  ec,  c  chiamiamo  -i^',  "i"  ,  "i"  "  , 'ir", 
j  risultati  corrispondenti  della  'i^.  Rappresentata 
per  ^  la  quantità  espressa  in  (  XIU  )  Tavola  A, 

se  eseguisco  il  prodotto  IT*,  e  agg^iunti  in  esso 
i  dovuti  divisori  numerici,  se  ritengo  i  termini  so- 
lamente di  esponente  non  negativo  , pei  (  N.*  45^, 
464  )  mi  risulta  in  generale  ^  =  II  4>«  Dunque  fa- 
cendo simili  operazioni  risulterà  ancora  i^'r;!!' 

*  =n  *,  ^  =n      *'^=:n' *,cc.,  e 

quindi  pel  (R®455)  avremo 

^i.a.3.6«-*i       X  «a.}  ...(A  «a) 

'■'•-'!:':',:::c!Ì7i^" 

■  rrlr^  f  ^  ^- M- ) = 

(èF'L*-'  +  (i  -  OF  iL»-*)M  + 
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=  L*  -  M»  (— — ^  P F  ,  -L- 

^1.2  1.2 

4-  (  i+i)  F"  L*  M-'4-  (  i-2)  F  »  L-'M-')-t- 

L»- ' N  ( F '  + (i  -  1  )  F  I       )  = 

^       1  .  »  J-.  2  ' 

M»  +  (  (  i  4- 1  )  F"  L*  4- ( -&-2  )  F  2  L*- »  ) 
M-H(iF  L*-'-l-{i- i)FiL*-ON, 

F"  L»       4.('^-^X^-3)p  L-'M*-«  4- 

I  .  2 

F" L»  M-3-i-F 3  M-») ■+•  L*-* M  N 
(  i  (  i  >- 1  )  F'4- (  S  —  1  X  *  —  2  )  F  I  + 
(i+i  )F"L»M-'+(i-2)F»L-'M-' j+ 
L*-'(PiF'-+-(*  — i)F  iL-*)  = 

/  fe(ft-tX*~2)p,  (*-iy*-2Xf>-^) 

*     1.2.3  1.2.3 

•   ■     f,l'-0M3+,(^~^1^F"L»-  + 

^fe-2y^3)p^.^^;.;^^ 

1.2  ^ 

(XIT)    "  (A(A-J)FL*-'+(A-i)(*-i)FiL*-») 

M  N-f  (( /&+ 1  )  F"  L*+ (  A-2)  P  L*-0  N  4- 

(AF'  L'-'  +     -  1  )FlL*-»jP^- 
(F"'l.»■h.^.FJL»-0» 
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.  /CM-iJtf  >-■),...  ,.-.(>-=)(>-;  !(»-4) 

Vi. 2. 3  1.2.3 
*  —  «FiL»-'')M?N  + 

I  .  •  2 

((       )  AF"L*-M-(*-2)(A-3)F  2  L'-«) 

MN4-(&(6-i)F'L*-»  +  Ci-i  )(*-») 
FiL*-i)MP+((A-h2)F"'L**»  + 

1.2  ' 

((*H-i)F"L*  +  (i-2)FaL»-»)P  + 

(iF'L*-*-+-(A-i  )lJiL*-»jQ., 

ih  —  I  )(b  -2)  ,.,fh--'^)^ 

('i.-t-)'---(»-')rL'-i+ 
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^(b+zXh+r)      y  ,  ^  (  t  ~  g  Xt  ~4) 

*         •     I  •  2  1,2 

 T~7^  ^^F,L»-4)MN^  + 

((A-l-i)AF"L»-»+Ci-»Xi-j  )F  2  L*-4) 
MP+(i(i--,)F'L*-+(i-iXA— a) 
F I L*-»  ) M 0.+  C^-^i^  F  L*-»  4- 

(A(ì-i)F'L*-»+(*-i)(ì-2)FjL*-j)  ■ 
N  P+( (  H-2) F"  L*^'H- (  A- j  )  F  3  L»-4) 

N+(  ( )  F  "  L» -1- {  A-j  )  F  2  -0  0+ 
(AF  L*-'  +  (i_,)FiL*-»)R,  . 


^  1.2. ..6      -        *•  -I- 
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*  I  .  Z  •     •  •  4 

,ft-4^rU  f ^  — p,,  I 

1.2.}  / 

V  I  .  i  .  3 

'  I  .  2  .  ,1  •  2 

.     ft-i)(i>-0-..(*-4)p^ M» N*+ 

1.2.1.2  '  . 

(t-H  )/.f/^-_i)  p"    -  »  + 
(^t-2   ^-^^X  ^4  )  p  ,  L*-»  )  M' P 
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F2L*-»)l^N»+  ih(b  —  i)ih-2)F'U-i 
+  2)(i  — 3)FiL*-'')mNP  -4-, 

(  (  A 4-  2  )(  A +1  )  F"  L*  +  (  i-3  )(  A  ~  4  (  F  3  L»-»  ) 
M  N  +(         A  F"  L*-'+  (  i-2)(  *-j  )  F  2  L»-<  ) 

M  CL-h  (  i (  A-i)  F  V-'-i-  ^ A-2  ) F I  L»-») 

^^^i?^^F.L-)K3 

(CA4-i)iF"L*-»-h(*— i  )(J-3  )  F  2      4  ) 
N  P  -H  (  A (  A-i)  F'  L*-»-K  A-i)(  A-i)  F  t  L*"»  ) 
N  0.4  (  t^=p-  F'  L*-«+  F  ,  L»-») 

P  4-((A+  j  )  F"'L»*»  +  (i _  j  )  F  j  P 

(  ( A+i  )  F'  L»  +  (A-2  )F 2  L*-0  R+  ( A FL»-* 

+  (A-i)FiL'-Os  +(  F"'L*-^*-+-.F4L*-'«), 
<C'  ec. 
45tf.  Considcnodo  qaesfe  quantità  (  XIV) ,  c 
la  (  XIII)  Tav.  A  veggio  esistere  in  esse  un  an- 
damento costante  ,  per,  cui  indipendentemente  dal- 
ia Tavola  potremo  coQ  facilità  deteimioarle  nell' 
m  m  m  istet> 
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istesso  modo  successivo  9  come  accennammo  nei 
(N.^4f8)  detemaiiursi  le  quantità  (/X)  con  que- 
sto di  più  solameotè  9  che  laddove  in  "ir  il  nu* 

mero  degli  apici  sia  — - —  + 1 9  dcvesi  a  ca- 
gione della  (XIII)  Tav.  A  sull'ultimo  del  xisul- 
tato  aggtungejce  la  quantità 

(j:r)L'-T^^Fi*'^*->~r-H.F(4'4-i)L — *  ) 

'  =F L^*-^'^*-^*  (  ^  +  1  )  L*-(*+«) .  Perciò  non 
tutte  le  (  X/F")  vengono  a  contenere  una  quanti^ 
ti  corrispondente  aUa  iXF)^  ma  quelle  la  conter* 

ranno  solamente  »  che  ricavansi  dalla  'irC*  '^^^ 
con  la  successiva  supposizione  di  k^o^ift^^  ^ 

4,  ec.  onde  la  conterranno  le  "ìr\'ìr'\'if" 
ec.  ,  e  non  le  altre . 

Ottenuta  pertanto  dalla  (  Xl^)  con  la  suppo- 
sizione di  ir=o  la  prima  quantità »  moltiplico 
amendue  i  termioi  di  questa  per  L^^'M»  e  per 
'  gli  esponenti  rispettivi  della  L  in  essi  contena* 

là  ,  aggiungo  ai  prodotto  la  quantità  c  ^  ' 
F2L*~*  ricavata  dalla  (XT)  facendo  i=r  , 
e  mi  verrà  la  'ir" ,  In  seguito  moltiplico  ciascun 
termine  dalla  'ir"  per  L**'  M,  e  per  T  esponen- 
te in  esso  delia  L ,  moltiplico  i  due  termini  del- 
la per  L*"'  N ,  e  per  i  rispettivi  esponenti  del- 
la divido  i  termini,  che  mi  derivano  per  gli 
esponenti  delle  M5N  risultatile  ne  verrà  la  quari* 
tità  'ir'" .  In  generale  ricaveremo  la  "i^t   )  mol- 

tipli* 
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dplicando  primieninente  tutta  la  't^i»^*)  «et 
L-'M,  tutta  la  *(— »J-  (  per  i  N.»  458,  8  ) 
per       NT ,  tutta  la^^"""*^—  per  L"'  P ,  k 

*  '  per  L-'Pec-,-  poscia  moltiplicando 
ciascun  termine  ,che  risulta  per  V  esponente  dei* 
la  L  nel  termine,  da  cui  deriva;  e  dividendo  esso 
per  gli  esponenti  della  M,  N,  P,ec.  nel  mede- 
simo^ contenuti  ;  e  finalmente  9  se  m  sia  uno  dei 

numeri  r  ,2,4,7,  ii  ,ec.   V         H-  i  ,  ag- 
giungendo al  risultato  la  quamirà,cbe corrispon* 
dentemente  proviene  dalla  (XF).. 
457.  Se  sia  data  V  Equazione 

1)  *  ** 


e  se  in  essa  in  luogo  della  y  sostituiscasi  la  quantità 

hx  H-Mjr''7'H-N;r'^"'*-hP;r'""54-  ec,  è 
facile  a  vedersi  da  quanto  si  è  detto  fin  qui ,  che 
ne  verrà  il  risultaro 

m  m  m  2  Se 
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Se  «vcndosi  b^i,  1*  Equazione  data  sia  Ja 


le  quantità  (XIV)  diventeranno 
^  F  L*  I  F  I  L 

=  (2FL4-i)M  +  (F"D  +F2), 
-i-'''^  F'M*  +3F'  L*  M-4-(2FL4-Fi  )  N 
^"=:  3  F"LM*4-iF'MN4-3F"L»N  4- 

(iF  LH-Fi)  P 
=  F  '      H- 6  F"  L  M  N  +  2  F'  M  P -H 

=:  3  F"M»  N+  óF  L  MP  +  2  F  xM  Q.-!- 
jFLN^-hiFNP  4-3  F'L»CÌ.4- 
(2FL+Fi)R 

ec.  ec.  ec. 

468.  Ritrovare  per  serie  il  valore  delle  radi- 
ci  di  uo'  Equazione  determinata  > che  pel  (  N.^  ìoó) 
supporrò  già  libera  dalle  radici  uguali 

ixvni)  Ajf*"  4  Bjf""-*  4-  C^^"-*  4-  pj,«»-(»-»)  ^ 

Q^w— (»-i)  4.H^'""*4-I_^'"""  ^''"^■')4-  K  y^-i"-*^} 
4"  •  •  •  •  4~  V  -~  o  « 

Chiamo  perciò  uno  qualunque  dei  suoi 
coefficienti ,  per  esempio  il  secondo  ^  e  la  riduco 
così  alla 

(-X/X)Ay' 4-;fjf'«-' -f.C;i'»~V4-ec.  =o.  Ciò  fatto  , 
essendo  quest'  ultima  un'  Equazione  indetermina* 
ra^  la  risolvo  secondo  il  metodo -del  (Capopre* 

ce- 
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fedente),  pongo  nelle  serie,  che  risulrano  ,  B  in 
luogo  delia  at  ,  e  da  esse  si  avranno  per  serie  le 
radici  della  (XniI).  ■ 

Ponghiamo  giusta  il  (jtq,<*4oo)  nella  {XIX) 
«  =  L  JiT*  ;  nella  ipotesi  di  Jt  =00  risulteranno  per 

i  due  valori  <*'  =  i ,  a  '  =  — -  — —  ,  e  avremo  ia 

m  —  I  ' 

corrispondenza  per  L  le  due  Equazioni  L-4-i  =  o, 
L'"~'H-V  =  o.  Dalla  seconda  di  queste  9  allorché 
m^i  è  dispari  >  vedesi  che  per  Lsi  ricava  un  vaio* 
re  reale  9  e  glialtri  tutti  immaginari;  e  quando  1 
è  pari  ,  per  la  stessa  L  di  valori  reali  non  se  ne 
rirrjggono  che  due  soli ,  o  nessuno;  ma  nella  no* 
sera  Ipotesi  ciò  deve  sempre  succedere  necessaria* 
mente  •  Dunque  od  un  numero  m  —  2  ,  od  un  nu* 
mefòav — 5,  o  tutte  le  serie  jche  troveremo  » sarao* 
no  involte  di  quantità  immaginarie  ,  quantunque  i 
valori  corrispondenti  della  y  possano  essere  reali* 
Sostituiscasi  nella  {X'/ìll)  la  x  in  luogo  noa 
della  B,  ma  della  C,  ne  verrà  la  Ay'"  -\-  Bji"*"» 
+  xf~*'\'  ce.  4-  V  =  o ,  e  supposto  j  =  Lx«  , 

x:^<3o  troveremo  per  oc  i  due  valori  ol  ^ 
ai  —  1 — ,  e  per  Lle  due  Equazioni  L*  4-  i^o, 

L'**^*4-  V  =  o  .  Poiché  qui  pure  i  valori  della  L 
sono  o  tutti ,  od  in  numero  di  m  —  1,0  diw  —  2, 
o  di  j«  —  4  irti  Tìaginari ,  verremo  ali*  inconvenien* 
te  medesimo  deli'  altro  caso  •  Lo  steaio  si  dice  » 
se  pongasi  la  x  in  luogo  del  coefficiente  D ,  o  deli* 
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altro  E  9  ec.»  giacché  per  L  risultano  io  corris- 
pondenza !c  Equazioni  L' rf  i  ==  o ,  L*"^  +  V  =  o  , 

oppure      +  1  =  o  ,  L*""^ -4- V  =  o  ,  ce. 

469*  Dunque  la  soluzione,  the  abbiamo  ac- 
cennata ,  del  nostro  Problema  (  N.'*  468  )  è  molto 
inopportuna.  Di  più  le  Equazioni  in  L  possono 
esser  tali  9  che  noi  non  sappiamo  risolvere ,  e  in 
tal  caso  il  nostro  metodo  di  soluzione  è  impra* 
ticabile  -  Dunque  converrà  abbandonarlo ,  e  ricor- 
rendo ad  altro  migliore,  ponghiamo  la  x  ^cifa 
{XVIII)  in  modo, che  gli  m  valori  della  L  ven- 
j[ano  a  dipendere  da  ai  Equazioni  tutte  del  pri- 
mo grado  « 

Suppongasi  perciò  la  (XVIìI)  ridotta  alla  — 

r;f'ji'^*  H-/jr!f^*^^-l-,..*H-0;r**=o,  esup- 
pongasi in  questa  ^  =  00 ,  ^  =  L,  ;r«^  :  avremo  la 

sene  di  esponenti 
(XX/)  ma^{fn—i  )ot~\-  {Z  ,  (w— 2  )  a  4-  7  ,  (  w— 3  )  «-f-  <5*, 
(i«  —  4)a-i-s,(«B— 5)«-f-^,ec.,w:  Affinchè 
i  valori  della  L  contengansi  in  m  Equazioni  tutte 
del  primo  grado  s  anche  la  «  dovrà  in  corrispon* 
denza  avere  m  valori  diversi ,  e  questi  dovranno 
evidentemente  esser  tali,  che  col  loro  mezzo  gii 
esponenti  (XX/)  debbono  risultare  tra  loro  suc- 
cessivamente uguali  soltanto  a  due  a  due,emag« 
giori  degli  altri,  quindi  pel  primo  valore  delia  « 
il  primo  esponente  deve  diventare  uguale  al  se* 
condo ,  e  maggiore  dei  susseguenti ,  in  seguito  V 
esponente  secondo  per  un  nuovo  valore  delia 

de- 
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deve  risultare  uguale  al  terzo,  e  più  grande  de- 
gli  altri,  e  così  in  progresso.  Ora  paragonando 
gtosca  il  (  N.«  395)  il  primo  dei  (XXI)  cspo- 
neoci  con  quei,  che  sq[uono  ,  abbiamo  per  *  1  va- 
lori 

tixu)  (5,—  ,  —  ,      ,  ^  ^ec.  —  i  Paragonando  pel 

(  N.**  39^)  il  secondo  esponente  con  gli  ulteriori, 
ànnosì  i  risultati 

XiiJ) 7       ,  -y  ,        ,         ,  ec-        ;  Dal  pa- 

lagone  dell*  esponente  terzo  si  ottengono  i  valori 

^xin^-y,  >cc.  Dal  paragone 

del  quarto  derivano  le,  quantità 

\xjar}        ^         ,cc.  — — ,  ec. .  Dunque ,  acciocché 

succeda  rapporto  ai  valori  della  quanto  è  stato 
ora  accennato,  converrà  che  in  ciascuna  delle  se* 
rie  (XXW)  ,  (XXUI),  iXXIV),  iXXF)  ,ec.  il 
primo  valore  sia  maggiore  dei  susseguenti ,  e  pe- 
rò che  si  abbia  dalia  (  XX//)  y<  2  (2 ,  <r  <  3  ^, 

«<4/J,  <<$iS  ,  ec.  k><m§^  dalla  iXXIlI) 

K—?  <  4  cr~^),ec.,w-»  ^2  <(w-iXr-/^), 

dalla  (  XXIV)  «  -  y <  2  (  j_  y )^  2;_y <  3  ( ^_y), 

ec. ,  w  —  7  <  (  »  — .  2         y  )  ,  e  così  di  seguito  . 

Pertanto  sarà  necessario  attribuire  alla  7  un 
valore  <  a  jS  ,  alla  S  un  valore  3  ^  ,  ed  insieme 

<  1 


4^4 

<  2  alla  £  un  valore  minore  di  ciascuna 

dalle  «e  quantità  4^,  jy  — a^j  iJ— y,aUa< 
un  valor  minore  delle  quattro  5   ,  4  7  —  3  , 

3  J  —  2  7,  2  5  —  ^,  ec;  ma  se  siay<2  |J,^<  2  7— |S, 
j<  2  ^ —  7  5  <<2  «—  ^ >ec.,  è  facile  a  vedersi,  che 
queste  quantità  7,^  5  risultano  corris- 
pondentemente minori  ancora  delle  altre  quantità  so« 
vraccennate  «  Dunque  pel  nostro  intento  dato  alla 
fiuti  valore  qualunque  ,  basterà  determinare  le  7, 
0^  ,  f ,  < ,  ec.  in  modo  che  7  <  2  j2  ,  J  <  2  7—  , 
f<z*  — 7,  <<2  «  — ^  y  €c. 

470.  Valendosi  questi  esponenti  tutti  i  na« 
meri  interi ,  il  massimo  valore ,  che  possa  attri* 
buirsi  alla  7  sarà  2  jS  — *  t ,  il  massimo  da  attri- 
buirsi alla  ^  sarà  27  —  ^—  i ,  il  massimo da^ dar- 
si alia  i  sarà  1^  —  7— r^e  così  in  progresso. 
Dunque  supponendo  7=2  jS— i ,  (5*=  2  7— |J~  i , 
f  qaf-2<r  -  7  —  I,  ^  =  2  s  — i  —  I  ,ec.,  avremo  eoa 
la  sostituuone  la  serie  iS,7=*|S— *  =  3  > 
f=:4jS — 5,<  =  5  jJ— io,ec.  Ora  i  numeri» che 
in  questa  si  sottraggono  ,  formano  una  serie  a 
differenze  seconde  costaati ,  di  cui  il  termine  ge- 
li^ — •  u 

aerale  è  -  Dunque  uno  qualunque  di  que* 

2  • 

stt  esponenti  verrà  espresso  da  «  jS  —  ^JZH  = 
ii(2/S  — * 

2 

471,  In  conseguenza  dei  valori  ora  determi- 

nàti  delle  |J,  7,  <r,  f ,  <,  ec.  la  (-XX)  diverrà 
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sx  '  ••-C»-Opf. 

e  gli  esponenti  (XXI)  diventando 
tfiac,  («— i)«H-/J,<«— 2)«-4-(a/S— 1)  > 

iXZFiJ)      ^^^^  _j  jo)ec. 

(jw  — (»-Hi))«4-   ^ij-i  ec. 

la  «  acquisterà  i  valori  a'— |S —    — i,  a'  =  ^—2 

ec.      — lS-(»- i),  «c^')-/^-/?,  ce. 
472*  Suppooghiamo  «  =  iti"    *  =  ^— 
nnn  «osti» 
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Mistitu!9cati  qiusta  valore  negU  esponenti  (  XXVll)  g 
essi  diverranno 

(  n  -4-  T  ì  « 

j»  ^  — («H-I  ^C  CUf 

cuno  di  questi  vedtsi^  che  verrà  espresso  dalla 
forinola 

ucxix  )  w  jJ  —  (  (  w     )  »  ,  dalla  quale  na* 

scerà  V  esponente  primo»  allorché  ;=o,  il  se* 
condo ,  quando  ^  =  i ,  il  terzo,  mentre  ^  =  i ,  ec« 

Ridotta  la  formola  (XX/X)  alla  i»C/J  — 

#(211-4-1 —f)  ,  .  >•  V 

^         ,  e  trascurata  per  ora  la  parte    (  ») 

diamo  successivamente  alla  g  prima  i  valori  m  9 

I  ,  «  —  a  —  3  ,  ce  «f  —  r , poi  gli  altri  jf-4-i  t 
» -f-a  ,  «r-hj,  « -f  4  j  ec.  « -l-/»  Per  la  sostituzio- 
ne dei  valori  primi  avremo  dalla 

i  risultati  esposti  in  (XXX)  nella  prima  colonna 
verticale,  dalla  sostituzione  dei  secondi  avremo  gli 
esposti  nella  colonna  seconda  .  Ora  ogni  due  ri- 
sultati di  ciascuna  linea  sono  uguali  fra  loro ,  e 
di  più  vanno  essi  via  via  decrescendo.  »  quanto  più 

dali* 
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dall'  alto  discendesi  al  basso,  cosicché  i  due  pri« 
mi  sono  maggiori  di  tutti  ,  i  secondi  son  minori 
dei  primi ,  e  maggiori  di  quei ,  che  seguono  ,  i 
terzi  più  piccoli  di  quei  »che  li  precedono  ^  e  mag^ 
giori  dei  susseguenti»  e  cosi  in  progresso.  Dun- 
que  aggiungendo  a  cifscunodei  risultati  (XXX) 
la  quantità  i«(jS  —  n)  ne  viene, che  gli  csponen» 
ti  fiesimo  ^  ed  n i  esìmo  j  gli  altri  n — i  esiwo 
ed  «  -f  2  estmo ,  i  terzi  «  —  2  esimo  ,  ed  «4-3 
istmo  9  ec*  uran  tali  »  che  uguagliandosi  tutti  fra 
loro  corrispondentemente  a  due  a  due  »  i  primi 
due  saranno  i  massimi ,  i  secondi  due  quelli ,  che 
ai  primi  maggiormente  si  accostano ,  i  terzi  quel- 
li ,  che  immediatamente  succedano  ai  secondi  9  e 
cosi  di  seguito 

(  XXX  ) 

g^M--t,   j  ,    ^=»+2,   j  

 j  ,  g^tHrÌj   j  

g-»-ì>   1  •  ^=»4-4>   1  

ec.  ce.  ec.  ec. 

g^n-r,  i 

474*  Avverasi ,  che  supposto  r MI ,  se 
nnn  2  r=/r,  . 


4 
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r=Mf  /=  #'+4>e  però  m  pumero  dispAri»  ed 
n  ^  ^  pilota  esisteranno  in  ciascuna  co» 

m  -4-  I 

^  lonna  — termini  »  e  però  fra  gli  esponenti 
(  XXFIII  )  i  primi  — —  uguagUeranno  rispetti- 
vamente i  jecondi  Che  se  retuodo 

2 

njw,  i  numeri  ànno  valori  diversi  dagli 

accennati  »  allora  T  una  delle  colonne  sarà  più  lun* 
ga  dell'  altra,  e  i  termini,  che  nella  colonna  più 
lunga  soptavvanzano ,  e  però  gli  esponenti  cor* 
rispondenti  non  avranno  ne  11*  altra  colónna  ter* 
mini,  od  esponenti  rispettivamente  eguali .  Ancor 
essi  però  anseranno  vieppiù  decrescendo  ,  quanto 
più  la  colonna  discende. 

47 j.  Vogliami  gli  esponenti  della  serie 
L  x«  +  ec.  (  N.^  41 3  )  essendo  ^ ,   le  variabili  del» 
la  (XXr/),  ed  essendo  «  =  aC^*)  «(N.* 

Poiché  nella  ipotesi  di  «  =  —  abbiamo  gU 
esponenti  iXXVIll)^  i  quali  procedano  nella  lo* 
ro  grandezza  giusta  V  ordine  delle  quantità  (  XXX)  ^ 
ne  segue  pei  (N*'  407  ,  444  ),  the  sarà 

7t  — «)4  r  >  ce. 
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ir<'*0  =«(jl  -  .)  +Ì±:lZlÌI±i2.  Ora  sot- 

2 

mendo  giuita  il  (  N»425)  dalla  n'  le  quantità 
«",»'",«",  ec  «<'*«l,  ci  risulta  ir'— «"  =  r, 

ir'-y"=3  ,ir'=it"=tfec.  =  ^^^^ 

2 

Dunque  eseguita  T  operazione  citata  del  (  N.*»42  5)  , 
troveremo  »  che  la  serie  degli  esponenti  richiesta 
sai^k  la  seguenre  «9  i ,  «-2  ,  «  — 3  ^ éc, on- 
de essendo  «  =  —  la 
uri)  =  L  M  Jr«  -  «  H-  N  r«  -  »  P  y*-  5  4-  ec. 
ci  esprimerà  una  qualunque  delle  radici  della 

47^*  Volendo  ora  conoscere  il  valore  delle 
quantità  L  »  M ,  N ,  ec. ,  non  avremo  che  a  ser- 
virci del  metodo  dei  coefficienti  indt terminati 
(N.0425);  ma  perchè  frr^ppo  lungo  sarebbe  il 
sostituire  la  quantità  L  jr«-+-ec.  in  luogo  della 
come  nel  (  N.°  426  ) ,  noi  ci  serviremo  piuttosto 
del  metodo  esposto  al  (  N.o  ^66  )  nel  modo  se* 
guente  • 

Prendo  nella  Equazione  {XXVI)  il  termine 
^  ^       %        yT^  corrispondente  alla  spo* 

tesi  di  a  — ot  (•  =  j3  -  «  (  N.^  472  ) .  Suppongo 
io  esso  1*  esponente  della  y  ;  cioè  m—M  =  i  ,  c 

suppongo  "^^     ^^=f^  risultando  perciò 
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avcemo  gli  esponenti  ■  "      ^  ~ 

{1=MiIz.1±J2  (.3^  +  5),  ecc  gli 

akn         ;  — f-^^*  ^ 

o>  — ^-j—  

'   /    (  j  «  ^  3  )  9  ec.  •  Ciò  essendo  ,  scriva  U  nostrt 
Equazione ,  col  porre  a  principio  il  termine  /  x^y  , 

poscia  ai  dissopra  in  una  linea  orizzontale  tutti  i 
termini ,  che  lo  precedono  ,  in  un*  altra  al  disserto 
tutti  quei»  che  succedono:  essa  con  ciò  acquisca 
la  forma 

{Xxxn)^-^K^JI  ^Mx^-^^ yf>-^ x^-^  i^^-t)  y-* 

Dunque ,  supposto  /  =  F' ,  /  =  F" ,  r  =  F  ' ,  ce, , 
»  =  Fi,  i;=:F2,  j6~F3,  ce,  diverrà  essi  i« 
dentica  con  la  (XFf).  Ora  dalla  (XF7)  per  la 
sosticiizioac  di  L  ^«  «+  M  x^^*^  +  ec  in  luogo  del- 
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la  y  si  otriene  la  {XVII)  (N.«4^7  );  dunque  r 
Equazione  tnedesfina  si  ofterrl^  per  la  medesima 

sostituzione  dalla  (  XXXIi  )  •  Ma  per  la  determina* 
atone  dei  coefficienti  L ,  M ,  N ,  ec.  col  metodo 
dei  cocfficienri  indeterminati i  ritrovate  le  quanti- 
tà -Ir' ,  ir"  9  -ir'"  ,  ec.    non  abbiamo  che  ad  u* 
guagliare  ciascuna  di  queste  allo  zero  •  Dunque 
pel  nostro  intento  non  avrò  che  a  cercare  giusta  il 
-^bL?  465  )  le  accennate  -ir^-ir  ^^  poscia 
a  supporre       =  o ,      =  o ,  'Ir'"  =  o  ,tc.  ;  e 
dalla  soluzione  di  queste  Equazioni  ci  risulterà  il 
valor  domandato  dei  coefficienti  Lf  M,  N  ,  ec. 
477*  Ciò  di  fatti  eseguito ,  poiché  ci  risulta 
Fi  F  2  F'S^F 

ni)  L  =  -  i;!,  M  =  » 

(iF  i)F'H-F2F'»)(F.  F'»H-Fi'F')  „ 

N=  p—-   ,ec.,ilva^ 

loredeU*^  neik  (i^JUCi/).,  osa*  nella  (XXFi) 
tàtk  io  genenlé 

(  2  F  iJ  F"  4-  F  2  F  J  X  F  i  F'  J-F  i3  F"  ) 

"^^*4-ec. 


t'i  Fi* 

e  supponendo  qutv^  successivamente  sr^^o,  i^i, 
3  ,  ec. ,  m^tf  e  sostituendo  in  luogo  delle 

F  I  ,F",  F  2  ,  ec.  i  rispettivi  coefficienti  ,* otterremo 
un  numero  m  di  serie  esprimentici  le  m  radici 
della  (XKVf). 

478.  Ma  noi  vogliamo  la  soluzione  della 
iXVlU)  i  N.M^S  )  .Sa  b  (XZ),  e  però  la 

(XX  fi) 
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(XXn')è  provenuta,  come  l  staro  supposto  nel 

(N.**459,  470),  dalia  {XVill)  ,  converrà  che 
ì  cotÉficienti  di  quella  Cj  ec. ,  i  quali  coli 

lasciammo  indeteriDinati^  dipendano  daicocffijen* 
ti  A»B,C9  ee.  di  questa,  e  dalla  x.  Sup^iH 

gbiamo  pertanto  nella  (-1X^1)  4  =  A,i=^-j^ 
C         '  F  , 

 G   H 

X  Z    .  X  z 

 1   K  

XI  X  2 

(N.*  4^9)  471):  con  questa  ipotesi  ,  qualunque 
siaii  la  ;t,  le  due  (XVlll)^  iXXVI)  sono  iden- 
tiche fra  di  loro.  Dunqiie^se  porremo  le  quantità 
H  ì  G 

X         1         ^         a  ^  2 

K 


Jì^;  ,  ce.  nei  valori  (  XXXIII  )  in 


ir  2 

luogo  delle  F*  =  f  ,  Vt=M  ,  F"=/,F  t 

ec.  (N<*476),  i  risukari ,  che  ne  vengono ,  col- 
locati nella  (XXX/)  ci  daranno  il  vaior  genera* 
le  della  y  nella  (  XVIU  )  ;  valore,  da  cui  nrrarre- 
mo  per  secte  tutte  le  latitei  di  questa  Equazione, 

col 
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col  supporre  successivamente  «  =  o,i,i,j,cc« 
(  I  )  (  N.«»  ) ,  Ora  eseguendo  le  accenna^ 
te  sosucuziom,  col  porre  per  maggiore  sempli- 
cità, come  nel  (  N.<^  47^5  ),  ^^"^^"^^^  ,  ce.  , 
ci  risulta 

^  HJ  V   ;  *       ^«de  la 

(  XXXI)  diventa 

(  2  G  P  -f-  H3  K  y  K     ^  G  V  )  • 

Hs  13  — —  ec.  >  , 
scomparendo  la  x  da  se  medesima  .Dunque  qua- 
lunque valore  si  dia  a  questa  sempre  dalla 
(  XXX jy  si  otterrà  ia  medesima  (XXXV)  ;  e  per 
conseguenza  a  maggiore  semplicità  potremo  pel  no- 
stro intento  supporre ,  che  Ja  x  abbia  il  valore 
I  ,  e  però  che  a  —  Ay  b  =  B  ,c  =  C ,  ec. 

479.  Tutte  le  proprietà  esposte  finora,  e  que* 
sta  ultima  specialmente,  per  cui  abbiamo  alla  x 
attribuito  il  valore  i  ,  e  r  altra  del  (  N-  ^  ^66  ) , 
per  cui  dipendentemente  dalla  sola  formoia 

coirispondente  al  termine  'i^v    %  ^ ,  possia- 

mo trovare  tutte  le  quantità  (  XIV  )  ,  ci  servi* 

ranno  non  difficilmente  alla  immediata  soluzione  per 

000  se* 
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ferie  della  (  X^/If) ,  senza  ricorrere  alla  solazio» 
se  della  (XX^/);  come  vedremo  nella  operazio* 
ne  seguente,  operazione,  che  applicherò  in  pri» 

mo  luogo  alle  Equazioni  particolari 

ixxxm  )        -{^  B  y  +  C     o  y 

ixxxyii)  Ay^  4-  B     -f-  C  y  +■  D  rr  o  , 

per  poi  passare  alla  generale  \XVlll)^  e  opera» 
zionCf  di  cui  ognuno  potrà  agevolmente  dedut 
la  ragione  da  qnanto  finora  si  e  detto  « 

480.  Prendendo  la  prima  delle  Equazioni  da* 
te,  suppongo  nella  {XV)  <i  ^  2  ,  onde  avere  la 
formola  F^*-^0  L»-^*  +  F(iè-M  )  L*" seri* 
vola  nostra  Equazione  come  segue 
o  =  Aj^»  4-  B -f-  C ,  a  norma  cioè  della  C  XVI  ), 
e  supponendo ,  che  facto  ^  =  1 1  questt  (  XVi  )_si 
riduca  alla  (  XXXV)  ,  pongo  r  =  A,  F  i  =  B  , 
F"  =  o,  Fi  =C  ,  F'"=:o  ,       =0  ,  ce.  Qò 
eseguito  ,  col  fare  successivamente  K  ~  o  ,  i  ,  2  ^ 
3  ,  ec.  ,  e  collocando  in  luogo  delle  lettere   F'  , 
Fi  ,  F  ,  F  2  ,  che  ci  risultano,  i  loro  valori, dc« 
termino  pel  (  N  «  455)  dalla  F^*^*>L*'^*  + 
F (4 -Hi)L»-<*^')Je  quantità 
*'  =  AL*  +  BL, 

(2AL-4-B)M4-C, 
-i^"'^  AM-f  (2  AL  +  B)N, 
"i^'^i  AMNh-(2  AL  +  B)P, 

=  2AMP  +-AN*-H(tAL+B)0, 
*  =2  AMCU-2ANP+(2AL+B)R, 

ec» 

suppongo  ciascuna  di  queste  =  o  ,  sciolgo  le  E- 
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coazioni'  corrispondeodi  e  ritrovando  con  ciò 
^  „     14Q4O  , 

Q,=  ^-p— fR=  ^    »       la  sene 

B       C_      AC*     1  A»  C3      5  A>C4 
y         "a  ^  B       B^         B>  . 

--^  h  ec«  9  ci  darà  una  delle  radici  dell* 

Affine  di  avere  per  serie  la  radice  seconda  , 
scrivo  nuovamente  quj  sorto  la(XXXF7),ma  la 
scrivo  ponendo  prima  il  termine  Bjr^  poscia  nel- 
la linea  superiore  il  termine       9  e  nella  infe* 

riore  il  terzo  C:  o=B^      C"?**  *  ^^'^ 

paragone  di  questa  con  la  (  XVI)  avendosi  h  =  r , 
F'=B,  Fi=C,  F'  =  A  ,  F  2  =  o,  F'"=  o ,  ce, 
riduro  la  (  XF)  alla  F(*-*-0  L'-^  *  4-  F(^-Vi) 
L*-i*^*),c  quindi  giusu  il(N.*4tó)  trovando 


=  BL  +  C, 
-i^  "  =  B  M  +  A  LS 
*  '  =  i  ALM-HBN, 

=  A  M^-h  2  A  L  NH-BP  , 

=r2  AMN4- 2  ALP4-BCIt 

*''=:2AMP  + AN*4-aALQ;+BR, 

ce. 

uguaglio  ciascuna  di  queste  quantità  allo  zeroj 

0002  de^ 


é 


C               A  C* 
determino  da  esse  L  =  '""g*»  M^-  p- 

 bT"»*^-  B^»^- 

R    —       ^  ,  ce. ,  e  avremo  la  seconda  ladice 

,___^C      A  C«     2  A^ C3       5  A3  O     14  A4  et 

B  ^     Bi  B'  bT" 

_    42  ASC^ 

B"  • 

481.  Passiamo  a   sciogliere  1*  Equazione 
(  XXXF// ).  Prendendo  in  essa  in  primo  luogo  il 

termfr  *       "         '  " 

Fa=    ,  ,    .        ,  . 

nella  FC*+«)L*+* -4-  F(*  +1)  L3"<*'^*>  .Ciò po- 
sto ,  determino  col  soiuo  metodo  le  Quantità 
•ir  —  A  L3  4-  B  L*  , 
^"=(3  AL*4-2BL)  MH-CL, 
*"'  =  (j  AL  +  B)M*+CM4- 
(^  AL*  +2BL)N, 

*'^  =  AM*4-(5AL-f-2B)MN4-CN  + 
(3  AL*  +  2BL)  P+D, 
=^  3  AM*N4-(5  AL4-2B)MP  + 
(3  AL-+B)N»+CPHh(3  AL*-4-2B)Q^, 

ec« 

uguaglio  queste  allo  zero,  e  trovati, come  sopii 
I  valori  delle  quantità  L  ,M  ,  N ,  P,  d ,  ec.  avremo 
— A*0+3  ABCi+AB»P  . 
^  A       B      B»  B» 

2A 
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 ^7  :  h  ce. 

Venendo  alla  determinazione  della  seconda  ra- 
dice ,  prendo  nella  (XXXVII)  come  primo 
li  termine  Bji* ,  e  in  vece  di  scrivere  nuovamen* 
te  questa  Equazione  giusta  la  (JCW),  come  òfar* 
to  nella  {  XXXyi),  la  lascio  per  maggiore  sem- 
plicìtik  come  ai  trova  ,  faccio  l'esponente  del  B y  , 
cioè  il  2=A,  il  coefficiente  B  ^  F,ciHaino  F", 
F",  ec.  i  coefficienti  dei  termini,  che  precedono 
questo,  chiamo  Fi  ,F2  ,  F,  ,  ec  i  coefficienti 
dei  termini,  che  gli  succedano  ^.onde  sia  F"  =  A, 

F' 'z=o,Fi=C,F2  =  D,F|=o,edaIla(Xr) 
determinata  Ft*-^'>L***H.F(l  +  i  )  L*-<*-^')  , 
istituisra  il  calcolo^  come  negli  esempi  precedenti^ 

,  '  —  C      B3  D  --  A  O 

e  da  questo  octerreiao  jr  =  — +  "+* 

E'^  +  A  B3  C3  D  —  2  ^^C^ 
2      r3-h  g     B3     D  —  ^  A3 

Finalmente  per  determinare  la  radice  terza , 
preso  il  termine  Cy ,  £iccio  4=1  »  F  =  C ,  F'  =  B, 
F"=  A  ,F  I  =  D ,  riduco  la  (  XF)  alla  F(*-»-0  L«  * 

+  F(Ì4-OL'-<*-*-*>,  e  fatto  il  solit#  calcolo 

.       n,  D        BD»         2  D3 

ci  verrà  y   =  —   srr  -       .  ■  - 

S  B?     —  A  C3  03      i4B4Ds~.5  A  B  C3  D4 

C?  4^  ~ 


ect  • 


47» 

482.  In  generale  volendo  per  serie  una  ith 

le -radici  della  {XVIII)^  mi  formo  la  sene 
^=:L  +  M-f-N-}-P4-  Q^-hR  +  ec.  5  e  preso  un 
termine  qualunque  dell*  Equazione  data,  per  è* 
lempio  il  termine  Hjf*""  ,  faccio  1*  esponente 
m—M=:^b^  il  coefficiente  H  =  F  »  chiamo  F\  V\ 
ec»  i  coefficienti  dei  termini  a  questo  precedenti  f 
chiamo  Fi,  F  2  ,  ec.  i  coefficienti  dei  termini  ul- 
teriori ,  cosicché  F"  =  G, F"'=  F ,  ec,  Fi=If 
F2=K,ec. ,  e  dalla  (XF)  deduco  la 

In  seguito  col  mezzo  di  questa  formoli  servendo- 
mi del  metodo  accennato  nel  (  N  ®  ^66)  defermi- 
no  le  quantità  'i^  »'ir  ,  ilr' ' ,  ec,  avendo  sempre 
presente ,  che  solamente  nei  risultati  compccii  aal« 

Ja  »  devonsi  aggiungere  i  valori  9 

che  si  ànno  corrispondentemente  dalla  (  XXXIX  ) 

{N.^  ^66  )  ;  formo  le  quantità  "lr^o,'i^"  =  o, 
'i''"'=:  o,  ec  ;  determino  da  queste  i  valori  delle 
quantità  L  t  M ,  N ,  ec.  ,  il  che  sempre  ot- 
terremo senza  ricorrere  ad  Equazioni  di  grado  su- 
periore al  primo  (  N.^  4^9 ,  42  j  ) ,  e  tali  valori 
aostitoiri  nella  (XXXflII)  ci  daranno  ti  valore 

domandato  della  radice. 

Questo  in  generale  è  il  metodo  da  teneni  per 
una  radice  qualunque  deliaCJC^/I/);  supponendo 
poi  successivamenre  ir=0|  i  f  t  f  i$  te»  m'^'f 
e  però  in  .cocrupondenza 
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«r  — l  » 

m— 

wr— 3  ,  ce,  1  , 

B  , 

C 

D    *  ce; ,  TJ  • 

W                 *  9 

F"  =  0, 

A  , 

B 

% 

C    5  ec.  3  T , 

F    =  o  • 

A 

%  ' 
m 

B    ,  ec.  •  S  • 

F'=  o. 

O  1 

o 

ec. 

ce» 

Fi=:B, 

c  , 

D 

f 

E    , ce,  V, 

Fi  =C, 

E 

F    ,  ce,  o  , 

F3=D, 

E  . 

F 

G   9  ce,  o  j 

ec. 

ee 

Essendo  A ,  C= 

»ec. 

U  ,  V  i  coefficienti  tutti 

dcUft(Xf7/i);se  convertiremo  la 
fiflpondcntemcote  oclle 

pC*H-i)  im^h  _|.p(jt  j|.  ,  )  L— 

F(*-^0  L'»-^^*-')  -f-F    4-  I  L'*-^*-^*»  , 

f(i^i)  ^  F^i  4-  i)L«- 1*-*-^)  ce. 

F(»-Hi)  Ll*"*-»> +  FU+ i)L-*,  c  se  repliche- 
fcmo  sempre  il  tnedesima  calcolo  (N.^4d5)  ci 
risulteranno  così ,  come  net  due  Cfcmpi  preccden- 
ti,  tutte  le  m  radici  delia  {  XVIII). 

483.  Merita  riflessione  il  caso,  in  cui  qual- 
cuno dei  coefficienti  A»  B,  C  ec.  sia  zero»  Se 
sia  per  esempio  zero  il  coefficiente  H  9  potremo 
bensì  trovare  le  jnt  2  radici  della  (  KVni  ) ,  che 
corrispondono  alle  supposizioni  di  b^nt^m —  i, 
w— 2,€c.  »2  —  «+2,w  —  »  —  i,ec. ,  Iemale 
due  radici  corrispondenti  alle  ipotesi  di  b=m-  n-Ar  i , 
fn  —n  ^  non  restano  col  nostro  metodo  determinate 
dalle  (  XXSiir)  ,  XXXV  )  si  vede  9  che  primo 

di 
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di  questi  due  casi  ottiensi 

/  ì  o        I        gì*  ,  , 

y*'=—  1  hcc.  c  nel  secondo 

ym^i)---^  —  ,ec.  espressioni  amen- 

due  ,  delle  quali  non  conosciamo  il  valore  • 

Affine  di  togliere  un  simile  inconveniente ,  al« 
lorchè  qualcbeduno  dei  coefficienti  della  (Xf7/f> 
è  zero  ,  suppongo  ^  =  «4-  r, soìdluisco  ,e  invece 
di  sciogliere  1*  Equazione  proposta,  risolvo  laTras* 
iòimaca,  ponendo  in  seguito^  — r  invece  della 
»9  e  dando  alla  r  quel  valore, che  nelle  diverse 
circostanze  vedesi  più  opponuno  a  rendere  lese* 
rie  più  convergenti  •  ' 

Se  sja  per  esempio  A)i*4-C  =  o  1*  Equaziò* 
ne  data;  con  la  ipotesi  à\  y  —  u-\-r  là  trasformo 
nella  au^ h  u c  =  o  a  ^  A^k^^,  Ar, 

^  =  A  r*  -h  C ,  ottengo  pel  (  N.*  480  ) 

u  =z  h-rH  \  ; — +  — r=-  ec. 

sostituendo  in  luogo  delk  quantità  m  ^m"  ia^i^c 
i  valori  corrispondenti ,  e  otterremo 

2Ar      Ar»-hG  A(Ar*>^C) 

A"^2Ar"^       8  A3  ri 
2  A»jC  Ar»rf  C)3      ■  ^  A3(A  r^4"C/  > 

7.        32  r.i  r,  T28A7r7 

2  A* 
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1  y-'- 


ce.  I 


«V.2.3.4---C»-4>F4ft)L-r-M  . 
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Itcendo  quivi    =  i  ,  ne  verA 
'—        ,  A-t-C      (A-f-G)'  2fA4-C)» 

8  A»  32  A» 

iz8  A* 

A4-C       (  A4-CÌ»  2(A-4-C)» 
J*""'        ìA""      8  a»      ~     32  A» 

128  A< 

CAPO  VENTESIMO. 

X)r//<<  soluzione  per  serie  delle  Equazioni  Algehraitht 
tot  Mezzo  delle  frantovi  eontinue  ,  e  Rifietsioui 
«Ittriori  iatorno  alle  Eqitaùoui  ridut^ili 
4  grado  inftrhfe  > 

484.  V^ogliasi  risolvefe  la  Z  =  o  ( N.« 41  j. ') 
xiducendo  il  valor  della  j»  in  qna  fìazìone  continua 

Suppongo  peiciò 


X" 


X'"  +  1 


X"-t-  I 


X'  +  1 

'    '   X"  +  ec.  , 

PPP  w 


* 
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incui  X'=L*«,X"=:M*# ,  X"'=N4fY ,  X'i=P**, 
X"  =  Q    ,  X  '  =  R jrS ,  ec.  Avendosi-^-  = 

==^  ir-  ? ,  ed  X  4-  ~t  =  Qjc*  -h      ^-  f  ,  se 

sia  —  ^  <  É  ;  fatto  =  oo  ,  dovrà  svanire  rap- 
porto  ad  X'  •  Cosi  svanirà       riguardo  ad  X 

nel  caso  che  sì^—- €<d';  scomparirà  ^rappor* 

to  ad  X  "  ,  se  — S<yy  e  così  di  seguito.  Dun- 
que se  porremo  gli  esponenti  ^ ,  7  ^  o  ,  ec. 
tali  che 

(//)«>            —y,  y>  ec.,^ 

nella  ipotesi  di  x  ^  00  la  qpancità  X'     r  si 

'  '    ■    '  '       '    .    V    X"'  -h  ce. 

cangierà  nella       -la  X  '  -4- 1, .    ..nella  X"  ,  la 

X"'+ec  . 

X'''--Hi_     nella  X'";  e  così  in  progresso. 

ce.  '  '  ■  .  "  ' 

St  verifichino  in  realtri  i  rapporti  (//),cciò 
presupposto  »  cerchiamo  in  primo  luogo  di  deter> 
minare  l'esponente  ,ed  il  coefHcienté  UàiL  m 
Faccio  perciò  jr  :i  00  ,  colloco  nella  Z  =  o  in  luo* 
go  della  ^  il  termine  Lx^ ,  e  come  nel  (N.*  41  j  ) 
troverò  i  due  valori  ,  che  si  domandano  . 

485.  Passando  in  seguito  alla  determinazione 
delle  (Ij,,      iàQsio  X!J  +  i        =  0  ,  onde  U 

?   '  •       -         *   X'"+  te. 
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(i  )  divenga  y  —  X'  -f-  i;  sostituisco  nella  Z  = 

u 

e  U  Trisformata ,  che  ne  viene  ,  pel  (  N.**  «  i  )  sari  la 

o ,  essendo  i  coefficienti  Pi,  Q^i  ,  Ri,  Si, 

ce. gli  sressi  affato, che  quei  della  Equazione  (  X) 

nel  (Capo  1$.""). 

Suppongo  ora  che  la  L  non  abbia  che  unso« 

10  valore  =L' ^  come  nei  {^*^^t%)y  onde  in 
Qr  la  quantità  G'  (X)  capo  i8.*  non  |K)$«a  es- 
sere zero,  e  faccio  jr  =  «o,la  nostra  Trasforma* 
ta  diventando  perciò 

I'x»'-5««*-j  4-ec.  =o(N.^  4i6),ela<»=X  4-  i  : 

,  .X"'4-ec. 

convertendosi  nella  u^Lx^  (N. prec.)»  avremo 

dalla  sostituzione  la  serie  di  esponenti  ^I^-Htt', 

(*  -      +    — J  ce. 

Da  questa  ricavo  per  |S  i  valori 

?r  -  «  —  « ,  « ,  — r~  ^     .€c.  ;  ma 

11  massimo  fra  questi  deve  essere  il  vero  valore 
di  /3  (  N.°  )  :  dunque  sarà  jSznTr'  —  —  «  ^ 
ed  essendo  tt'  >  tt"  (  N.*  414, 407  )  —  ^S-  oc + t" -  't'f 
avremo  difatti  «>—/S.  Vedremo  poì^  come  nel 
(N.<»4i7),  cheacagione  di  jS>  — of,  essa  /5  non 

può  avere  altro  valore,  che  il  ritrovato. 

In  quanto  ai  coefficiente  M  la  (  IV)  divenendo 
E  »"-f-G'M^-»;c^f-*-'"=;o  ci  darà 

ppp  2  M=^ 


4«4 

G' 

4^5.  Colloco  ndU sMxf  4-— ,  ne 
verrà  1*  Equazione 
(  nPtw^-^Qt  36*-»4-R2»*-»  4-S  2  ec*=o 
essendo 

P2  =  Pi  M^jr*P4-CLi  M*-*x(*-»-Of  -f- 

R  I  M*-*;r'*"*'f  +  S  I  M*~5;rf*-5)P4-  ce. 

-f-(i  — 2  )RiM*-i jrt*-*>f  4-cc* 

2 

2 

*  •  3 

ce.  ec. 

e  gli  esponenti  della  4r  in  P  2  vedesi ,  che  verran* 

no  espressi  in  generale  dalla  forma  it-^f  1  a 
(6  — y^i  )  (S,  din  Jo  succes^Jivamente  alla  ^  ,  ed  alla 
/igli  stessi  valori  del  (  N.®  408  ).  Così  vedremo, 
che  gli  esponenti  della  x  in  Qj,  vengono  rap« 
presentati  dalla  forma  fr  — /i  «+(A  -  fi  — 
gli  esponenti  istessi  in  R  2  si  esprimono  dalla  %^fi  « 
H-  (  i  -ff-i  )^  ,  in  S  2  dalla  w  -/i  a  + 
(J— /i  —  ^) ,  ingenerale  in  uno  qualunque  di 
questi  cotf&cienti  dalla  n  -^fi  «  -h  (  i  — / 1  — /  2)  /J 

487.  Ponghiamo  nella  (yy        ùo  ,  e  iptt^ 
CìòK^^^*  Poiché  in  P  2  i  due  termini 


Digitized  by  Google 


i 


48$ 

W)rM*jr^'-^*f +  G'M*-ijnr'-«*<*-«)f  pel  vt- 

loTC  determi'naro  della  fi  elidonsi  fra  di  loro 
(  N.**  48^  ) ,  e  poiché  pel  valore  di  «st  abbiamo  co- 
stantemente F  =  0  (^"^414)  ;  suppongasi  che  il 
primo  termine  ,il  quale  per  la  ipotesi  di  x  =  9o  re* 
itain  Pi,  sii  ir"-/i'flH-(fc-/i')^,e  chia* 
miam  qnesto  df'  (  N.  420  ) .  Per  determinare  in  se- 
guito quale  sia  T  esponente , che  nella  nostra  sup- 
posizione sussìste  in  Q^2  ,  osservo, che  i  due  ter- 
mini (  VI)  dei  coefficiente  P  2  per  la  natura  dei- 
la  Trasformata  in  Q^x  divengooa 

h  F"  M*-«  jr«**  (  ^«  )  p  +  (  t-.  I  )  G'  M*-* 

j,fy*#r-+-(*— i.P  ^  ma  gli  accennati  termini  (VI)  si 
distruggono  fra  loro  adunque  gli  altri  due  di 
si  ridurranno  al  solo  —  G'M^*  jr'^'~'f-^(*^*>P  . 
Ora  l'esponente  tt"  4^  i&(S  =  fr'  — «-f-(A— 1  )jS 

10  pi  era  il  massima  (N.^485  );  dunque  anche 
r  titfo  ir"H-(6  — i)(J  =  ir'— «H-(i-2)^  sarà 

11  massimo  in  Q^i  ,c  quello  per  conseguenza  ,  che 
sussiste .  In  conseguenza  di  questo ,  e  per  1*  in- 
dole della  Trasformazione  vedesi  poscia  che  ì'  es« 
ponente  massimo  in  R  2  sarà  7r"-f-  (A— 2  )lS=i7r' — « 

3)lS,in  Sasarà«'M-(A  — 3)^  =  ir  — « 
4-  (A  — 4))S,  e  così  in  progresso. 

Sostituisco  presentemente  N  jr7  in  luogo  della 
ed  avremo  la  serie  di  esponenti  (p' 4-^7,71' — « 
H-(i-a)^4-CA  -  1)7  ,7r'  — 3)/J + 

(i-Orf«'-«+(*-4)iJH-(*-3)r I  «c. 

Faccio  il  solito  paragone  9  e  trovo  per  7  i  va« 

lori 

ir'— ^ 
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(WI)flr'-q>'-«  +  (i-2jii,  —  ^—^ 

vendo  essere  <  + *  <S> ossia  ^ '  <«'  — «+(  A—  i  )  /^t 
supponghiamo  (|)'=  w' —  «-f- (i  *- i )^  —  *  >  » 
collochi  nelle  quantità  (Fi)  in  luogo  della^' que- 
sto valore ,  e  avcemo  i  risultati  *  —  —  ^3 
—  —  ^ ,  ce;  ma  il  primo  di  tutti  questi  a  ca- 

gione  di  •i:>o  è  maggiore  degli  altri  ;  dunque 
anche  il  primo  dei  risultati  (F/i)  sarà  jjiù  ||ran- 
dedci  sus8eguemi;e  perciò  avremo  y=ir— ^  — « 
2)^.  Dovendo  poi  essere  jS>—yCN«* 
484),  trovcreni  facilmente  non  potersi  per  la  y 
ottenere  altro  valore* 

Dato  alla  y  ì\  dovuto  valore  ,  chiamato  B  il 
coefficiente,  che  in  Pi  corrisponde  ali'  esponen* 
te  4)'  (  N.<*  4n)  e  fatto  ^=2  00,  »  ^N^y,  la 
(D  si  ridurrà  aUa  BN*xf-^*Tf- G' M*-»  N*-« 

jrt'-«-^lf=:o,  e  però  avremo  N= — g —  • 

4S8.  Facciamo  *  =  N  orY  +    ,  onde  dalia  (  V) 

« 

abbiasi  la  Trasformata 

t,nil)pj  ^*H-Q^3 /*~'+R 3 ^-*-^S 3 ce  =0 

siipposto  '      ^  ' 
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'^(^  —  2  )R2  N'^-s  x(^i)y  +€c-/ 

•<Ì2  N*-l  +  ec. , 

S  3  =  f  f*-^  ^^/~^^P2N^ijr(^5H  -^-ec. , 

ce.  ce. 
Ciascun  esponente  della  x  in  P  j  verrà  espresso 
dalla' forinola  w'  — /i  ft  —  fz)fi  + 

(  A  — /  2  )  y  >  ciascun  esponente  in  Q^j  verrà  rap* 
presentato  dalla  tt  — / toc-h(h—fi  —fi  )fi  + 

/^--Oy,  in  R  3  dalia   tt  — 
(A  -fi  —fi  )  ^^(^If  —fx  —  2  )  7   e  in  generale 
in  uno  qualunque  dei  nostri  coefficienti  1*  espo- 
nente della  ,    verrà  espresso  dalla  formola 

48^. 'Ciò  posto  ^  distruggendosi  fra  loro  i  due 
termini 

ne' Quali  l'esponente  4)'-+-Ay=«'  — «  + 
4-(i.— i)y  è  il  massimo  esponente  della  x  nella 
CÌ^It)  supponghiamó  che  il  termine,  il  quale  in 

à  r  esponente  prossimamente  inferiore  all'ac- 
cennato sia  Cx¥'  y  essendo  Cp"  z=i  'n' '  —  f  '  1  ^ 

(  A -/  '  1  -/  '  2  )  jS -f-  (  b-f  2  )y  (  N.^  prec.  )  : 
Nella  trasformazione  i  due  termini  (/X  )  in  QL3 

divengono  A  B  N*— »  4r9»' »  )7  — 
(  A  - 1  )  G'  M^*  N^*  x^'-^M  W  ;  f    (  ^*  )  7  = 

G'M 


4^S 

Q' 4.(^1      e  quindi 

"^tbbiàraomR}  un  termine  con  V  esponente  ir' 
+  (i-i)^H.(ft-j)y»  i»S3  uno  con  r  e»- 

ponente  ir' —  «  4- (  i  —  2  )  (2  +  (fc  -  4 )  7  »  «c. ,  C 
frattanto  in  P  2  ,  e  però  in  P  3  ,  Q.3 ,  R  ^  ,  ec. 
i  due  termini  (W)  mancano  sempre  (N.°4S7). 
Dunque  posto  x  =  00  ^  i  ^-Fx^^  U  serie  degli 
esponenti  massimi  sarà 

«  4_  (  A (J4-  (  j-4  )  y + (  ^.-3^  *  * 

e  avendosi  da  questa  i  risultati 

(f)"           (h-^i  )f^-4-(ib  -  g)y 
 j  , 

^^^''^  «4-  (  t  -  :2  )  <^  (  ^-4  )  y 

troveremo,  come  nel  (N.°487),  dover  essere 

<f"  —  «+  (A-2)/?-^(A-a)y  .  Cosi 
dovendo  risultare  y  >  —  (  N.<»  484  )  troveremo  9 

che  <r  non  può  avere  altri  valori. 

Pel  valore  determinato  della  i  ridotta  la  (  Vili) 
tUaCP^  x^^'j-^  ^  +  G'         N^»  P*-i  ;rip"-*-*'^  o 

ne  verrà  P  =  —        q  • 

490.  Pongasi  /  =  P;r^  +  — >  e  si  tra^ormi 

!a  (Vili)  nella 
^  )  P  4    4-  0.4  J*""'  4-  R  4  x*"*4-S  4      +  ec.  =  o. 
Determinato  »  come  nei  (  N.'  485 ,  488  )  »  il  valore 

dei 
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dei  Coefficienti  P4,  Q.4>R4f  ce.  vedremo ,  co* 
me  precedentemence^che  gli  esponenti  della  jt  in 
P  4  sono  'delia  fbnna  n^fi  a^^  ih-r-fi  ^fi ) 
pH-(*— /2 -/j  )y4-(*-/|  )(J^,  in  Cl4  della 
forma  ir-/i  oH-  (  A—/ 1-/2  )  /3  4-  (  i— /i  — /j  ) 
y-4-(i  -  jr^  —  1  )<r,  in  R  4  delia  forma  tt— /i  a-f- 

(*-/i-/z)/2  +  (A-/a«/3)y+(A-/3--2)*, 
e  in  generale  anno  essi  la  forma  r  —ftm  4- 

Se  fatto  succeisivamente  x  r=  Q^^v'  4-  ^  r  = 
R  ^'^-^•^  ,  comprovassimo  ]c  sqccessivc  Trasformate 
P  5  ^  H-  CL5  R  5  i-*-*H>  S  j  ce  =0  , 

P  (5  4*  -h  Q.^  f    +  R  <|F  f    + S  d         ec.  =  o, 

cc'  ce» 

si  vedrebbe  sempre  oeUa  maniera  medesima ,  che 
la  formola  generale  dell*  esponente  della  x  nella 
prima  delle  nostre  Trasformate  sarebbe  la 

nella  seconda  sarebbe 

(* -/3 -/4  )  «f-H (4-/4 -/I  )  « -i- 

eeosi  in  progresso. 
49>>  Supposto  neUa  (X)  a  "'^s: «*  —     i  « 

*  5)o,siaD^f  il  primo  tcrmme,  che  sus* 

siste  in  P4,  essendosi  già  eliminati  1  precedenti* 
CU  esponenti  massimi  nel  Q.4 >R 4^849 ectro* 

9  94  te- 
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vcremo,  ccmhc  nei  (  N.^  487 , 489  ) ,  essere  rispct- 
rivamefUe  i  scgaeBtiW— «  +(i  ""^l*^"^/, 

y4.(i— 4)^,  ec.  Posto  dunque  «o  ,c  però 
#  =  Q     ,  vedremo  risultare 

G'M*-»N*-*  P^'» 

CL=  5  

Così  supposto 

^  yH.(ii/-3-/'^4)^-+-(*-/  ^4)^,cd  E  ^9 
il  termine,  che  resta  in  P  5,  troveremo  essere 

4-  (  è  —  2  )  6  ,  ed 

R=  g  

Lo  stesso  10  seguito 
492.  Ritrovato  oeli*  esposta  maniera  il  va- 
lore degli  esponenti  «,/J,y>^,f,<>^>c  <|«^ 
lo  dei  coefficienti  L,M,N,P,Q,R,ec,a^ 
vremo  quindi  la  dovuta  determinazione  delle  quan* 
tità  X  =Ljr-,X''  =  Mjr.i  ,  X'"^  M  xt,  ec,  « 
queste  in  seguito  sostituite  neUa~  frazione  (  /  )  ci 
daranno  uno  dei  valori  della jr  nella  Z  :r  o .  Quan- 
to si  è  detto  finora  riguardo  al  valore  L' della  L 
supposto  nel  (N.«48j  )  ;  dicesi  egualmente  rap* 
porto  agli  altri  L",  L  ",  L''  ,  ec. ,  perchè  siano 
questi  tutti  disuguali  ira  loro.  Dunque  replican- 
do sempre  Io  sfiesso  calcolo  9  detcrmìMSftmo  per 

.  la 
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la  y  tlirettaiifi  valori romspondeiiri. Che  se  duet 

tre ,  o  più  dei  valori  della  L  sono  uguali  fra  loro» 
xipetendosi  qui  pure  quanto  si  è  detto  nei  (  N> 
429  ,  seguenti  )  troveremo  mìV  istessa  guisa, che 
il  calcolo  medesimo  ci  somministiei^  bensì  ttitri  i 
corriapondcnti  valori  delia  y ,  ina  nelle  fispetttvc 
determinazioni  delle  M,  N,  P,  ec.  converrà  di 
sovente  in  quest*  ultimo  caso  cadere  per  un  cer- 
to numero  di  volte  a  risolvere  delle  Equazioni  di 
grado  superiore  al  primo  :  e  questo  accidente  non 
MCaderià  mai  nel  caso  considerato  da  prima. 

49 La  precedente  frazione  (  I)  tanto  sarà 
più  convergente  al  vero  valore  della  y  ,  emendo 
questa  reale,  quanto  la  è  più  grande.  Suppo- 
nendo al  contrario  x  infinitesima,  potremo  de* 
terminare  le  quantità  X' ,  X"  3  X"  5  ce.  ,come  pie» 
cedestemente  »  col  supporre  però  «<— /9l^/S<--y9 
y  <  '  ^  9  eo,  e  avreno  cosi  un*  altra  Itazlone  conti* 
nua  tanto  più  approssimantesi  al  vero  valore  del» 
la  nostra  ^  , quanto  la  r  è  minore.  Trovate  poi 
lapporto  a  ciascun  valore  delia  y  sì  T  una  che  1' 
alerà  di  queste  due  frawini  »  vedesi  9  che  in  tal 
modo  vtf  rano  ad  ottenere  completansente  la  so- 
luzione del  Problema  propostoci  nel  (N.^  484  )  • 

494.  Dimandasi  di  risolvere  per  frazioni  con- 
tinue r  Equazione  (AF///)dcl  (Cap*^  I9.^)sup- 
posta  come  nel  (  H,*  4^8 

Riduco  r  Equazione  dau  alla  (JCJCFJ)(  Gap. 
19)  (N»^  459,  470,  471),  eietcuDsù  di  quest* 
ultima  il  calcolo  precederne ,  faccio  nei  risultati 

qqq  2  ulti- 


49» 

ultimi  xml,  c  però  tf  =  A,^=B5  r=C,cc.i 
ed  in  tal  modo  avremo  la  soluzione  domanditi* 
Ora  nella  (  XXFI)  trovasi  risuluce  |S    i—  ot, 

«9  $:=6t^        -  tf^ectionde  la(/)d> 

viene 

JfjCi-^  -4-1 

Dunque  in  questo  caso  non  restando  più  a  de- 
terminarsi^ che  i  coefficienti  L ,  M ,  N ,  P ,  Q,»  R  , 
ce. ,  e  questi  inoltre  dipendendo  da  tante  Équanio- 

ni  tutte  del  primo  grado ,  potremo  per  la  loro  de- 
terminazione servirci ,  se  più  ci  piace  ,  del  meto- 
do dei  coefficienti  indccerminati  »  col  ridurre  cioè 
pel  (  N*^  jdi  )  la  frazione  continua  a  frazione  or- 
dinaria 5  col  sostituite  quest'ultima  nella  (XXFI) 
(  Cap.  1 9.®  )  in  luogo  della  jr ,  e  con  uguaglia- 
re allo  zero  i  coefficienti  che  ci  risultano  delle  di- 
verse potenze  della  .  Se  la  (  XFIII  )  (  Cap.* 
19,^  )  mancasse  di  qualche  termine ,  ridurrei  pri« 
ma  questa  »  come  nei  (  K.^  48}  )  ad  un'  altea  E- 
quazsone  non  numcante  di  termine  akuno»  suppo* 
nendo  jr=is+  r;  scioglierei  posda  qnes^  nmma 

Equazione  ,nei  valori  risultati,  porrei jf  —  r  iniuo- 
guo  della  u ,  e  finalmente  darei  alia  r  il  valore^ 
che  troverei  più  opportuno. 

4«* 
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495-  Sia  ay*  4-  r  =  o  V  Equazione  data. 
Fatto  per  semplicità  neìlàiXXVI)  (Cap.^  19.*») 
|S  =  I,  riduco  questa  alla  ^ y+^x)r+rjr=  o; 
^ovo  quindi  ^'  =  <  1  =  0;  e  corrispondente* 
mtmefi'  =  0,  jS"=  t  ;  eseguisco  finalmente  ical» 
coli  precedenti ,  e  fatto     =  i  troveremo 


1)—  ec  } 


Digitized  by  Google 


I 


m  4-1 


«'"-fi 


in 


1-+-  f 


t-4-f 


()(/*^»)— te. 

i  due  pcecedenti  valod  della  >  si  ridurcamio  ai  se^ 
guenti 
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valori,  nei  quali  tutti  i  successivi  denominatori 
tono  ridotti  a  fomia  positiva  • 

495*  Mi  sia  permesso  1'  aggiungete  final men. 
te  tlcunt  riflesstom  sulle  Equazioni  capaci  di  ri* 
duzione .  Quantunque  siasi  dimostrata  impossibile  la 
soluzione  generale  delle  Equazioni  Algebraiche  di 

S;rado  superiore  al  qnqrto;  pure  l'Equazioni  partico- 
ari,  di  qualunque  grado  esse  siansi ,  meritano  una 
fpetialecoosideraztooe.Laditnostraztone  del  (Gap. 
13  )  versa  talamente  intorno  alle  Equazioni  gene* 
lalitEqoazioni^nelle  quali  si  prescinde  essenzialmen* 
te  da  qualsivoglia  valore  determinato,  e  da  qualsivo- 
glia privato  rapporto  fra  alcune,  o  tutte  le  radici  del- 
la data  ;  ma  in  una  Equazione  particolare  ,  appunto 
perchè  è  particolare ,  le  sue  radici  ànno  necessa* 
riamente  certi  valori  determinaci  ^  e  alcune  fra  lo* 

roi 
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tOf  o  tutte  sono  dotate  di  qualche  particolac  ce* 
Iasione.  Dunque  per  questa  relazione,  perquan^ 
to  si  è  detto  nei  (  Capi  15.^,  x^*^}»  la  nostra 

Equazione  dovrl^  essere  capace  di  abbassamento  9 
c  quindi  di  soluzione.  Prendiamo  a  considerare 
quest'  ultima  proposizione  :  sebbene  potesse  que- 
sta esser  vera  in  tutta  la  sua  estensione,  scbbe- 
bene  qualsivoglia  Eqoajuone  particolare  potes-* 
per  quanto  abbiàmd  detto  ,  essere  capace  di 
soluzione;  pure  da  questa  non  risulta  contradi- 
2Ìone  alcuna  con  la  proposizione  del  (  Numero 
290  )•  Colà  si  parla  delle  Equazioni  generali ,  e 
sari^  tempre  vero  ^ che  nella  Equaaion  generale  per 
esempio  del  quinto  grado  è  impossibile  il  trova* 
re  una  forinola  »  la  quale  d  rappresentf  tutte  te 
sue  radici  indipendentemente  dal  loro  particolare 
valore -  quivi  al  contrario  tenghiam  conto  dei  va* 
lori  particolari,  e  dipendentemente  da  questiccr- 

cÙamo  le  radici  della  data  per  dir  coti  ad  una 
ad  una. 

497*  Sia 

^D)  x^j^A  x"^"^  -f  B  AT*-*  +  ec.  ^  o  la  data  Equazio- 
ne particolare,  e  chiamata  al  solito  x\  x 
cele  sue  radici,  sia  F(;r'  )(V'X^"').-(jrt^>)=H 
1*  espressfoa  del  rapporto  ^  cke  particolarmente  e- 
siste  fra  le  X  radici  x\x\x\!tc^x04  deUa(l» 
(N.°^2i).Se  questa  Equazion  di  rapporto  con* 
tiene  dei  rotti ,  e  dei  radicali ,  la  libero  si  da^i 
uni ,  che  dagli  altri ,  e  chiamo 

(S)  /(jc  X*"XJf").-.(Jr>^^  =  K  l'Equazione^ek 

lun* 
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funzione  intera,  e  razionale ,  che  da  ciò  mi  risul- 
ti. Ora  la  nostra  (5*)  od  è  una  /unzione,  quale 
si  suppose  la  (S)  dei  (  N.<»  jai  )  net  (  jza  ^ 
314,  e  i.*32S5  3  '*32j  mencie  h<m^ji'j^ 
ji*,  329,        jji^meotfe  ♦?(fA-+-i)<«),  od 

è  funzione  qual  fù  supposta  essa  (i  )  nel  (  ^.^N»* 
32 j  avendosi  X  ,  o  quale  nei  (  N/  ^28,  ^29, 
330 9  331  essendo  f}(li^  i  )  Nella  prima  di 

queste  suppostsìooi  il  primo  membro  della  oosm 
(D)  sarà  sempre  dorato  di  un  Attor  canionile 
<NA  323  ,  325,  332  )  ;  nella  supposisione  terza 
sarà  la  (D)  abbassabile  ad  un*  Equazione  del  gra- 
do /tit+i  (N.®^5^);  ma  nella  seconda  la  nostra 
Equazione  nè  è  dotata  di  fattore  alcuno  raziona- 
le  9  ni  è  ridudbile  ad  altra  di  grado  minore  (  N.^ 

Dunque  non  possiam  dire  che  la  nostra  (  D  )  , 
quantunque  Equazione  particolare,  sia  sempre  capa- 
ce di  abbassamento,  e  però  di  soluzione:  essa  Io 
saià  9  ogni  qualvolu  sù  della  sua  Equazione  di  rap» 
porto  ridotta  razionale  »  ed  incera  n  verifichi  ia 
prima  9  o  b  tersa  delle  nostre  sooposizioni  »  e  non 
Bud  quando  ri  verifichi  la  seconda  • 

49S.  Avvi  un  caso  ,  in  cui  la  (5*)  sembra  com* 
presa  nella  terza  supposizione,  ma  essendolo  solo 

2parentemente  ^  viene  poi  in  sostanza  a  compren- 
ìfi  dalla  seconda*  Un  esempio  ce  Io  dtmostre- 
A  duaiamcme*  Supponglriamo  a»  =s  3  »  onde  la 
(D  )  divenga  Jt'  -f-  A  jt* -f-  Bip-*-  C  2=0;  aven- 
doci x'  +x"+x"'  =  — Aj  x';t^;r  —  —  C, colla 

s  r  r  ali* 
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elimìnazioM  della  Jf'"  otterremo  x  "-  x  '+x  x  *  -f- 
Ajr'*"=H-C-  Sembra  quena  ultima  essere 
un'Equazione  di  relariofie  della  fotfDMfif\x  ) 
:=K;  ma  restando  essa  ancor  la  medesima  Col 
porre  la  a-  "  tanto  in  iaogo  dclU  x  ,che  in  quello 
deUajr",  cosicché  abbiamo  jr  *  x"  -^x'x"^'\-Ax  x 

ed  X"-  x"^  ^  A  x"  x"  =-f-  C  :  in 

lealtà  è  della  forma  /(  x\  x\  ^  '  )  =  K  •  Dynquc 
questo  caso  verri  realmente  compreso  «ella  aup* 
posizione  seconda,  e  non  potrà  però  darci  abbastt- 
memo  veruno  della  (D). 

49^.  Data  la  (D)  sarebbe  desidcfabile ,  che 
potessimo  determinare  tutti  i  casi  po^bili ,  in  cui 
essa  poò  ridursi  ad  altra  di  grado  inferiore  »  e  di 
assegnare  i  metodi ,  onde  ottenere  attualmente  un 
simile  abbassamento. 

Se  noi  conoscessimo  la  (•$*),  mediante  i  (Ca» 
pi  ió.°)  otterremmo  subito  It  soluzione  di 

questo  importantissimo  Problema,  ma  essendoci 
tal  funzione  ignota i  osservo  primieramente»  cbt 
se  nella  (5*)  si  verificasse  la  prima  delle  nostre 
Ipotesi  (N.^  ) ,  allora  il  primo  membro dcUa 
(D)  sarebbe  dotato  di  un  fattor  razionale;  co- 
mincierò  dunque  coi  metodi  del  (Capo  14.**  )  a 
provare,  se  esistono  in  realtà  simili  fattori  razio* 

nalt  dal  primo  ioclusivamence  fino  al  grado  ^  €ti- 

n2o  y  st  alcuno  di  questi  à  luogo ,  col  suo  mm^ 
otterremo  T abbassamento  richiesto,  se  nò,  suppor- 
remo che  nella  (iS*)  si  verifichi  T  ipotesi  terza  f 

e  Ciò 
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c  dò  pfcsuppoito  non  avremo  che  a  cercare  qual 

sia  la  (  S  )  medesima  ;  imperciocché  conosciuta  que* 
sta  il  (Capo  15*)  ci  darà  poi  la  soluzione  del 
Problema. 

500.  Data  la  lòimadiuna  Equazione  di  xe^ 
lattone  (S)  qualunque  razionale ,  determinare  ^  se 
questa  3^  luogo  fra  le  radici  della  datt  (  i>)  1  e  se 

sì  9  determinare  essa  medesima  • 

•  Cominciamo  dal  supporre  1'  esponente  m  del- 

la  ( D ) numero  pari , X=: yj         e  fi  +  i  ^  — 

z 

(N.«  Poicliè  le 

(X/ ) /(  x\ x  ")^K  ,che  ci  risoitt »  i  fiiiototte  della x'^ 
x"  intera,  e  razionale  (N.*497),  essa  non  po- 
trà avere  che  una  delle  forme  seguenti 
4(jr'  +  Jc")  =  K 
{111)4  (x^ X  ')'^-bx  x''  +  cix  -^x")  =  K 

n  ( jr' V  x  ^  )  H-* (  y *  )^€(x^  ^x"*) 

x*x"+e(x'^x'')  z^t. 

ec,  ^ 
in  cui  i  coefficienti  ^  ,  ^ ,  r ,     ec*  9  K  siano  tanti 
numeri  per  ora  indeterminati ,  ed  interi ,  e  dovrà 
mon  cambiar  di  valore  per  la  permutazione  di  a» 
snendue  le  ar',  or"  corrispondentemente  nelle  x'"  ^ 
x'  ;  x\  x  '  ;  ec.  jr< »  jc^** .  Prendasi  ora  una 
qualunque  delle  (X/i  ):  espressa  questtcon  la  (XJ)  j 
e  cambiata  la  x  nella  jr,  colloco  nella  (D)  la 
in  luogo  della  jf,  e  col  nitzzo  delie  due  Equa* 
moni  /(  X , jr  ) -  Jt=o , ;r  - -+-A  :r  •  ' -t-  B ^ 
+  cc^  =2  o  elimino  U  x\  ne  verrà  un'  Equazione 

«rea 
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in  cui  II      è  ridice,  e  nelli  quale  i  coefficieii- 

ti  A  ^B'jC,  ce.  sono  Funzioni  razionali  delle 
^  ,  r<,  ^,  ec.  K  .  Per  la  natura  della  (X/)  ciocché 
si  è  detto  delia  x' ,  dicesi  egualmente  di  tutte  le 
altre  radici  della  (  D);  dunque  nella  {Xlll)  non 
solo  i  radice  la  ir' ,  ma  tali  sono  ancosa  tutte  le 
x  '  f  x'^'^ec  x^'^ ,  e  11  soo  primo  membio  per  co»» 
conseguenza  è  divisibile  esattimenie  per  (jr-^jr') 

{x  —  x"  ){ ;c— jr'"  )  ix  -jr<*>).  Dunque 

se  dit^iderò  il  primo  membro  della  (A7// )  pel  pri- 
mo della  (  D  ) ,  e  io  seguito  »  trascurato  \  avan« 
zo ,  il  quale  deve  essere  zero  ^  se  moltiplicherò 
quest'  oldmo  primo  membro  pel  quoto,  che  d  è 
risultato  ,  il  prodotto,  che  ne  viene,  sarà  identico 
col  primo  membro  della  {XIU)y  e  perciò  para« 
gonando  fra  loro  i  coefficienti  omologhi  >  otter» 
remo  un  numero  »  di  Equazioni  >  in  cui  le  in« 
cognite  saranno  le  quantità      ^,      ^f,  ec.  K. 

Oli  chiamando  j  il  grado  delia  x  in/(  Xjx') 
—  K  =  o  9  abbiamo  pel  (  N»^  i  jo  )n^mq  ^  e  se 
q  è  numero  dispari,  cosicché  ^  =  2^-1,  il  nu* 
mero  delie  a^b^c^d^  ce.  K  vedesi  dalle  (XfJ) 
essere  /  (/-h  i  )  e  se  è  pari,  avendosi,  f  =  x/s 
il  numero  delie  stesse  a^b^t^d^  ec*  K  diviene 
Dunque  1*  accennata  operasione  ci  à 
date  (  2  /  —  1  )  av ,  oppuce  t  f  m  Equazioni  con 
p  (f  +  1  )  ,  ovvero  (  incognite  corrispon- 

denti •  Secondo  il  diverso  valore  della  p  il  nume- 
ro delle  Equazioni  può  essere  uguale 9  maggiotef 

e  toh 
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e  mmM  di  quello  delle  todertrmiaate  • 

Pritno.  Supponghiamo,  chcgK  sia  uguale  :  in 
questa  ipotesi  elimino  dalle  n  Equazioni  trovate  le 
incognite  b  ^  ec.  ed  avuta  un'  Equazione  * 
con  la  iola  cerco  le  radici  intere,  e  naionalt 
dì  questa.  Sia  a  una  di  tali  radici  ^iosdtttisoo  qne» 
.tea  nelle  aloe  fiquasiooi  >  e  col  metodo  istcfso  cer* 
co  i  corrispondenti  valori  interi,  e  razionali  del- 
le altre  indeterminate  * ,  r ,  1/  ,  ce.  K .  Se  la  a  ^  o 
qualcuna  delle  altre  ^,  eC.  K  non  à  questo 

valore  intero,  e  razionale,  allora  pel  (N.<^497> 
coocfaiudo  »  che  neppure  U  D  i  docau  della  sop- 
posta Equazione  di  relazione*  Che  se  ciascuna 
delle  accennate  r ,  ^,  ec. ,  K  à  un  simile  va^ 
loie  5  allora  diremo  ^  che  esiste  tale  Equazione  di 
rapporto,  e  ci  verrà  questa  determinata  coi  so* 
siituire  nella  i^l)  ì  ritrovati  valori. 

Secondo.  Il  numero  delle  Equazioni  soperi 
quello  delle  incognite  ;  in  questa  supposizione  scuo- 
priremo  nella  maniera  medesima  e  il  valore  delle 
,  é,  r,  ^,  ec.  ,e  la  determinazione  della (  X/ )  : 
acciocché  però  in  questo  caso  possiam  dire,  che 
la  (D)  gode  della  supposta  Equazion  di  rappor* 
to,  converrik  non  solo,  che  le  4»^,^ ,ijf,cc«,K 
abbiano  dei  valori  taterf,  e  razionali  comsponden* 
ti ,  ma  converrà  di  più  che  questi  valori  sostituì* 
ti  opportunamente  facciano  rettificare  tutte  le  n 
Equazioni* 

Terzo*  Finalmente  il  numero  delle  incogni^ 
te  sia  maggiore  di  quello  delle  Equazioni;  in  que- 
sto 
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sto  caso  le  incognite,cbc  vi  sono  di  più,  non  fO« 
no  già  arbitrarie,  ma  dovendo  essere  numeri  in* 
t«ri,  e  raaionali  (N.*  497  )  »  converrà  detcrmi- 
narli  «  norma  di  qaciu  tondizionc,  cioè  coi  me- 
todi ,  che  si  espongo©©  nM  Algebf»  «8*" J^^T 
terminati.  Supposto  per  esempio»  che  ciseodo  le 
Equazioni  di  numero  »,  le  incognite  siano  di  nu- 
mero «4-1 ,  e  supposto  che  fatte  le  dovute  elimina* 
ziooiy  giungisi  ad  un*  Equazione  finale/ (  a  ){*) 
=:  o  ,  trovo  seguendo  le  opportune  vie,  i  valon 
interi  e  razionali  delle  4  sostituisco  questi  nei* 
le  altre  Equazioni ,  c  avieroo  cosi  la  richiestt  & 
quazione  di  relazione,  seppure  esistano  tutti  i  do- 
vuti valori  inceri 9 e  razionali* 

501.  Sia  , 
(XIV)x^  -  «     -f^  io  jf*  —     ;r  +  }  =  o  l*  Equazion  da- 
ta,  e  cercasi,  se  fra  le  sue  radici  esiste  la  prima' 
delie  Equazioni  di  relazione  (Xfl)  »  cioi  la 
a(x''{'x")z=:K.  Riduco  perciò  la  iXIF) ,  eU 
4(r'4-jr')=^K  alle  ;r'    -  8  ,r  i  4-  20*"* — 
idjr"-4-3=o,ii(;r  +  ^")=Ki  elimino  da  queste 
la  4r">e  arata  la 

jr*+(««^— 24K4i-4-5K»4«) 

;r*-+-(  i6^--4oKdi>  +  24K**i*-4*.*^)'-H 
—  t6K4»  +  2oK*a»— t»#4^K^  =  o,di* 

vido  il  primo  membro  di  questa  pel  primo  della 

(  X/F  ) ,  giacché  il  quoto  è  i ,  paragonando  i  coef- 

firienti  omologhi»  avremo  le  Equazioni 

8 — 4  K^»  = — g,  10    — S4  K    4-6  K'  ^  — ao, 

itf  is«  ^.40  Kis» -h  a4lt*  ^  —  4  * 
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3  —  leJKixJ  4-20  K»  II*  —  §  4  n-  3  .ON 
dalle  prime  due  di  queste  Equazioni  ricavo  ^  =  x, 
K  =  4»  e  questi  valori  sosticuiti  nelle  altre  le  fan* 
no  verificar  tutte  «  Dunque  aeUt  (Xir)  eiistela 
supposta  Equisiofi  di  tapporto ,  e  dividendo  cs- 
Si  jr'-f  or"  =  4  ,  col  suo  mezzo  potremo  pel  (N.* 
33  j)  ridurre  la  {XIV)  ad  altra  di  minor  grado  • 
502,  Se  i'  esponente  m  della  (D)  sia  dispari 
(  N.<*  500);  allora  le  radici»  che  sostituite  nella 
fiXf  x")  =  K  conservano  sempre  Io  stesso  valore 
della  funzione  giungeranno  fino  alle  Jp^*^*^,jr<*"'^, 
e  quindi  col  loro  mezzo  la  (  D)  avendo  pel  (  N.°^ 32) 
un  fattor  razionale  del  grado  m — i,  ne  avrà  un 
altro  pur  anche  razionale  del  grado  primo  i  e  que* 
sto  già  determinato  (  N.''  499)  avendoci  ridotta  con 
la  divisione  la  (  O  )  al  grado  «v  —  i  »  praticherei 
mo  tù  quest*  ultima  il  calcolo  precedente  • 

Potrebbe  la  nostra/ (  x' ,  Jr"  )  esser  tale, 
che  rapporto  a  un  certo  numero  delle  radici ,  per 
c$.  rapporto  alle  prime  fx  avessimo /(  Jt' ,  a-"  }  = 
/(  y ,  x'"  )=/(  x'",  X-  )= . . X  f^), ;r M-x)  ) 

=/(  ar<>*-*> ,  ) = K  9  e  rapporto  alle  susseguenti 
risultasse  /(  ;r<M*»),  jr^l*+»))i=  / (  xU^-^i) ,  x^-^^))  - 

/(  x^M-^i)  ,x^-^^))  -  .-fi  ;r('— a),  jif<'»-*))=: 

/(jr<»-»>,  x^*>)  =  K.  In  questo  caso  i  primi 
valori  della  nostra  funzione  costantemente  :=iK 
esaendo  in  omero  di  jui  —  1 9  e  i  seeonidi  in  nu- 

mero  di  ^  1^(0)  sarà  riducibile  9  come  nei 

(N*^  33 i»33j)i ad  un'Equazione  dcigcado/x-  z 
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+  !!^^  ^T  +  M-^  .  NeUo  KtogHete  poi  fl 

I  2  2 

Problema  del  (  N.^  joo  )  vokndost  conoscere  qoaiH 
do  quetc*  accidente  tacceda ,  cooverii  far  atten- 
zione air  Equazione  (  XIII)  :  tmperdocchè  ,  quaa* 

do  questo  abbia  luogo  ,  non  difficilmenre  si  vede , 
che  tale  Equazione  aver  devele  ndicix'iX  \x'\ 
ec. ,  x^^^^  y  xf^'^^^9  ripetute  ciascuna  due  volte, 
c  le  altre  x\  jr*i),  jr'fA-^»),ec.,  ;r<«>  «• 

plicate  una  volta  sola  •  Dunque  osserverò  da  prima 
se  abbiasi  n  non  <  m  +  /(a  —  2  essendo  >  2  ,  e 
se  sì,  determinati  i  coefScienti A', B' ,C', cc.osser» 
verò  pel  ( N.®  ^06),  se  nella  (  XIII  )  contengono 
/ji  —  2  radici  uguali  ad  altre  fJi  —  2 .  Ciò  succeden* 
do  la  nostra  funzione  sarà  appunto  cale  quale  oim 
la  consideriamo  ;  altrimenti  t  non  lo  saA  • 

504,  Avendosi  X  >>y  (  N.*  j^i  ),  se  H  sup- 
posta Equazione  sia  della  forma/(;r',  x")(  x"  )(  x  ^) 
=  K; cambiata  la  x  nella  x^  eliminerei  le  trer", 
mediante  le  Equazioni  /(  Xy  ^"  )(  J^"  > 
—  K  =  o,  jr  '«H-Ajr"'»-«+B;r'-*-Hcc.  =  o^ 
jr'"« + A  HB*  +cc«:o,  jr'"*+A  r'^*-» 
*4-B***^-+-  ce.  =o,e  in  seguito  proseguirei  il 
calcolo, come  precedentemente,  avvertendo,  che 
in  questo  caso  il  numero  delle  indeterminata  0^ 
i,  c  ,      ec.y       sarà  maggiore^  ^  ' 

505»  Ponghiano  1'  esponente  m  nwltqdodel 

3,X  =  jj  =  3,/A4-i  =  y(N.*  33»)  •  «  vo» 

gliasi  sciogliere  il  Problema  dei  (  N.*  {oo  )  inque- 

su 
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sta  supposizione,  cssendfb  la  /(  K 
funzione  intera,  e  razionale chiaro ^  che  essa 
dovrì  avere  la  forma 
if(jf' jf  "-t- jif  ")=K,  oppure  la 

•4-  f  (  Af'  4-  Jf"  x'"  )  =i  K  ,  oppure  ec,  in  cui  i  co- 
efficienti ay  hy  f,ec.,K  siano  tutti  numeri  in* 
feri  •  Dunque  la  soluzione  del  nostro  Problema  in 
questo  caso  sarS^  simile  affatto  alla  precedente  ^  eli* 
mmando  le  due  x" ,  x'"  dalle  tre  Equazioni 
/(  ^ ,  x",  )— K=o ,  y  -4-  A  B;r"-» 
4-ec-  =o,  A  A-  '"•"*-4-B^  ^*"*+ec. o. 

Se  la  w  non  fosse  molteplice  del  j  ,  la  (  D) 
avrebbe  inoltre  un  fattor  razionale  del  primo  ^  o 
del  secondo  grado  ^  il  quale  verrebbe  aetermina- 
to  mediante  il  (Capo  14)»  e  pel  cui  mezzo  TE* 
quazione  data  ridurrebbesi  al  grado  1  y  oppu- 
re m — 2  .  Se  qui  pure  la  funzione  proposta  iosse 
dotata  di  qualcuna  delle  variazioni  accennate  nei 
(N.*  J03  ,  504),  non  avremmo  a  fare  che  delle 
fiflessioni ,  e  dei  cangiamenti  di  calcolo  simili  ai 
precedenti  • 

505.  Lo  stesso  si  dice,  e  si  pratica  nella  so-  < 
luzione  del  nostro  Problema ,  se  i'  Equazione  di 
relazione  proposta  sia  della  forma/(  x' ,  x"\ x'^) 
=  K  9  ovvero  fix^x  ^x  fX  ^x  )=:K,  ovve* 
ro  ec*,-  e  lo  stesso  ancora  con^e  nel  (N.^504)y 
se  nella  data  funzione  entrano  altre  radici  oltre 
le  comprese  fra  le  prime  due  parentesi. 

107.  Potrebbe  succedere,  che  la  funzione  da- 
6  s  s  ta 
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ta  fosse  compreu  nel  caso  del  (N*^  498  ) .  In  aff- 
iora noi,  operando  come  precedentemente  ,  dopo 
la  determinazione  delle  // ,  è ,  ^,  ,  ec. ,  K  ricaverem- 
mo  una  funzione  esprimente  solo  un  rapporto  ge« 
nerale  fra  tutte  le  radici  della  data  (N.^49S),  e  quindi 
un  rapporto  inutile  al  suo  abbassamento  (  N.^  4^)« 
ConverrìI  dunque  cercar  di  conoscere  simili  funzio- 
ni, ed  a  tal  fine  basterà  porre  nella  (  D)  in  luogo  dei 
coefficienti  cogniti  tanti  coefficienti  indeterminati,  in 
seguito  operare  come  nei  (  N.'  prec.  )  ;  e  ciò  fatto» 
se  pei  valori  delle  a,  A»  Cf  ec.  »  K  ci  risultano  del* 
le  fìinaioni  intere ,  e  razionali  tra  i  coefficienti ,  che 
abbiam  posti  indeterminati  della  (  D  ) ,  allora  dire* 
mo,  che  la  funzione  supposra  è  fra  le  comprese 
dal  (N.^498),  e  perciò  deve  trascurarsi:  che  se 
per  le  n,^,  ^,  //,  ec,  K  non  si  ottengono  fun« 
zioni  intere ,  e  razionali  degli  accennati  coefficieii* 
ti,  allora  la  funzione  proposta  non  viene  ad  in* 
eludersi  nell'esposto  caso.  In  quest'ultima  ipofeii 
poi  ponendo  nei  risultati  ottenuti  in  luogo  de'  coef- 
ficienti indeterminati  i  suoi  veri  valori ,  vedesi  , 
che  verremo  a  risolvere  il  Problema  del  (  N.<»  500  ) 
senza  rinovare  il  calcolo  dei  (  N.*  precedenti  )  • 

joS.Ecco  sciolto  il  problema del( N.^ 
avendo  però  sempre  considerata  T  Equazione  di 
relazione  data  intet'a  ,  e  razionale;  che  se  questa 
non  fosse  tale  ,  la  libererei  prima  come  ì  stato 
accennato  nel  (  N.°  497  )  dai  rotti ,  e  dagl'  irrazio* 
naii  9  e  poscia  opererei  sulla  Equazione  ottenuta 
nella  sovra  esposta  maniera  • 
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{09.  Qpifico  abbiamo  detto  finofi  ci  serve 
a  dare  delle  soluzioni  particolari  del  Problema 
del  (N.*499);  V^^  iscioglicrlo  pienamente, 
converrebbe  poter  determinare,  se  tra  le  radici 
della (D)  il  luogo  non  una  data,  come  nel  (N.* 
joo  )  $  ma  una  qualunque  delle  Equazioni  espo« 
8te  nei  (  N.^  prec«  )  ^  e  in  caso  che  si ,  determi- 
nare in  seguito  la  sua  forma  •  Sarebbe  pur  anche 
assai  vantaggioso  il  trovare  le  formole  generali  del- 
le Equazioni,  tra  le  radici  delle  quali  si  verifiqi 
la  prima  delle  Equazioni  (X//)»  quelle»  tra  le 
cui  radici  k  luogo  la  seconda  ,  le  altre  corris* 
pondenti  alla  terza,  ec. ,  e  cosi  riguardo  alle  altre 
Equazioni  di  rapporto  dipendenti  dalle  Equazioni 
generali  dei(N>  504  ,505  ,  50^5  5 o 7  ),  determi- 
nacele formole  delle  Equazioni,  le  radici  delle  qua* 
li  ammettono  la  relazione  da  esse  rappresentata* 
Le  Equazioni  convertibili  (N.<*  33^  )  d  esprimono 
un  esempio  particolare  di  queste  formole.  Lato- 
re determinazione  poi  vedesi,che  si  otterrà,  po« 
nendo  nel  calcolo  dei  (N.^  500,504  ,507)  i  co- 
efficienti della indeterminati,  e  cercando  in 
seguito  la  loco  determinazione  dalle  Equazioni  fta 
i  Coefficienti  omologhi  (  N.*  507  )  ;  in  questa  gui- 
sa si  determinò  nel  (  N.*^  340  )  la  forma  delle  E- 
quazioni  convertibili;  ma  per  non  allungarmi  di 
più  in  questa  Teoria  già  di  troppo  prolissa  9  ccs« 
aerò  per  ora  da  somiglianti  ricerche. 

F  I  N  B. 
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